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Vorwort 

Die erste, im Jahre 1860 von Wilhelm Fiedler herausgegebene 
Auflage des bier vorliegenden Buehes ist erne deutsehe Bearbeitung 
eines Werkes des irischen Mathematikers und Theologen George Sal- 
mon, das unter dem Titel ,,A treatise on conic sections, containing an 
account of some of the most important modern algebraic and geometric 
methods" in Dublin im Jahre 1848 erschienen ist. Yon der funften, im 
Jahre 1887 herausgegebenen Auflage an erschien die deutsehe Bearbei- 
tung in zwei Teilen, der erste wurde im Jahre 1907 zum siebentenMale 
aufgelegt. 

Fur die freien Bearbeitungen aller dieser Ausgaben und der tibrigen 
ausgezeichneten mathematischen Lehrbiicher von G. Salmon, die das 
Gebiet der hoheren ebenen Kurven, der. Geometrie des Eaumes und der 
Algebra der linearen Transformationen umfassen, ist man W, Fiedler 
zu groBem Dauke verpflichtet, haben doch diese Werke in Deutschland 
wesentlich zur Verbreitung algebraisch-geometrischer Methoden bei- 
getragen. Als vor einigen Jahren die 7. Auflage der analytischen Geo- 
metrie der Kegelschnitte nahezu vergriffen war, konnte^Fiedler hoeh- 
betagt auf ein arbeitsreiches Leben zuriickblicken, whrenddessen~er 
die mathematische Wissenschaft durch zahlreiche wertvolle Abhandlun- 
gen und ausgezeichnete Lehrbiicher gefordert hatte. Sein hohes Alter 
gestattete ihm uicht die Bearbeitung einer neuen Auflage des Buches; 
am 19. November 1912 entschlief er im 81. Jahre seines Lebens. Die 
Herren M. GroBmann und A. VoB haben ihm Nachrufe gewidmet, 
jener in der Schweizerischen Bauzeituug, Bd. 60 (1912), S. 301 f. und 
in den Verhandlungen der Schweizerischen naturforschenden Gesell- 
schaft (Frauenfeld 1913), dieser im Jahresbericht der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung, Bd. 22 (1913), S. 97113. 

Einer Anregung meines verehrten Freundes, des Herrn Geh. Hof- 
rates Prof. Dr. K Kohn in Leipzig, folgend, habe ich die Bearbeitung 
einer neuen Ausgabe der Salmon-Fiedlerschen Analytischen Geometrie 
der Kegelschnitte ubernommen. Hierbei bemiihte ich mich, die grofien 
Vorzfige des Buches moglichst beizubehalten, immerhin erschienen mir 
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einige Anderungen wiinschenswert; die wichtigsten derselben seien kurz 
erwahnt. 

Wahrend in den friiheren Auflagen das erste Kapitel mit der Ein- 
fuhrung des Koordinatenbegriffes bei Punkten in der Ebene begann, 
habe ich diesen Begriff zunachst an Punkten in der Geraden erlautert 
und einige Bemerkungen ftber Strecken, die mit Vorzeichen behaftet 
sind, beigefugt Ferner schien es mir zweckmaBig, die wichtigsten 
elementaren Satze uber Detenninanten, wenigstens uber solche vom 
dritten Grade, abzuleiten, da von ihnen mehrfach im Buche Gebrauch 
gemacht wird; Nr. 8 und Nr. 90 sind ihnen gewidmet. Einige Satze 
uber die Involution von Punktepaaren wurden mehr an den Anfang 
des Buches gesetzt (Nr. 17 und 18) und etwas ausfuhrlicher behandelt. 

Den Inhalt des funften Kapitels habe ich wesentlich gektirzt, in- 
dem mehrere Betrachtungen uber lineare Substitutionen, uber die 
Transformation der projekfciven Koordinaten und uber Kollineationen 
weggelassen wurden; diese Dinge schienen mir zweckmaBiger in ein 
Lehrbueh der projektiven Geometrie zu gehoren. 

In dem Kapitel liber Systeme von Kreisen sind die Nummera 121 
bis 124, von den Ubungsbeispielen abgesehen, einem Manuskripte von 
Herrn K Rohn entnommen, dem ich fur die Erlaubnis des Abdruckes 
und die tlberlassung der Figuren meinen besten Dank ausspreche. In 
diesen Nummern werden die wichtigsten Satze ftber Schnittwinkel von 
Kreisen und uber das Kreisnetz abgeleitet, ferner enthalten sie eine 
Losung der Aufgabe von Apollonius uber Beriihrung dreier Kreise 
durch einen vierten Kreis und der Aufgabe, einen Kreis zu konstruieren, 
der drei gegebene Kreise unter vorgegebenen Winkeln schneidet. Auch 
fur einige Bemerkungen, die sich auf den Krfimmungsnuttelpunkt der 
Kegelschnitte beziehen (besonders in Nr. 218 und 221) bin ich meinem 
Freunde Eohn zu Dank verpflichtet 

Einen neuen Beitrag zu dem Buche habe ich in den Nummern 132 
bis 144 geliefert, die die Einfuhrung der Begriffe Pol und Polare, die 
Transformation der Gleichung des Kegelschnittes auf den Mttelpunkt 
und auf die Achsen, sowie die Ableitung der Kegelschnitt-Kriterien in 
andrer Weise behandeln, als es in den fruheren Auflagen des Buches 
und in der englischen Urschrift geschehen war. 

Die literarischen Hinweise habe ich an das Ende des Buches gesetzt; 
viele von ihnen wurden bibliographisch genauer angegeben, einige neu 
hinzugefugt. Im ubrigen seien die Leser, die Naheres tiber die Geschichte 
der Geometrie der Kegelschnitte erfahren wollen, auf die Schriften von 
M. Chasles, H. G. Zeuthen, M. Cantor, E. Kotter, J. Tropfke 
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und auf raeinen Artikel tiber Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme im 
dritten Bande der Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften 
verwiesen. 

Zahlreiche Ungenauigkeiten und mehrere Fehler, die in den letzten 
Auflagen stehen geblieben waren, babe ich entfernt; auch in stilistischer 
Hinsicht glaube ich manches verbessert zu haben. 

Mit der tfbernahme des von W. Fiedler verfaBten Nachrufes 
,,Zum Gedachtnis George Salmons" auch in die neue Auflage glaube 
ich im Sinne des friiheren Herausgebers gehandelt zu haben. 

Dem Verlage von B. G. Teubner bin ich zu besonderem Dank 
dafur verpflichtet, daB der Druck des Buches auch in schweren Zeiten 
ohne Verzogerung durchgefulirt wurde. 

Darmstadt, den 3. Marzl915. 

F. Dingeldey. 



Znm Gedachtois George Salmons. 

Geb. 25. September 1819 in Dublin, gest. ebenda 22. Januar 1904. 
Von W. Fiedler (f). 

Die 6. Auflage dieses Werkes (J898) war die letzte, die ich meinem 
ehrwurdigen Freunde unter die Augen legen konnte, diese neue muB 
ohne sein Geleit erseheinen. Es sei mir deshalb gestattet, an Stelle 
ernes Vorworts, welches das Buch wohl entbehren kann, dureh eine 
kurze Darstellung vom Leben und Wirken seines TJrhebers die Er- 
innenmg an ihn zu pflegen. 

Er hat mich unter seine Freunde gezahlt, mich durch mehr als 
44 Jahre mit seinen Briefen erfreut und uns, auch mit Gemahlin und 
TQchtern, vielmal besucht; leider konnte ich seiner Einladung nach 
Dublin zu den beiden festlichen Gelegenheiten: Versammlung der 
,,British Association" von 1878, die er leitete, und Dreijahrhundert- 
feier (Ter-Centenary) des Trinity College 1892, als er Provost war, nicht 
Folge leisten. Aber er liebte das Keisen sehr, ich fand schon 1865 seinen 
Namen im Fremdenbuch von Zermatt; fast afljahrlich kam er allein 
oder in Begleitung seiner Damen bis zu den siebziger Jahren seines 
Lebens nach dem Kontinent, nach Frankreieh und Deutschland, be- 
sonders auch in die Alpen, die sudlichen Taler des Wallis, das Engadin, 
das Berner Oberland; und so sah ich ihn wiederholt in Zurich, aber auch 
vorher schon in Prag und in C5hemnitz. 

Als ich ihn zum erstenmal sah, erschien er mir recht als das Ideal 
eines Mannes; hoch und aufrecht, breitschulterig; in Kopf und Hand 
der Mann geistiger Arbeit, helle freundliche Augen; einfach, bieder, 
liebenswurdig, von vollendeten Formen ohne jede Pose. Ich sagte mich 
ihm im stillen zu, fur immer, Allem, was ich von seinen Arbeiten ent- 
deckte, bin ich deshalb mit Jnteresse nachgegangen, und nun ich selbst 
ein alter Mann bin, schatze ich die lange Dauer unserer Verbindung 
als eines der groBten Outer, die mir auf meinem Weg durchs Lebeii ge- 
schenkt wurden, Ich erzahle darum gem von ihm. 

Von Chemnitz aus war ich mit ihm 1859 in wissenschaftliche Ver- 
bindung getreten. Ich hatte mir sein Buch von den hoheren ebenen 
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Knrven von 1852 verschafft und war naturlieh dadureh zu dessen Vor- 
laufer von den Kegelschnitten geftihrt worden, von welchem die 3. Auf- 
lage von 1855 vorlag. Wie das dem von jeher auf das Selbststudium 
angewiesenen jungen Lehrer schmeckte, der von Pluckers Quartanten 
von 1828 und 1831 herkam! Ich wendete mich an den Autor mit der 
Bitte urn seine Zustimmung zu einer von mir geplanten freien deut- 
schen Bearbeitung seiner Bueher. Sein erster Brief brachte mir seine 
Billigung und das Versprechen seiner Mithilfe, zugleich empfahl er 
mich seinen Freunden Arthur Cayley und J. J. Sylvester, denen er die 
eben erschienenen Vorlesungen zur Mnfuhrung in die neuere hShere 
Algebra gewidmet hatte, das erste Lehrbuch der Formentheorie; sie 
erfreuten mich bald durch die Zusendung ihrer wichtigen Arbeiten. 
Salmon selbst sandte mir im Februar 1860 seine Arbeiten von 1850 
fiber die gewundenen Kurven nut dem ersten Versuch zu ihrer KLassi- 
fikation, von 1857 fiber die ebenen Kurven dritter Ordnung und von 
1855 fiber den Grad der ReziprokaJflache einer gegebenen algebraischen 
Flache die Losung des Problems, das den SchluBstein im Bau seiner 
analytischen Geometrie von drei Dimensionen bildet. In der Tat folgte 
naeh der Invariantentheorie der Flachen dritten Grades, welche Sd.- 
mon mir im April 1861 sendete, diese Raumgeometrie selbst schon 1862. 
Salmons System der analytischen Geometrie mit der zugehQrigen Al- 
gebra war vollendet. Mit aJlem FleiB habe ich ihm durch die langen 
Jahre einen guten Teil meiner Arbeit gewidmet; vor allem seinen 
Kegelschnitten, da sie fur den wissenschaftlichen Standpunkt des Ganzen 
grundlegend und zugleich den weitesten Kreisen direkt zuganglich und 
vielfach auch gentigend sind. Nach den Kegelschnitten folgten zuerst 
die Vorlesungen (1863) und die Kaumgeometrie (1863, 1865), die hoheren 
Kurven aber erst 1873. Denn mein groBer Freund entsagte mit dem 
Jahre 1865 der mathematischen Lehrtatigkeit und Produktion, welcher 
schon immer nur ein Teil seiner aufierordentlichen Kraft gewidmet 
war, weil er mit gleicher Liebe und Energie arbeitend in der theologi- 
schen Wissenschaft und in seiner Kirche stand. Nun gab er seine Stelte 
als Fellow und Tutor auf und ward zum Regius Professor of Divinity 
erwahlt, zum Haupt der Theologenschule des Trinity College, natur- 
lieh um sich ihr ganz zu widmen. 

An dieser Stelle mag von seinem Bildungsgange und der Ent- 
wickelung seiner Studien das Notige gesagt sein. In der sudlichen 
Hafen- und Handelsstadt Hands Cork, dem Wohnsitze seiner Eltern, 
verlebte er seine Jugend und empfing in der berfihmten Schule von 
Hamblin-Porter eine sehr tuchtige Vorbildung, mit welcher er sehr 
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jung (1833) in das Trinity College eintrat. Hier standen auch die mathe- 
matischen Studien in vorziiglicher Pflege; nicht allein durch den In- 
haber des mathematischen Lehrstuhles J. Mac-Cullagh, das Haupt einer 
irischen geometrischen Schule, in der sich Salmons auBerordentliche 
Begabung rasch bemerkbar machte, sondern auch durch den Astronomen 
W. E. Hamilton, den Schopfer der Quaternionentheorie und Entdecker 
neuer mechanischer Prinzipien, und durch den trefflichen Physiker 
E. Lloyd. G, Salmon erwarb 1837 und 1838 seine Grade in Klassik 
und Mathematik und erhielt 1841, nach Ablegung der Priifung fiir 
Fellow-ship (aus Logik, Mathematik, Physik, Ethik, Geschichte, Chro- 
nologie, Griechisch, Lateinisch, Hebraisch ein Fellow sollte ein 
,,all round man" sein!) die Stelle, in welcher er zunachst Mathematik 
lehrte. Schon 1842 veroffentlichte er, Mac Cullaghs Erzeugungsweise 
der Flachen zweiten Grades erganzend, die nach ihm benannte neue; 
aber von 1844 ab lehrte er auch als Assistent des Regius Professors in 
Theologicis, ward ordiniert, Priester und Diakon, und arbeitete in Wort 
und Schrift fur seine Kirche. Aus seinem anaJytisch-geometrischen 
Unterricht entstand um die Jahreswende zu 1848 als ein Textbuch 
,,A Treatise on Conic Sections"; aber er hat auch liber den Infmitesi- 
mal-Calcul und iiber theoretische Dynamik mit Beispielen zum Gebrauch, 
ihrer DifferentiaJgleichungen gelesen. Die Wirkung des Kegelschnitt- 
Buches auf die sonst auch in der Mathematik lokalpatriotischen Studen- 
ten in Cambridge zeichnet die dort entstandene Geschichte von einem 
Mann, der auf eine wiiste Insel verbannt nur drei Biicher soil mitnehmen 
durfen. Welehe wird er wahlen? Antwort: die Bibel, Shakespeare und 
Salmons Conies. 

Es geht hier nicht an, Salmons mathematische Entdeckungen 
allseitig zu besprechen, und ich kann glucklicherweise dafur auf die 
vortreffliche Wurdigung Salmons als Mathematiker verweisen, welche 
Professor M. Nother in Band 61 der ,,Mathem. AnnaJen" S. 119 ge- 
geben hat. Ich will nur kurz das algebraisch-geometrische Hauptpro- 
blem erlautern, das er sich fruh stellte und dessen Losung ihm unter 
den schopferischen Vertretern der Mathematik seiner Zeit fiir hunger 
eine ehrenvolle Stelle sichert Es ist das Problem der Eeziprokalflachen, 
d. L die Beantwortung der Frage, wie es natiirlich durch den Ein- 
fluB der SingulariUten der Flache geschieht, daB die Reziproke 
von der Reziproken einer algebradschen Flache mit dieser selbst von 
gleicher Ordnung wird. 

Sahnons erste Veroffentlichung dartiber ist vom November 1846 
datiert, und die vollige Erledigtmg von^L855. In jener bestimmt er 
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die Ordnung der Reziprokalflache als der Anzahl der Tangential- 
ebenen der Originalflache gleich, die durch eine Gerade gehen; in dieser 
untersucht er den Tangentialkegel der Originalflache und bestimmt 
aus seiner Ordnung und den Anzahlen seiner Doppel- und Riickkehr- 
kanten seine KJasse, d. h. zugleich die Ordnung des Querschnittes der 
Reziprokalflache. .Hat die Flache eine Doppelkurve und eventueH 
eine Ruckkehrkurve, so zahlt ihr projizierender Kegel an demselben 
Punkte zweifach bezuglich dreifach als dem Tangentenkegel zugehorig; 
hat die Originalflache solche Kurven nicht, so wird doch die reziproke 
solche enthalten, weil der Punktreihe einer Doppelkurve in ihr eine 
bei jeder Originalflache hoheren Grades zu erwartende Reihe von 
zweimai beriihrenden Ebenen entspricht und demgemafi eine Kurve 
der zugehorenden Paare von Beruhrungspunkten in der Flache; und 
einer Ruckkehrkurve dort eine Reihe von stationaren Beruhrungs- 
ebenen mit dem Ort ihrer Beruhrungspunkte hier, der in alien Flaehen 
von hoherer Ordnung auftretenden Hesseschen oder parabolischen 
Kurve. Neben den singularen Punkten und Tangentialebenen fordern 
aber die singularen Tangenten der Flache genaueste Untersuchung; 
zu dem Studium der zweipunktigen und dreipunktigen Tangenten hin- 
zu wird das der vierpunktigen, der drei- und zweipunktigen usw. bis 
zu den viermal zweipunktigen durch die Aufgabe gefordert; kurz die 
Erledigung solcher neuen Fragen, wie sie in den 467 bis 490 (3. AufL 
der deutschen Bearbeitung der Raumgeometrie) vorgangig der Theorie 
der Reziprokalflachen ( 491 bis 516) diskutiert sind. Die neuen Be- 
griffe fuhrten zu neuen Elinunationsproblemen und zu neuartigen alge- 
braischen Fragen, als deren wichtigste die Bestimmung von Ordnung 
und Gewicht beschrankter Systeme von Gleichungen oder Bedingungen 
genannt werden mag (a. a. 0. 438 bis 455). 

Em glucklicher Umstand kam dem AbschluB des Unternehmens 
zu Hilfe; es war die Entdeckung der Haupteigenschaften der allgemeinen 
Flache dritter Ordnung, die im Briefwechsel zwischen Salmon und 
Cayley im Sommsr 1849 gemacht und allseitig durchgebildet ver- 
offentlicht ward: daB die Flache 27 Gerade enthalt, deren jede durch 
funf koplanare Paare der iibrigen geschnitten wird; so daB sie zu dreien 
in 45 Ebenen liegen, welche die dreifachen Beruhrungsebenen der Flache 
sind, wahrend die 27 Ebenenbtischel um die Geraden die Gesamtheit 
ihrer zweifach beriihrenden Ebenen bilden. Es ist klar, daB mit diesen 
charakteristischen Eigenschaften entsprechende einfache Eigenschaften 
der Reziprokalflache gegeben sind, welche durch die zweite Reziprokal- 
bildung wieder in die originalen zuriickgehen miissen; so entsprechen 
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den 27 Geraden der Originalflaehe ebensoviele Doppelgerade der Rezi-> 
proken, die ihre Doppelkurve bilden, und in jeder fiinf dreifache Punkte 
den dreifachen Tangentialebenen von jener usw. Es ist aucli deutlich, 
wie Salmon die 27 geraden Beihen als die der Flache dritter Ordnung 
angehorige Spezialform der Kurve der Punkte mit vierpunktigen Tan- 
genten in der allgemeinen Flache sofort erkennen mufite; aber es war' 
eine Meisterprobe seines durchdringenden Scharfsinnes, daB er aucli 
sofort zu dem Beweise des allgemeinen Gesetzes durchdrang, diese 
Zurve werde von einer Flache (1J n 24) ter Ordnung aus der originaJen 
n ter Ordnung ausgeschnitten. 

Die Flache dritter Ordnung mit alien ihren Spezialformen war, 
damit in den Sehatz elementarer Tatsachen fur die Theorie der aJge- 
braischen Flachen eingereiht und leistete in Salmons Hand wertvolle 
Dienste bei der Entscheidung schwieriger Punkte der allgemeinen 
Theorie; er liat die grofie Aufgabe so vollstandig erledigt, dafi Cayley 
nur noch die Formulierung der Tatsache hinzufugen konnte, dafi Fl^che 
und Raziprokalflache vom namlichen Geschlecht sind. 

Salmon hat im Jahre 1860 noch die Invariantentheorie der Fl,che 
dritter Ordnung aus der Pentaedergleichung entwickelt; diese war 
1851 von Sylvester gegeben worden, mit dem er damals in Entdeckungen 
zur algebraisclien Formentheorie vielfach verbimden war. 

Natiirlieh beriefen auf Grand so bahnbrechender Arbeiten naehst 
London (1863) die groflen Wissenschaftsakademien des Festlandes 
George Salmon wetteifernd zur Mitgliedsch?ft; er klagte nur, daB es 
in einer Zeit geschehe, wo er von diesem Arbeitsfelde bald Abschied 
werde nehmen miissen. Ich will dazu hervorheben, daB die Freundschaft 
mit Cayley fur die fortbildende Herausgabe der Salmonschen Biicher 
nach 1866 sehr wirksam gewesen ist, insbesondere fiir da^ langst ver- 
griffene Buch von den hoheren Kurven. Zur Weihnacht 1869 berichtete 
mir Salmon, weil er wuBte, daB es mir auch eine Festfreude sein wurde, 
von dem Anerbieten Cayleys, ihm selbst die Hilfe zu gewahren, die er 
in den Verpflichtungen seines neuen Amtes zur Herausgabe einer neuen 
Auflage bediirfe, und so ist es geschehen. Cayley hat eine Reihe von 
Beitragen zu alien Teilen des Buches geliefert, aber Salmon hat, um 
der Darstellung die wiinschenswerte Einheitlichkeit zu sichern, sie sorg- 
lich eingearbeitet, und Cayley hat das Ganze revidiert; das geschah 
wahrend der Jahre 1870 bis 1872, und im Mai 1873 konnte das neue 
Werk erscheinen. Kurz nachher erschien auch die deutsche Ausgabe, 
weil durch die freundliche Mitteilung der Korrekturbogen ihre fast 
gleichzeitige Herstellung ermoglicht ward. Ebenso hat Cayley dem 
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Freunde zahlreiche Beitrage zur 3. Auflage der Geometrie von drei 
Dimensionen von 1874 geboten und alle Korrekturbogen gelesen. Das 
war edelste Gelehrtenfreundschaftl 

Ich darf wohl auch hinweisen auf den Hochsinn der beiden groBen 
wissenschaftliehen Freunde, der sich in ihrem Verhalten zu Steiners 
Veroffentlichung uber die Flache dritten Grades von 1856 auspragte: 
Sie gaben ihm alle verdiente Ehre und stellten nur die Tatsachen fest; 
seine Wahl zum auswartigen Mtgliede der Royal Society stand bevor, 
als er starb. 

Die letzte analytisch-geometrische Arbeit Salmons war fiir seine 
Raumgeometrie bestimmt; er sandte mir im Januar 1865 die Korrektur- 
abztige des Kapitels uber die Invariantentheorie der Systeme von 
Flachen zweiten Grades. Sonst hat er 1866 die Herausgabe der hinter- 
lassenen letzten Arbeit seines juristisch-mathematischen Freundes Har- 
greave tiber die ,,Auflosung der algebraischen Gleichungen" fiir die 
Familie besorgt. Sein erbetener Beitrag zu der kurz vorher gegriin- 
deten mathematischen Monatsschrift ,,Messenger" ,,von den Perioden 
der Primzahlreziproken" war wohl langst bereit; es wird berichtet, 
dafi Salmon bei langen Synodalverhandlungen scheinbar unaufmerk- 
sam bestandig Ziffern schrieb, zugleich aber auch, daB aus seinem 
Munde, wenn er danach selbst sprach, die klarste und vollstandigste 
Zusammenfassung des Gehorten kam. 

Aber aus dem Jahre 1865 stanunt seine interessante Untersuchung 
liber , r Geisterklopfen vor 150 Jahren", die der dritte Band der ,,Fort- 
nightly Review" von G. H. Lewes enthalt. Hier laBt er aus den viel- 
seitigen und gena,uen Berichten der Glieder der Wesley-Familie uber 
das Geisterklopfen von 1716 in ihrem Stammhaus Epworthparsonage 
in der Grafschaft Lincoln dem Leser die "Oberzeugung aufgehen, daB 
ein Scherz der jiingsten Tochter des Hauses, die allein keinen Bericht 
verfaBt hat, der erste Ursprung jener unerklarlichen Storungen ge- 
wesen ist. In diesen Vorgangen hat John Wesley, der Vater der Metho- 
disten, ein entschieden Ubernattirliches in seinem eigenen Lebenskreise 
gesehen ein Mann, der groBen EinfluB auf den Gang des religiosen 
Denkens in England ausgeubt hat. Damit trat Salmon zugleich dem 
unter seinen Landsleuten urn sich greifenden wusten Geisteraberglauben 
entgegen. Es war im Vorjahr seiner Regiuszeit, und der Aufsatz ist 
wie so viele seiner Predigten ein Zeugnis fur seine einsichtige Beobach- 
tung der geistigen Strdmungen der Zeit und seine geistvolle und ge- 
schickte Bekampfung der verwerflichen unter ihnen. 

Es gibt, soviel mir bekannt ist, funf Sammlungen von Predigten 
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Salmons, die erste von 1861, die letzte von 1900. Eine Luther-Gedacht- 
nispredigt zum 10. November 1883 wurde separat gedruckt. 

Aus der Regiuszeit selbst sind zwei der Vorlesungen, die er seinen 
Theologen gehalten hat, zur Veroffentlichung gelangt; namlich 1885 
die Mstorisclie Einfiihrung in das Studium des Neuen Testaments, der 
er in der 2. Auflage eine Vorlesung liber die nicht kanonischen Bucher 
hinzufugte; und 1888 die Vorlesungen tiber die Infallibilitat der Kirche. 
Der Erfolg des ersten Werkes in England war und ist ganz so groB 
wie seinerzeit der der Kegelschnitte; im Januar 1890 erschien die 
4. Auflage, die 5. von 1891 wurde stereotypiert wie 1879 die 6. der Kegel- 
schnitte, und zu den folgenden fugte Salmon Noten hinzu, welche je 
die neuesten Untersuchungen betreffen. Das Werk wurde das bevor- 
zugte Textbuch der englischen Theologen ftir seinen Gegenstand. Es 
wird von den Englandern mit Stolz als die entscheidende kritische 
Zuruckweisung der tlbergriffe deutscher und hollandischer Bibelkritik. 
angesehen die Theologen von Cambridge nannten es den ,,Hammer 
der Gennanen" (Malleus Germanorum). Tatsachlich war es Salmon 
selbst das liebste unter seinen Biichern und reprasentiert wohl allseitig 
seine reifste Kraft. 

Die Vorlesungen tiber die Infallibility der Kirche haben nicht die 
gleiche glanzende Aufnahme gefunden, trotz der Vollstandigkeit und 
Grundlichkeit der ganzen Untersuchung ftberhaupt, und obschon z. B. 
die durchgehende Auseinandersetzung mit Newman vom groBten Inter- 
esse ist, der zuerst Puseyit war und dann Katholik, zuletzt Kar- 
dinal wurde. War doch dieser in der Mitte der ftinfziger Jahre als erster 
Eektor der romisch-katholischen Universitat DubHn Salmon so nahe 
geriickt. 

Wenn Salmon selbst gesagt hat, daB er sich um die Zuruckweisung 
der p^pstlichen Anspriiche so wenig Sorge mache wie um den Baconi- 
schen Ursprung der Dichtungen Shakespeares, so denke ich daran, 
wie kuhl die gauze gebildete Welt die Verkundigung der papstlichen 
Unfehlbarkeit aufgenommen hat; die Sache war weniger aktuell, als 
sie schien. Salmons Untersuchung zeigt aus jener Stimmung heraus 
alien Glanz seines Humors; reizend zu lesen wie eine Novelle sei sie, 
hat ein Freund gesagt. Und mit Anspielung auf das Gesamtziel des 
Werkes sagte einer seiner theologischen Schiiler von ihm ,,Du hast uns 
gelehrt, keinenMenschen furunfehlbarzuhalten,auchdich selbst nicht". 

Es gilt von seiner ganzen theologischen Lehrtatigkeit, daB Sal- 
mon Manner bilden wollte, die klar sehen gelernt, nicht solche, did nur 
sahen, was er sah. Er hat deshalb auch keine Schule gebildet, 'wenn 
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schon viele ihn ihren Meister nannten; aus seinem Unterricht sind Theo- 
logen sehr verschiedener Parteirichtungen hervorgegangen. 

Seine theologischen Vorlesungen beruhten an! grundlicher Kennt- 
nis namentlich auch. des Historischen; im Band 1 (von 1874) des Jahr- 
buches ,,Hermathena", das sich das Trinity schuf, erscheint Salmon mit 
Noten zum Chronikon des Hippolytus. Seine auBerordentliche Kennt- 
nis vom ganzen Christentum der ersten Jahrhunderte belegt aber be- 
sonders seine umfangreiche Mitarbeit an dem groBen ,,Dictionary of 
Christian Biography" von Smith und Wace, das in vier machtigen 
Banden (J877 bis 1887) die Literatur, die Dogmatik und das kirchliche 
Leben wahrend der ersten acht Jahrhunderte der Ghristenheit behan- 
delt. tJber 20 groBere Arbeiten und mehr als 150 kleinere BeitrSge 
riihren von Salmon her er war der hilfreichste Mitarbeiter des Ganzen. 
Aber ein Freund hat, wenn auch etwas tibertreibend, gesagt, daB seine 
Gelehrsamkeit in diesen Banden begraben liege. 

Noch 1897 und 1898 brachten die Jahreshefte der Hermathena 
Arbeiten von Salmon liber Neuestes in der Theologie. Nun hoffte 
man aus dem NachlaB eine Schrift fiber das synoptische Problem zu 
erhalten als eine Erucht der stillen Arbeit seiner letzten zehn Jahre 
,,das ausgereifte Urteil des Weisesten der modernen Kritiker uber 
die schwierige Frage". 

Doch ich kehre noch einmal in die Zeit Salmons als Eegius zu- 
rtick, indem ich anfuhre, wie er dem groBen Leserkreise der englischen 
Zeitschrift ,,Nature u im September 1883 das Bild seines Freundes 
Cayley zeichnete, der der Jahresversammlung der ,,British Associa- 
tion" prgLsidierte so liebenswurdig wie geschickt (Nir. 725, Vol. 28). 
Am SchluB erwahnt er des Freundes Vielsprachigkeit in der Form, 
daB es nicht viele europSische Sprachen gebe, in denen er nicht zu 
schweigen verstehe. 

Dann trat Salmon mit fast 70 Jahren in die letzte Periode seiner 
Tatigkeit, er ward im Marz 1888 von der Eegierung zum Provost, d. h. 
zum obersten Leiter und Keprasentanten des Trinity ernannt, als der 
Mann des allgemeinen Vertrauens, als den sie ihn kannte; und er hat 
diesem arbeits- und verantwortungsvollen Amte noch fast 16 Jahre 
bis zu den letzten Tagen seines Lebens vorgestanden. Nun spricht man 
von ihm unbeschadet seiner ausgezeichneten Vorganger als von dem 
groBen Provost, in Wurdigung seiner hohen Auffassung von Sffentlicher 
Pflicht, seiner echten Humanitat und Herzensfreundlichkeit, seiner 
freien Anerkennung der Leistungen jungerer Manner kurz um seiner 
charaktervollen groBen Personliehkeit willen. 
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In das fiinfte Jahr seiner Leitung (5. Juli 1892) fiel die Dreihundert- 
jahr-Jubelfeier des Trinity, als der protestantischen Universitat von Ir- 
land. Sie wurde zum imposanten Ausdruck seiner europaischen Repu- 
tation, aber in seinen Briefen war nichts von dem Feste zu lesen, nicht 
nachher und nicht vorher; er schrieb mir aus den Osterferien, die er 
mit Freund Cathcart in Bagneres de Luchon am FuBe der Maladetta 
in den Pyrenaen verbrachte und wieder Anfang September nach 
einer wohltatigen dreiwochigen Badekur in der Nahe von Clermont 
Ferrand in der Auvergne aus Villars sur Ollon im westlichen Wallis, 
wo er die Ktihle suchte; die Interessen seines Trinity und der Protestan- 
ten in Irland, die durch Gladstone gefabrdet werden konnten, beschSf- 
tigten ihn sorglich aber er hat sie glticklich durchgesteuert. 

Ohne Zweifel war fur sein letztes holies Amt seine auBerordent- 
liche Vielseitigkeit wichtig, aber sie ging weit dartiber hinaus. Er 
war ein Meister im Schachspiel und ist darum einst zum Spiel gegen 
Murphy erwahlt worden, soil auch einen Erfolg erreicht haben. Ich 
habe schon erwShnt, daB er stets viel und vielseitig las, auch viel Unter- 
haltungsschriften, aber ich will bier noch einige Beispiele dazu geben.^ 
Er kannte die Jugendliteratur so gut, daB er zum 39. Band der ,,Fort- 
nightly Eeview u (Anfang 1886) eine interessante Untersuchung uber 
das Thema >,What Boys read" beitragen konnte; er schatzte das Mad- 
chenbuch ,,Alice in Wonderland" hoch. Er erfreute sich vor allem am 
Humor, an dem feinen, wie an dem derben. Er liebte Mrs. Gaskells 
Novelle ,,Cranford", ein Beispiel vom feinen Humor so, dafi er sie uns 
zweimal sendete: die schone von Thomson hubsch illustrierte Ausgabe 
von 1891 mit der biographischen Skizze von A Thackeray-Ritchie 
sollten wir auch haben. Und vom derben Humor bescherte er uns 
von 1878 bis 1885 treffsicher zum brennenden Ghristbaum jeweilen das 
neueste Paar der ,,Picture Books" von Randolph Caldecott, dem treff- 
lichen humorvollen Zeichner, der leider schon 3886 sterben muBte; 
er suehte mit uns die Freude zu teilen, die er an diesen Bildern eng- 
lischer Volksfrohlichkeit hatte, von Cowpers Ballade vom John Gil- 
pin, von der Elegie Goldsmiths vom tollen Hund usw., und ohne alle 
Klassik in den Texten, von dem Haus das Jack baut, von der Milch- 
maid, der Fuchsjagd, dem groBen Schulmeister Panjandrum usf. 

Vielleicht hat solche einfach nattirliche Vielseitigkeit ihm seine 
geistige Arbeitskraft und Gesundheit bis in sein hohes Alter erhalten 
helfen; gewiB erklart sie mit, wie es geschah, daB ihm so allseitig nicht 
nur hoher Respekt, sondern Liebe und Verehrung zuteil wurde. 

Aber im Kern seines Wesens war seine kindliche Frdmmigkeit; 
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die Sicherheit, die er hatte, daB die Lehie Jesu Christi die hSchste 
Weisheit sei, und daB alle Wahrheit aus der namlichen Quelle stamme. 

Auch ihm ist Schmerz und Leid nicht erspart geblieben, aber 
er hat sich beschieden, daB er die Geheimnisse der g5ttliclien Liebe 
nur noch nicht verstehe. Bei seinem Tode ruhmte man seine Mld- 
tatigkeit, die ebenso geheim als reich war. 

IE der Gedachtniskapelle der Kathedrale von St. Patrick, deren 
Kanzler er durch 33 Jahre war, ist vor Jahresfrist zu seinem dauern- 
den Gedachtnis ein von seinen Freunden gestif fcetes schones Medaillon- 
portrat mit lateinischer Inschrift feierlich enthullt worden* 

In dankbarer Erinnerung am 22. Januar 1907. 

Wilh. Fiedler, 
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Erstes Kapitel. 
Der Kooidmateabegriff und der Pnnkt, 

\. Abszisse eines Punktes einer G-eraden. Die Grrund- 
lage der analytischen Geometrie der Ebene bildet eine Methode, 
mit Hilfe deren man die Lage yon Punkten in der Ebene durch 
Zahlen bestimmen kann. Diese Methode ist die Erweiterung 
eines Verfahrens, vermoge dessen Punkte einer Geraden durch 
Zahlen festgelegt werden. Wir wollen zunachst dieses Ver- 
faliren natter betrachten. 

Urn den Punkt P der Geraden g festzulegen, nimmt man 
auf g einen Punkt als fest gegeben an; alsdann ist die Lage 
von P durch die Anzahl der Langeneinheiten bestimmt, um 
die der Punkt P von entfernt ist, falls noch angegeben 
wird, in welchem der beiden Teile, in die die Gerade g durch 
geteilt wird, der Punkt P gelegen ist. So ist z. B. P 
in Fig. 1 durch die Angabe fest- 
gelegt, daB die Entfernung ? P 

von bis P 2,4 cm betragen 
und sich P rechts von be- Flg ' 1 " 

finden soil. Tim nun moglichst kurz angeben zu konnen, auf 
welchem Teil der Geraden g der Punkt P gelegen ist ; weist 
man den beiden entgegengesetzten Eichtungen, in denen sich 
g von aus erstreckt ; entgegengesetzte Vor#eichen zu und 
versieht die Anzahl Langeneinheiten, die den Abstand von 
bis P mifit, mit dem Vorzeichen + oder , je nachdem P 
in positiver oder negativer Bichtung von aus gelegen ist. 
Welcher der beiden Richtungen man das eine oder andere 
Vorzeichen zu weist, ist gleichgtiltig; doch mufi die Verab- 
redung hieriiber wenn einmal getroJBFen im Verlauf 
einer und derselben Untersuchung festgehalten werden. 

Die mit ihrem Vorzeichen versehene Zahl der Langen- 
einheiten, die den Abstand des Punktes P von mifit, heiBt 

Salmon-Fiedler: anal. Geom.'d. Kegelsclni. S.Aufl. 1 



2 I. Der Koordinatenbegriff nnd der Ptmkt. 2. 

die Abs#isse von P; sie wird im folgenden gewohnlich durcli 
x bezeichnet. Der Punkt heiBt Anfangspurikt oder, da ihm 
die Abszisse x - zugehort, Nullpunkt. So hat z. B. der 
Punkt P in Fig. 1 die Abszisse x = + 2,4 cm, wenn der 
Richtung yon nach P das Vorzeichen + zugewiesen wurde; 
fur den Punkt PJ ist x 1,5 cm. 

2. Mit Vorzeicken behaftete Strecken. Die auf einer 
Geraden g gelegene Strecke mit den Endpunkten P und Q 
pflegt in der elementaren Geometrie durcli PQ oder aueh 
durcli QP bezeichnet zu werden, und diese Bezeicbnungen 
bedeuten dort meistens den absoluten Wert der Lange dieser 
Strecke. Man kann aber auch. durch die verscMedene Stellung 
der Buchstaben P und Q ausdrticken ? in welchem Sinn die 
Strecke gezogen ist, wenn man festsetzt, da6 unter PQ die 
von P nacli Q gazogene oder durchlaufene Strecke verstanden 
werden soil, wahrend ^P die von Q nach P gezogene Strecke 
bedeutet. 

Betracbtet man nocb einen dritten auf der Geraden g 
P Q gelegenen Punkt und definiert man 

* "* f PO+ OQ als die, Strecke, um die man 

? - 2 - ? sicli von P entfernt, wenn man erst von P 
P _ Q nacb und dann von nach Q geht, so 
zeigt die geometrische Anschauung (Fig. 2), 



1 - 1 dafi in alien Fallen, mag zwischen P 



M s- 2. un( j Q liegen oder auf einer der Verlange- 

rungen der Verbindungslinie dieser Punkte (uber Q oder tiber 
P hinaus"), die Gleichung stattfindet 

(1) PQ = PO+OQ. 

Liegt auf g aufierhalb der Strecke P Q (wie z. B. in 
den drei unteren Geraden von Fig. 2} und laBt man nun Q 
mit P zusammenf alien, so folgt aus (1): 

(2) - PO + OP, also PO = - OP 

Bei der oben getroffenen Verabredung sind somit Strecken, 
die gleiche absolute Lange haben, aber nach entgegengesetzten 
Eichtungen gezogen sind' mit entgegengesetzten Vorzeichen 
zu versehen. Daher ist in (1) PQ = -- QP, OQ = QO, 
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tmd wenn man dies beachtet, folgt aus (1) die fur alle Lagen 
von P, Q und auf g giiltige Gleichung 1 ) 

(3) PQ+QO+OP-Q. 

Sind allgemein x 1 und x. 2 die Abszissen zweier auf g ge- 
legenen Punkte P l und P 3? so gilt naoh (1) fur alle Lagen 
von Pj und P 2 die Gleichung 

(4) P^-XS-^, 

und je nachdem die Differenz # 2 x positiv oder negativ 
ist ; erstreckt sich die von P l nach P 2 gezogene Strecke in 
der positiyen oder in der negativen Richtung der Geraden g. 

3. Parallelkoordinaten. Urn einen Punkt P der Ebene 
festzulegen, wurde von F&rmat und Descartes (Cartesius) im 
17. Jahrhundert folgende Methode eingeffthrt 2 ) und spater durch 
die Geometer allgemein gebraucht: 

Man nimmt zwei gerade Linien oder Achsen X'X t Y f Y, 
die sich im Punkte schneiden (Fig. 3), als fest gegeben an und 
unterscheidet bei jeder Achse, 
wie bei der Geraden g in Nr. 1, 
die beiden Eichtungen, in denen 
sie sich von aus ins Unend- 
liche erstreckt, durch Vor- 
zeichen. Will man nun die Lage 
des Punktes P durch Zahlen ~~ 
bestimmen, so zieht man durch 
P Parallelen zu den Achsen 
und mifit die Abschnitte OP' 
und OP", die diese Parallelen auf den Achsen abschneiden. 
Versieht man die MaBzahlen von OP 1 und OP" mit dem 
positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdem sich die 
Strecken OP' und OP" von aus in der positiven oder 
negativen Richtung der betreffenden Achse erstrecken, so ist 
durch diese mit dem richtigen Vorzeichen versehene Zahlen, 
die die Koordinaten (Parallelkoordinaten) von P heiBen, der 
Punkt P eindeutig festgelegt. Die Koordinate OP' = P"P 
wird die Alssisse genannt und durch x bezeichnet ; die Koor- 
dinate OP" = P'P heiBt die Ordinate und wird durch y be- 
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zeiclinet. Die festen Achsen heiBen Koordinatenactisen, und 
zwar X'X die Abszissenachse oder x-Achse, FT die Ordinaten- 
aclise oder y-Achse] ihr Schnittpunkt heiBt der Anfangs- 
punU (Ursprung) oder NullpunU der Koordinaten, da fur ihn 
Abszisse und Ordinate Null sind. Man unterscheidet das so 
durcL, Angabe der Achsen und des MaBstabes definierte Ko- 
ordinatensystem yon anderen Systemen als das Cartesische oder 
das der Parallelkoordinaten. 

Die entgegengesetzten Riclitungen ; in denen sick jede 
Koordinatenachse yon aus erstreckt, sollen im folgenden 
stets so festgelegt werden, daB die nach r edits gemessenen 
Abszissen OP f und die nach dben gemessenen Ordinaten OP' 1 

als positiVj die im entgegengesetzten 
Sinn gemessenen Strecken 0P 3 ' 
und 0P S " als negativ betrachtet 
werden (Fig. 4). Man konnte die 
positiyen und negatiyen Bichtungen 
auch in andrer Weise durch Vor- 
: zeichen untersckeiden, doch. muB 
die diesbezugliche Yerabredung 
wenn einmal getroffen im Yer- 
laufe einer und derselben Unter- 
sucliung festgehalten werden. 
Hat der Punkt P t in Fig. 4 
die Koordinaten OP' = x + a, 
OP" = y =* + 6 ; so sind die yier Ecken des Parallelogramms 
P 1 P 2 P 8 P 4 leicht zu unterscheiden als die Punkte mit den 
Koordinaten 

- + a/y--6*) 

Je nachdeni der Achsenwinkel <^ X Y = co ein rechter 
oder schiefer Winkel ist, nennt man x, y rechtwinklige (ortJio- 
gonale) oder sctiiefwinklige Koordinaten, 

Die Koordinatenachsen teilen die Ebene in vier Felder 
oder G-ebiete, bei rechtwinkligen Achsen Quadranten genannt. 

*) Diese Unterscheiduug muB dem Anf anger aus der Trigonometrie 
gelaufig sein. 




Vorzeichen der Koordinaten 



Wie man sieht, sind alle Punkte eines und desselben Feldes 
durch die gleiche Kombination der Vorzeichen ihrer Koordi- 
naten x, y charakterisiert. Dasjenige Feld, fiir dessen Punkte 
x nnd y positiv sind, heiBt das erste Feld, und man laBt nun 
die tibrigen Felder in dem der Bewegung eines Ulirzeigevs 
entgegengesetzten Sinne als zweites, drittes, viertes Feld folgen. 
Die zugehorigen Vorzeichenkombinationen sind aus nachstehen- 
der Tabelle ersichtlich, die bei der vorhin getroffenen Ver- 
abredung tiber die positive und negative Kichtung der Achsen gilt : 
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Man sieht, daB durch die getroffene Verabredung iiber die 
Vorzeichen von x und y Eindeutigkeit erreicht ist. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Punkte gleicher 
Abszissen x = a (Fig. 4) auf der durch P 1 parallel zur y- Achse 
gezogenen Geraden liegen, die Punkte gleicher Ordinaten y > "b 
auf der Parallelen durch P t! zur #- Achse. Alle Punkte, die 
in der Abszissenachse liegen, haben die Ordinate Null, alle 
Punkte der Ordinatenachse dagegen die Abszisse Null. 

Abkiirzend soil ein Punkt von den Koordinaten x a, 
y = b als der Punkt a \ ~b bezeichnet werden, so daB dann z. B. 
P', P", die Punkte + a 0, 0|6, 0|0 sind. 

Beispiel. Punkte + a| + &, a | 6 liegen symmetrisch 
in bezug auf 0, Punkte a \ J, & a symmetrisch zur Halbierungs- 
linie des Winkels zwischen + x, + y, usw. 

4. Messung der Winkel. Fiir die Messung der Winkel 
kann ein fiir die ganze Ebene giiltiger, positiver Sinn fest- 
gesetzt werden. Man pflegt den Drehungssinn des Uhrzeigers 
als negativ, den entgegengesetzten als positiv m lezeichnen*) 

*) Bewegt sich ein Pnnkt auf einem Kreise derait, daB sein zu- 
gehciriger Zentriwinkel im poaitiven Sinn wachst, BO befindet sich das 
Kreisinnere zur Linken jenes Punktes. Daher gilt uberhanpt derjenige 
UmfaJwungssinn einer nicht iLberschlagenen geschlossenen Fignr als 
positiv, bei dem das Innwe derselben dem bewegten Punkte stets tmr 
Linken bleibt. 
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Bei unserer Wahl der Achsen gelangt also OX. durch eine 
Drehung im positives. Sinne nacheinander mit OY, OX', Y f 
zur Deckung. 1st auf zwei Geraden der positive Sinn jeweilen 
fixiert, so wird als ilir Winkel derjenige genommen, den die 
gleichsinnigen Halbstrahlen einschliefien; so ist 
- X' OF = CD der Achsenwinkel (wahrend ^^OY' 
= CD + #). Umgekelirt iibertragt die Angabe des nach GrroBe 
und Zeichen bestimmten Winkels den Sinn des einen Schenkels 
auf den anderen, und eine Anderung des Winkels um it be- 
deutet die Umkehrung des Sinnes auf dem zweiten Schenkel. 
AUe Winkel ^POQ lassen sich als die algelraisdhen Differ 
r&wen $iXOQ XOP der Winkel ausdriicken, die ilire 
Sclienkel OQ, OP mit einem positiven Anfangsstrahl ; nam- 
licli der Halbachse OX } bilden. 

Unter dem Winkel a, den die vora Eoordinatenanfang 
nach einem Punkte P gezogene Grerade, der Velctor OP t mit 
der positiven Eichtung der ic-Achse bildet, ist der Winkel 
zu verstehen, um den man die positive #-Aclise in positivem 

Sinne drehen mufi, bis sie in die 
Richtung OP gelangt. 

Wird der absolute Wert dei: 
Lange der Greraden oder des Vektors 
OP durch \r\ bezeichnet und hat 
"^"^ P die rechtwinTcligen Koordinaten x, y, 
so ist (vgl. Pig. 5): 




rig. 5. 



(5) 




und zwar gelten diese Formeln gemafi 
den elementaren Regeln der Trigono- 
metric, welchem der vier Quadranten 
der Punkt P auch angehoren mag. 

Liegt ein schiefwinkliges Koor- 
dinatensystem zugrunde, dessen 
Achsenwinkel gleich co ist, so wird 
(vgl. Pig. 6): 



(6) 



cos ro 



Messung der Winkel. Entfernung zweier Punkte 
ferner nach dem Sinussatze der Trigonometric: 



I sin a 
' sin oo ? 



wobei die Vorzeichen der Zahlenwerte von sin (CD a) und 
sin a stets mit den Vorzeichen der Zahlen x bzw. y iiber- 
einstimmen. Aus (7) folgt uberdies: 

XON x + y cos co . ^_ y sin o 

( ) cos a p| > sin a pp. 

5. Koordinatenausdruck der Entfernung d zweier Punkte 

P l } P 2 oder x i \ y } x%\ y%. 

Fur den Fall, dafi die Verbindungslinie der Punkte P l , P 2 
einer Achse parallel is t, z. B. der x- Achse, 
ist P i P 2 Jkfj_ J!^ die algebraische 
Koordinatendifferenz o; 2 ^i- Im all- 
gemeinen Fall folgt aber unter Vor- 
aussetzung rechtwinkliger Achsen ^L. 
offenbar PjP/ d 8 = P^? S + ^ 2 
(vffl. Fig. 7). also wegen 

Fig. 7. 



?r ^-> 



Wahlen wir in der Fig. 7 allgemeiner den Achsenwinkel 
03 schief ? so ist < P^SPi w und es gilt 



wobei die Seitenlangen des Dreiecks immer absolut (positiv) 
zu nehmen sind. Man bestatigt dann fur verschiedene rela- 
tive Lagen von P l und P 2 gegen die Achsen leicht, daB statt 
der Langen die Strecken so einzufukren sind ; da8 

(10) d 2 - (asj - sj 8 + (% - 2/i) 2 + 2(^ 2 - ^) (% - ^) cos *. 

Der Winkel, den die in der Bichtung von P : nacb. P 2 
gezogene Grerade mit der positiven Richtung der #-Achse bildet, 
werde durch ^C (P^P^x) bezeicbnet; fttr ihn erhalt man bei 
rechtwinkligen Koordinaten 
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Fur den Winkel (P 2 P 1? #), den die in der Richtung von 
P 2 nach PL gezogene Gerade mit der positiven Richtung der 
#-Achse bildet, ergibt sich 



Man merke sich, dafi bei den Differenzen, die im Zahler 
der Ausdriicke fur den Kosinus und Sinus des betreffenden 
Winkels auftreten, im Minuenden immer die Koordinate des- 
jenigen Punktes steht, zu dem bin die Gerade gezogen ist. 

Bei schiefwinkligen Koordinaten erhalt man 

(13) w(P l P^)-+-* + g^^fr(P l P n x)-<*$ffi 

Wie schon hier ; so zeichnen sich im allgemeinen die 
Formeln bei der Anwendung rechtwinkliger Koordinaten durcn 
groBere EinfacKbeit aus. Wir werden aber im folgenden die 
hauptsacKLiclisten Formeln in ihrer allgemeinsten Gestalt geben ; 
da die schiefwinkligen Parallelkoordinaten zuweilen mit Vor- 
teil anzuwenden sind und die Spezialisierung nur in der Einfuh- 
rung yon o = -|-i7t besteht. 

B. 1) Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind 

% = 2, & = 3; x. 2 - 4, 2/ 2 65 X B - - 3, y s 6; 

unter Voraussetzung rechtwinkliger Achsen sind die LSngen seiner 
Seiten }/68, T/60, }/106. 

2) Die Langen der Seiten eines Dreiecks, dessen Ecken die- 
selben Koordinaten haben wie yorher, sind unter der Voraussetzun,g 
eines Achsenwinkels von 60 f/52, y57 ; ]/151. 

3) Der Ausdruck dafur, daB die Entfernung des Punktes x y 
vom Punkte 2 1 3 gleich 4 ist, lautet: (x 2) a + (y 3) 2 16. 

4) Der Punkt x y ist von den Punkten 2 j 3 und 4 5 gleich 
weit entfernt, wenn 

(x - 2) 3 + (y - 3) 2 (a? - 4) 2 + (y 5) 2 oder x + y=l. 

5) Der Punkt, der von den Punkten 2|3, 4|5, [6 1 1 gleich 
weit entfernt ist, hat die Koordinaten 

x = y y = -Q und die Entfernung - 

6) Die Bedingung, unter der die Yerbindungslinien des 
Punktes x y mit zwei festen Punkten ^\y^ und <r a |2/ 2 zueinander 
rechtwinklig sind, lautet (x x^ (x x%) -f (y y^ (y y^) 0. 



Winkel zweier Yektoren 



Diese Gleiehung ergibt sich nainlicli aus PP/ -f PP 2 2 ==P 1 P S 2 ; sie 
driickt offenbar auch die Bedingung dafur aus, daB P auf einem 
Kreis liegt, der die Strecke P^P^ zum Durclimesser hat. 

6. Winkel der Geraden OP l tmd OP 2 . Wenn die Yom 
Koordinatenanfang nach zwei Punkten P t und P 3 gezogenen 
Geraden OP 1 und OP 2 sich nicht in einer und derselben Rich- 
tung und auch nicht in den entgegengesetzten Richtungen einer 
und derselben Geraden erstrecken, bilden sie zwei Winkel mit- 
einander, von denen der eine klei- 
ner als zwei Rechte (konkav),^ N 
der andere grofier als zwei Rechte 
(konvex) ist (Fig. 8). Dieser 
letztgenannte Winkel soil im 
folgenden nicht beriicksiclitigt 
und nur der Winkel der Geraden 
0P 1; OP 2 betrachtet werden, 
der kleiner als zwei Rechte ist, er werde mit bezeichnet Als- 
dann sind hinsichtlich der Lage von OP 1 und OP 2 wvei Fdlle 
moglich: OP^ liegt zu OP 2 entweder so wie die positive Rich- 
tung der #-Achse zur positiven Richtung der y-Achse oder um- 
gekehrt, d. h. um OP l auf dem kurzesten Wege in die Lage 
OP 2 uberzuftihren, muB man OP X entweder in positivem oder 
in negativem Sinn (vgl.S.5) drehen. Auch kann man sagen: Im 
ersten Fall liegen OP t und OP 2 mit den positiven Richtungen 
der Achsen x und y gleichstimmig, im zweiten ungleichstimmig. 

Es moge zunachst angenonimen werden, dafi der erste dieser 




Fig. 8. 



beiden Falle vorliege; 
und # 2 die Winkel von OP X und OP 2 
mit der positiven Richtung der x- 
Achse, also die Winkel ; um die man die 
positive #-Achse in positivem Sinn 
drehen muB ; bis sie in die Lage 
bzw. OP 2 gelangt. Wenn cc% > c^ 
ist ; folgt alsdann selbstverstandlich 
v = #2 cr 1 (vgl. Fig. 8); ist jedoch P 2 




Pig. 9 



> # 2 und daher infolge der soeben erwahnten Annahme 
2 > it, so wird v=2it (^ a 2 ) = 2a + <% c^ (vgLFig. 9). 
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Der ttwette Pall, bei dem OP l zu OP 2 nicht so gelegen 1st 
wie die positive Richtung der #-Aclise zur positiven Richtung 
der 2/-Aetse, sondern umgekelirt, ist hiermit auch erledigt, er 
bedeutet ja nur eine Vertauselmng der Buchstaben P t und P 2 
sowie der Buchstaben o^ und #3. Hier wird 

V ^ a 2 oder ; - 2^r ( 2 ^i) ** 2 at + c^ o^ . 
Wie man sielit, ist stets 

cos t; = cos ( 2 tfj) cos (^ cf s ), dagegen 
sin ^ == sin ( 2 c^) oder sin v == sin (c^ c^ 2 ), 

je nachdem OP^ und OP 2 mit den positiven RicHtungen der 
Acbsen x und y gleicbstimmig oder ungleichstimmig liegen. 
Mit Benutzung der Formeln (5) und der Formeln 

cos ( 2 a^) = cos a 2 cos <&! + sin a 2 sin a x 
sin (ff 2 a^ * sin ^ 2 cos ^ cos cc. 2 sin z 

ergibt sich der Satz: 

Der Jconkave Winkel v, den die vom Koordinatenanfang 
nach zwei Punlden x i \ y^ und x% \ y% gezogenen G-eraden mit- 
einander Ulden, ist im Falle o ^x lestimmt durch, die Formeln: 



. g g - 

y 8 2 l 

^o ^w eZew Ausdriicken fur sin v und tg v das obere oder untere 
Yorz&ichen $u stehen hat, je nachdem OP so zu OP 3 gelegen 
ist wie die positive BicMung der x-Aclise $ur positiven BicMung 
der y-Achse oder umgeJcehrt. 

7. Placheninlialt eines Dreiecks oder Vielecks. Mit 
Hilfe dieses Ergebnisses laBt sich sofort die Aufgabe 
losen, den Flacheninlialt eines Dreiecks zu bestimmen, 
dessen eine Ecke im Koordinatenanfang liegt, wahrend die 
anderen Ecken P 19 P 2 die Koordinafen ss l \y l bzw. x%\y% 
haben. 

Sind r L und r% die absoluten Langen der Strecken OP 1 
und OP 2? so ist der Flachenmhalt F des Dreiecks bekannt- 



Iniialt eines Dreiecks ;Q 

lich gleich ^r^ sin v, wo v den zur Ecke gehorigen Drei- 
eckswinkel bezeichnet. Man erhalt daher nach (14): 

(15) ^-|(^.-^i), 

wo das obere oder untere Vorzeichen zu stehen hat, je nachdem 
OP 1 und OP 2 rait den positiven Richtungen der Achsen x 
und y gleichstimmig oder ungleichstimmig liegen. 

Bei schiefwinkligen Koordinaten mit dem Achsenwinkel o 
erh'alt man mit Hilfe yon (8): 

Bin* 



2 



folglicli 

(16) F - ^j/g - &tyj sin o> 



mit der gleiclien Vorzeiclienregel wie bei rechtwinkligen Ko- 
ordinaten. 

Bei der fruher getroffenen VerabreduDg (vgl. S. 4) uber 
die positiven Richtungen der Achsen (bei der n?-Achse nach. 
rechts 7 bei der j/-Achse nach oben) kann man auch sagen: In 
(15) und (16) ist das obere oder untere Vorzeichen zu setzen, 
je nachdem man beim Umlauf des Dreiecks im Sinne OP^P^ 
dessen Flache zur linken oder rechten Seite hat. 

Der Fall, daB keine Ecke des Dreiecks im Koordinaten- 
anfang liegt, lafit sich auf den soeben betrachteten zuriick- 
fuhren. Man gelangt hier zu folgendem Ergebnis: 

Der Flachenirihalt F eines Dreiecks, dessen Ecken P v P 2 , 
P 3 die scMef- oder rechtwinkligen Koordinaten x i \ y : l)0w. # 2 1 2/ 2 
Jiaben, ist gegeben durch: 

} sin o ; 

wo das obere oder untere Vorzeichen $u setzen ist t je nachdem 
die G-eraden P 3 Pi und P B P^ mit den positiven Eichtungen der 
Achsen x und y gleichstimmig oder ungleichstimmig liegen. 
Bei der friiher getroffenen Verabredung tiber die positiven 
Richtungen der Achsen kann man auch sagen: In (17) ist das 
obere oder untere Vorzeichen zu setzen, je nachdem man beim 



(17) F = ifoy, - STM 4- x^ - x s y 2 + x^ - 
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Umlaufen des Dreiecks im Sinne P 1 P$P B dessen Flache auf 
der linken oder rechten Seite hat. 

Zum Beweis der Forrnel (17) nehmen wir ein neues Ko- 
ordinatensysfeem a/, y' zu Hilfe, dessen Anfangspunkt in einer 
der drei Ecken des Dreiecks, z. B. in P 3 , 
gelegen ist, wahrend seine Achsen mit den 
, Achsen des ursprunglichen Systems parallel 
/ und beztiglich der Vorzeichen gleich ge- 
7 735 MJ ** richtet sind (Fig. 10). Haben die Punkte Pj 
rig. 10. und P 2; auf dieses neue System bezogen ; 

die Koordinaten #/ | y^ bzw. xj \ yj, so ist nach (16) 

Die GrroBen &/, y, x%, y%, die nicht gegeben sind, lassen 
sich leicht durch die auf das urspriingliche System x, y be- 
zogenen Koordinaten x l \ y und # 3 [ y% der Punkte 1\ und P 2 
ausdrucken. Wie aus Fig. 10 hervorgeht, ist 




und analog x% x% x^ y% = y% y%. 
Man erhalt daher nach (18): 

und mit Benutzung einer Determinante (naheres iiber Deter- 
minanten in Nr. 8): 

F - x^ y, 2 1 sin . 

^ 2/s 1 

Die Bemerkung tiber das doppelte Vorzeichen in (17) er- 
gibt sich leicht aus der entsprechenden Bemerkung zu den 
Grleichungen (15) und (16). 

Wir finden allgemein den Inhalt eines Vielecks aus den 
Koordinaten seiner Eckpunkte folgendennafien. 

Wenn wir innerJialb des Vielecks einen Punkt x y 
wahlen und ihn mit alien Eckpunkten desselben x l \y 1) 
#2 [ / 2 , ... x n y n durch Greraden yerbinden, so ist der Inhalt 
des Vielecks die Summe der Inhalte aller der Dreiecke, in 



Inhalt eines Vielecks Jg 

die dasselbe dadureh. geteilt worden ist. Die doppelten Inlialte 
dieser Dreiecke sind bei rechtwinkligen Koordinaten 

{% (2/1 - 2/2) - y Oi - #2) + i 2/2 - % 2/1}, 
( x (2/2 - 2/3) - 2/ (i - # 3 ) 



{# (yn-! y^ y (&-! a?) 

(^ (2/n - ft) y (a* - #1) 
und zwar hat hier jedesmal das obere oder jedesmal das untere 
Vorzeichen zu steben in tJbereinstiinmung mit der fruher ge- 
gebenen Vorzeichenregel. Bei Addition dieser Ausdriicke zer- 
storen sicb. die Glieder, die x und y als Faktoren entbalten, 
wie ancb. notwendig ist, weil der Betrag 2F des doppelten 
Inhaltes von der Art der Zerlegung des Vielecks unabbangig 
sein muB, Wir erhalten ftir den doppelten Inhalt 
(21) 2J-{(^y a -^yO + (a i y 8 -^y i )+... + (^y 1 -a! l y fl )}. 

Der Klammerausdruck kann aucb gescbrieben werden in 
einer der beiden Formen 

#1(2/2 - ) + #2(2/3 - ft) + ofc (& - ft) + + a(yi - y-i)i 

oder 

2/i (^ - # 3 ) + 2/ 2 (#i - #3) + 2/3 (#2 ~ #4) + + *(&_!- aO. 
Der doppelte Inbalt des Vielecks ergibt sicb aus den Koordi- 
naten der Ecken, indem man die Ordinate jeder Ecke mit der 
Differenz der Abszissen der vorangehenden und der nacbfolgen- 
den Ecke 'multipliziert und die Produkte summiert. Bei schief- 
?'-'V. 7 "/"y i, Koordinaten ist in (21) der Faktor sin o beizufiigen. 3 ) 

B. 1) Der Inbalt des Dreiecks 2 1, 3 | 2, 4 | 1 ist 10. 

2) Der Inbalt des Dreiecks 2 | 3, 4 5, 3 | 6 ist = 29. 

3) Der Inbalt des Vielecks 1 1 1, 2 | 3, 3 | 3, 4 1 1 ist 4. 

8. Determinant!!. Der in der Klammer auf der recb.ten 
Seite der Grleicbung (20) stehende Ausdruck kann in auBerst 
tibersicbtliclierWeise in Grestalt einer sogenannten Determinate 
dritten Grades gesckrieben werden. Da die Determinanten in 
der analytiscben Geometrie eine selir zweckmaBigeVerwendung 
finden, sollen hier in aller Kiirze ibre wichtigsten Eigen- 
scliaften abgeleitet werden. 
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Der Ausdruck o>^b % a 2 \ wird als eine ^Determinants 
zweiten Grades^ geschrieben, wenn man die in ihm enthaltenen 
2 2 =4 GroBen (Elemente) a l; & 1? a s? 6 2 in Grestalt des qua- 
dratischen Schemas 

(22) 

anordnet Die Determinante (22) enthalt zwei Horizontalreihen 
oder Zeilen und zwei Yertikalreihen oder Spalten. Die von 
links oben nach rechts unten gezogene Hauptdiagonale liefert 
das Produkt a^, die andere Diagonale das Produkt a 2 6 n 
dem jedoch ein Minuszeichen vorzusetzen ist. So ist z. B. 



Wie man sielit ; wiirde sich der Ausdruck 
auch in Gestalt der Determinante 



(23) 



schreiben lassen, woraus der Satz hervorgelit: 

Eine Determinante zweiten Grades dndert itvren Wert nicht, 
wenn man die Zeilen und Spalten miteinander vertausclit 

Man bemerkt ferner, daft die Determinante (22) ihr Vor- 
geichen dndert, wenn man in ihr #wei parallele EeiJien mit- 
einander vertauscJit; es ist 



(24) 



ebenso 



Eine Determinante dritten Grades ist ein aus 3 3 = 9 
GroBen oder Elementen gebildetes quadratisclies Schema von 
der Form 



(25) 



das eine abkurzende Sclireibweise ftir den Ausdruck 
(26) A = a^c B + \c^ + c^a^ q J 2 a 3 a^\ 
darstelli Das Schema (25) enthalt drei Horizontalreihen oder 
Zeilen und drei Yertikalreihen oder Spalten, und zwar haben 
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alle in einer nnd derselben Zeile stehenden Elements denselben 
Index, fur alle in derselben Spalte stehenden Elemente ist 
derselbe Bnchstabe benntzt worden. 

Offenbar besteht der durch (25) dargestellte Ausdruck (26) 
aus sechs durch das Plus- oder Minuszeichen verbundenen 
Produkten oder Glied&rn von je drei Faktoren derart, daJB 
jedes dieser Produkte aus jeder Zeile und jeder Spalte nur 
em Element als Faktor enthalt. 

Urn diese Produkte und die ihnen zugehorigen Vorzeichen 
zu erhalten, kann man auf verschiedene Weise verfahren. 

1) Man denkt sich die zwei ersten Spalten rechts neben 
das Schema (25) gesetzt: 



(27) 







Alsdann erhalt man die in (26) mit dem Pluszeichen be* 
hafteten Produkte, indem man je drei Elemente durch die 
von links oben nach rechts unten verlaufenden ,,Diagonalen" 
oder Querlinien zu Produkten verbindet; die von rechts oben 
nach links unten gezogenen Querlinien ergeben die Produkte 
tfi&gflg, #1^2 6 3; &i#2 c 3; ^ e n ach (26) mit einem Minuszeichen 
zu versehen sind. 

Offenbar laBt sich die Formel (20) fur den Inhalt eines 
durch die Koordinaten seiner Ecken gegebenen Dreiecks in 
der Grestalt 



(28) 



2/3 



sin CD 



schreiben. 

2) Eine zweite Art der Berechnung der Determinate (25) 
besteht in der Zerlegung in sogenannte Unterdeterminanten. 

Da jedes der secbs Produkte, aus denen A nach (26) 
zusammen gesetzt ist ; aus jeder Zeile und jeder Spalte nur ein 
Element als Faktor enthalt, muB man im Hinblick auf (27) 
diese sechs Grlieder vom Vorzeichen abgesehen auch 
dadurch erhalten konnen, dafi man die Elemente irgendeiner 
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Reihe je mit derjenigeu Determinante zweiten Grades multi- 
pliziert, die iibrigbleibt, wenn man die Zeile und Spalte, in 
der das betreffende Element steht, ausstreicht. Will man A 
erhalten, so sind diese Produkte nacli einer noeh abzuleitenden 
Begel mit dem Plus- oder Minuszeichen zu versehen und als- 
dann additiv zu verbinden. Geht man z. B. von den Elementen 
der ersten Spalte aus, so ergeben sick aus (25) die Produkte 



(29) 



daher ist A jedenfalls von der Form 



(30) A - a, 



und es fragt sicii nun nocli, welche Vorzeichen man setzen 
mufi. Wird die mit dem riclitigen Vorzeiclien versehene Deter- 
minante zweiten Grades, die in (30) den Faktor von a^ bildet, 
die sogenannte Unterdeterininante von a z - ? durch AI bezeiclinet, 
so ist jedenfalls ^ = a l A l + a^A 2 + ^A B) und liier ist noch 



zu entscheiden, ob z. B. JL 2 = 




Oder A, - - 



ist. Die Entscheidung lieBe sich durch Vergleichung von (30J 
mit (26) geben, aber wir wollen es vermeiden, die Frage durch 
Vergleichung zu beantworten. Nur die Tatsache werde fest- 

7\ ft 

gestellt, da8 man dem ersten (Hied a* _ 2 2 der rechten 

0* Co 
o o 

Seite von (30) das Pluszeichen geben muB. Im iibrigen moge 
folgender Weg zur Beantwortung der gestellten Frage ein- 
geschlagen werden. 

Nehmen wir an, die fragliche Vorzeichenregel sei uns 
bekannt und betrachten wir die Determinante A 1; die man 
aus A durch Vertauschung der zweiten und dritten Spalte er- 
halt: 



(31) 



Durch Zerlegung von A t nach Unterdeterminanten der 
ersten Spalte folgt 



Unterdeterminanten 
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(32) 



und bier haben das erste, zweite, dritte Glied der recbten Seite 
der Reibe nach ibre Vorzeiclien nacli derselben Eegel zu erlxalten 
wie in (30). Die Determinanten zweiten Grades, die in (32) 
die Faktoren von a t , a a , a s bilden, sind nacli einem auf S. 14 
abgeleiteten Satze den Determinanten zweiten Grades, die in 
(30) die Paktoren von a 1; a 2 , a s bilden, entgegengesetzt gleicb, 
daher ist aucb. 

A t -- A. 

Hatten wir aus A durch Vertauschung irgend zweier 
anderen parallelen Reiben eine andere Determinante A r ge- 
bildet 3 so wtirde sicb in analoger Weise zeigen lassen, da8 
aucb A' = A ist ? d. b. es gilt der Satz: 

Erne Determinante dritten Grades cmdert ihr Vorzeichen, 
wenn man in ihr gw&i parallele Eeihen miteinander vertauscht. 

Zur Ableitung der in (30) zu benutzenden Vorzeichen- 
regel wollen wir zunacbst eine andere Bezeicbnungsweise ein- 
fiibren, namlicb alle Elemente der Determinante mit demselben 
Bucbstaben bezeicbnen, diesen aber mit zwei Indizes yerseb.en 7 
yon denen der eine ; etwa der erste, die Zeile anzeigt, in der 
das betreffende Element stebt, der andere die Spalte. Wir 
geben also aus von 



(33) 



Mit Aijt werde die Unterdeterminante von a ilt bezeicbnet, 
also die mit dem ricbtigen Vorzeicben versebene Determinante 
zweiten Grades, die bei Berecbnung von A den Faktor von 
a ik bildet. Alsdann ist bei Zerlegung nacb Unterdeterminanten 
der #* Zeile 
(34) A = a n A tl + <% A}} + a^A iZ (i=l oder 2 oder 3) 

und bei Zerlegung nacb Unterdeterminanten der & ten Spalte 
erbalt man 



(35) 



Salmon- Fiedler: anal. Geom. d. Kegelschn. 8. Atifl, 



1 oder 2 oder 3), 
2 
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I. Der KoordinatenbegrifF und der Punkt. 8. 



und jedenfalls 1st hier A n = + 



aber es fragt sicli ; 



welches Vorzeichen man allgemein bei A iJt dem betreffenden 
Determinantenschema geben muB. Zur Beantwortung dieser 
Frage riicken wir die i ie Zeile, in der das Element a^ steht, 
an die Stelle der ersten Zeile, indem wir sie der Reihe nach 
iiber die vor ihr stehenden i 1 Zeilen verschieben, womit 
naeh dem vorhin abgeleiteten Satze ein (i l)maliger Vor- 
zeichenwechBel verbunden ist. Alsdann verschieben wir die 
& te Spalte iiber die vor ilir stetenden Jc 1 Spalten, so daB die 
?c t6 Spalte znr ersten wird, und Hermit ist ein (ft l)maliger 
Vorzeichenweclisel verbunden. Nacla diesen Verschiebungen 
befindet sich das Element a^ an der Stelle, die friiher von a n 
eingenommen wurde, die i ie Zeile und k ie Spalte sind ja an die 
Stelle der ersten geruckt, und die so erhaltene Determinante 
A' ist alsdann von der ursprunglichen (33) nur um den Fak- 
tor ( iy 1+ i = ( 1)'+* verschieden, es ist 



In A' wir d der Faktor von at * durch eineDeterminante z weiten 
Grades gebildet, deren Schema sich ergibt, wenn man in dem 
Schema von A' oder von A Zeile und Spalte, in der a ilt steht, 
wegstreicht. Daraus geht hervor, daB die lint erdetermin ante A& 9 
die in dem Ausdruck fur A den Faktor von a^ bildet, das 
eben angegebene Schema hat, man muB ihm aber noch den 
Faktor (-- 1)*+* beifugen, um A ik selbst zu erhalten. 

Hiernach ist z. B. A 13 = 21 22 , -4 32 = n is 

^81 ^32 0J1 023 

Die Zerlegung nach Unterdeteminanten wird auch bei 
der Berechnung von Determinanten vierten Grades: 

OH (fa a is a u 

021 022 028 024 



186) 



031 032 



"S3 



41 ^42 "43 4 

angewandt. In ahnlicher Weise wie bei Determinanten dritten 
Grades ist 
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(37) Aaa-4u + rt-4 + a^A^ + o^An (i = 1, 2, 3 oder 4), 
ebenso 

(38) A = a lft -4 lft + #2*^2*"+ a 3Jk-^3* + a 4*-^-4A (ft = I,2,3oder4). 
Hier bedeutet -4/ A die Unterdeterminante von a,-*, und man 

erhalt Ait, indem man in A die Zeile und Spalte, in der 
OIK stelit, wegstreicht und die so entstehende Determinante 
dritten Grades mit ( !)*'+* multipliziert. 
Eine Determinante n tQn Grades 

... a in 
(39) 



enthalt vP Elemente in n Zeilen und n Spalten. A ist die 
Summe otter ProduJcte, die aus jeder Zeile und jeder Spalte 
ein und nur ein Element als Faktor enthalten, das Hauptglied 
a n^22 a 83 a nn tat das Pluszeichen. Auch Her ist 

(40) A = Oil An + a,g An-\ h am A in , ebenso 

(41) A = a 17t A lk + a 2k A 2k + h a** Ant, 

wobei Ant die geradeso wie bei Determinanten dritten und 
vierten Grades zu bildende Unterdeterminante von a^ bedeutet. 

Im folgenden erwahnen wir noch einige der wicatigsten 
Satze der Determinantentheorie. Sie gelten samtlicli fiir 
Determinanten beliebigen (w ten ) Grades, doch beschranken wir 
uns beim Beweis auf solche vora Grade n = 3, da der Beweis 
im Falle eines beliebigen n ganz analog ist. 

Um diese Satze hier beisammen zu liaben, sei zunachst noch 
einmal der schon fruher fiir n = 3 bewiesene Satz erwahnt: 

L Eine Determinante andert ihr Vorzeichen ; wenn man 
in ihr zwei parallele Reihen miteinander vertauscht. 

2. Eine Determinante, die zwei einander gleiche parallele 
Eeihen enthalt, hat den Wert Null. 

Dies folgt daraus, da6 bei Vertauschung der beiden 
gleichen parallelen Eeihen der Wert A der Determinante 
nachS. 17 sein Vorzeichen wechselt; andererseits aber bleibtdas 

2* 
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I. Der Koordinatenbegriff und der Punkt. 8. 



Determinantenschema bei dieser Reihenvertauschung unveran- 
dert, derm die beiden Eeihen sind einander gleicL Somit 
ist A -- A, d. h. A~0. 

3. Haben alle Elemente einer Reihe einen gemeinsamen 
Faktor m, so lafit sicli dieser aussclieideii und vor die Deter- 
minante setzen, es ist also z. B. 



(42) 



a 3 mb z 



m 



<>i 
% 

Co 



Dies folgt sofort daraus, da8 die Determinante eine Summe 
von Produkten ist, die aus jeder Zeile und jeder Spalte ein 
und nur ein Element als Faktor enthalten. 

Offenbar gilt auch die Umkehrung: 

4. Eine Determinante wird mit einem Faktor m multi- 
pliziert, indem man alle Elemente einer beliebigen Reihe mit m 
multipliziert. 

5. Werden die Elemente einer Reihe mit den entsprechen- 
den Unterdeterminanten einer parallelen Reihe multipliziert, 
so ist die Summe dieser Produkte gleich Null; es ist also z. B. 

(43) 0,1.4*1 + a4u + 0*8^-48 = und 

(44) 01 iAi 4 + a 2 iAs * + Os *-4* ; 
falls i =4= Jc ist. 

Zum Beweis dieses Satzes werde daran erinnert, dafi man 
bei Berechnung von A durch Zerlegen nach Unterdeterminanten 
der J* Zeile die Gleichung erhalt: 

(45) A 0*1-4*1 + o*j-4*s + 0*8-4*8- 

Hier sind nun die Unterdeterminanten AM, AW, A&$ unab- 
hangig von a*i, a^, 0*3; ersetzt man also in (45) die Faktoren 
0*1, a>kty 0*3 durch a^ a ; o,-8, so entsteht der Ausdruck Oii-4*i + 
Oi8-4jt3 + Of84*s> wahrend A in eine Determinante iibergeht, 
bei der die Elemente der i ien Zeile mit denen der & ten Zeile 
iibereinstimmen. Eine solche Determinante hat aber, wie wir 
vorhin sahen, den Wert Null. 

6. Werden in der Determinante A die Elemente einer 
Reihe durch Summen von je zwei Summanden gebildet, so 



Satze tiber Determinanten 



lafit sieh A als Summe von zwei Determinanten schreiben. 
Es ist z. B. 



(46) A = 



ft 



ft 



wie sofort bei Bereehnung von A durcli Zerlegen nacli Unter- 
determinanten der ersten Spalte folgt. 

7. Der Werfc einer Determinante bleibt unverandert, wenn 
man zu den Elementen einer Reihe die mit einem beliebigen 
(positiven oder negativen) Paktor ^ multiplizierten Elemente 
einer parallelen Reihe hinzufiigt. Es ist z. B. 



(47) 



% &3 



Zum Beweis beachte man, daB sicli die letzte Deter- 
minante in (47) nach dem Torhergenenden Satze als Summe 
von zwei anderen Determinanten Aj + A 2 schreiben lafit, wobei 
A t mit A iibereinstimmt, wanrend 



nach Ausscheiden des Faktors A in eine Determinante mit 
zwei gleichen parallelen Reihen ubergeht, also den Wert 
Null hat. 

Dieser Satz laBt sich haufig sehr vorteilhaft verwenden, 
um eine Determinante in eine andere zu verwandeln, die an 
mehreren Stellen, wenn moglich in derselben Reihe, KTullen 
enthalt und alsdann bei Berechnung durch Zerlegung nach 
TJnterdeterminanten dieser Reihe mehrere verschwindende 
Grlieder ergibt, also beim Ausrechnen nicht viel Miihe macht. 

So geht z. B. die Determinante 
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liber, wenn man die mit 2 multiplizierten Elemente der zweiten 
Spalte zur dritten addiert; werden nun die Elemente der dritten 
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Zeile mit 4 multipliziert und von der zweiten Zeile snbtrahiert, 
so folgt 

5-20 



5-2 

-25-17 



-I5 



1 2 

-5 17 



- 25 - 17 
8 53 

oder A 15 (17 + 10) = - 405. 

8. Der Wert einer Determinante bleibt ungeandert, wenn 
man bei ihr die Zeilen und Spalten miteinander vertauscht, 
also die Elemente der i ten Zeile in die te Eolonne setzt 
(i 1, 2 w). Es ist hiernach far n = 3: 



(48) 
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FurDeterminanten zweiten Grades ergibt sich dieRichtigkeit 
des Satzes ganz von selbst, wie schon S. 14 bemerkt wurde. 
Bei Determinanten dritten Grades ist offenbar 

1 ^L i 

#1 Q/j 

ct <z s 

1 h. h. 
a a ^ 

und nach Anwendung von Satz 7 folgt 



8. 8 

-, 

^S ^3 

Die letzte Determinante reduziert sich sofort auf eine vom 
zweiten Grad; da fur diese die Gultigkeit des Satzes schon 
bewiesen ist, kann man in ihr die Zeilen und Kolonnen ver- 
tauschen und erhalt alsdann 

001 



** 



a, 
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Bei Addition der Elemente der dritten Spalte zu denen der 
ersten und zweiten bleibt der Wert A nacb Satz 7 ungeandert, 
daber wird 

' 1 1 1 



flt a s 



Ganz entsprecbend ist die Beweisfiibrung bei Determmanten 
vierten Grades; im Falle eines beliebigen n setzt der Beweis 
die Erledigung des Falles n 1 voraus. 4 ) 

9. Projektion eines Linienzuges. In Nr. 2 wurde gezeigt, 
daB zwiscben den Strecken, "die durcb drei Punkte P, Q, E 
einer und derselben Geraden g bestimmt sind ; die Beziebung 

stattfindet, gleicbgultig wie die Punkte 
P, Q, E auf g einander folgen. 

Sind nun P f und Q* die Projektionen 
der Punkte P und Q auf eine andere Ge- 
rade (Fig. 11), so beiBt P 1 Q J die Projek- 
tion der Strecke PQ. Wird aucb E auf 
dieselbe Gerade projiziert, etwa nacb E 1 , so bestebt die Be- 
ziebung 
(50) P'Q 1 + Q'E' + E'P' - 0. 

Bilden die Punkte P, Q, 8 ein Dreieck PQS oder n Punkte 
P,Q,S,...T ein Vieleck PQS . , . T und denkt man sicb die 
Begrenzung in einem bestimmten Umfahrungssinn yollstandig 
durcblaufen, also nacbeinander die Strecken PQ, QS, . . . TP, 
so ist notwendig die algebraiscbe Summe der Projektionen 
P' Q 1 + Q' S' + - - + T 1 P f gleicb Null. Einen anderen Aus- 
druck bierfiir gibt der Satz: die Projektion jedes die Punkte P 
und Q verbindenden Linienzuges auf eine beliebige Gerade ist 
gleich der Projection der geraden Strecke fPQ au dieselbe, 

10. Transformation der Parallelkoordinaten. Parallel- 
transformation. Es wird oft notwendig, aus den bekannten, 
auf gegebene Acbsen bezogenen Parallelkoordinaten x, y eines 




P' T' $ S' R 

Pig. 11. 
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Punktes seine Koordinaten x r , y f in bezug auf ein anderes ge- 
gebenes Achsenpaar abzuleiten. Diese Operation wird die Trans- 
formation der Koordinaten genannt. Sie ist bestimmt, sobald 
man die Lage der neuen Achsen im alten System kennt. Ihr 
Nutzen liegt darin, daB man zwei gan& "beliebige Geraden der' 
Ebene als neue Achsen neJimen Jcann. 

Den allgemeinen Fall, wo sowohl der Anfangspunkt als 
die Achsen im neuen System andere Lage haben als im alten, 
konnen wir offenbar stets erreiehen, wenn wir nacheinander 
folgende Transformationen ausfahren: erstens andern wir den 
Anfangspunkt, setzen aber die neuen Achsen den alten bez. 
parallel voraus; alsdann halten wir den Anfangspunkt fest, 

andern aber die Rich- 
tungen der Achsen. 

Der erste Fall kann 
als Parallel- oder Ver- 
scliiebungstransformation 
gekennzeichnet werden, 
da das neue Achsen- 
system x f O r y r aufgefaBt 
werden kann als das Er- 
gebnis der Parallelver- 
schiebung des alten 
Flg ' 13 Systems xOy um die 

Strecke 00 { (Fig. 12). Sind die Koordinaten des neuen Anfangs- 
punktes 0' im alten System OB # , OS = y Q9 so ist 

OP' = OB + 0'P' 1; P'P-OS + P/P. 
Hat also P im alten System die Koordinaten x y, im neuen 
aber die (akzentuierten) Koordinaten x' y', so sind die Trans- 
formationsformeln 
(51) x = %' + X Q , y = y' + y ; x 1 x - a? , y' - y - y , 

Also werden die gleichnamigen Koordinaten aller Punkte der 
Ebene um je eine (additive) Konstante geandert. 

Schon fruher (S. 12) wurde von solchen Beziehungen zwi- 
schen den auf zwei verschiedene Systeme bezogenen Koordi- 
naten eines und desselben Punktes Grebrauch gemacht. 
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$ Man bemerke, dafi die Formeln noeh eine zweite Deutung 
gestatten, wenn wir x ! \ y r als Koordinaten eines von P verschie- 
denen Punktes Q im alten System betrachten. In der Tat, 
wenn man das ursprungliche Koordinatensystem festhalt, jedoch 
alle Punkte P um Strecken verschiebt, die parallel und gleich 
O'O sind, also im umgekehrten Sinne wie vorhin die Achsen, 
so sind die Koordinaten x'y ! ihrer neuen Lagen Q aus jenen 
Formeln erh'altlich. 

B. Geniigen die Koordinaten eines Punktes der GleichuDg 
x 2 + y 2 4# 6# = 18, so~verwandelt sich diese, wenn der 
Anfangspunkt nach 2 3 verlegt wird, in. x 1 * + y'* = 31. 

11. Allgemeine Transformation. In dem zweiten, um- 
fassenderen Fall sind die Achsenrichtungen beliebig ver'andert, 
wahrend der Nullpunkt fest bleibt. Sind x, y die positiven 
alten Achsen mit dem Winkel eo und bilden die positiven 
Richtungen der neuen Achsen x f , y r mit a? bez. die Winkel 
<^ x, a/ = cc, -^C x, y { = ft, so ist der neue Achsenwinkel ^x'.y 1 

und die Winkel 

~ /? W #7 



= a 



Man erhalt nun die Trans- 
formationsformeln am einfachsten 
dadurch, da8 man die gebrochenen 
Zuge OP'P und OP^P auf die 
Normalen von P zu den alten 
Achsen orfcliogonal projiziert und O 
den Satz von Nr. 9 anwendet. Un- 
mittelbar hat man M P durch die alten und durch die neuen 
Koordinaten ausgedruckt (Fig. 13) als 

MP = EP\ + SP = OP\ sin BOP'i + P\P sin 8P\P 

(52) 




a? 



oder y sin CD == x f sin a + y* sin /3. 



Die Normale von P auf die y-Achse erlialt man offenbar, 
indem man y, cc, ft bez. ersetzt durch x, & cc, CD /3, also 

(53) x sin co = x' sin (o cc) + y' sin (CD /5). 

Diese Formeln gelten allgemein, nicht nur bei der Annahme 
der Figur, wo cc, ft, eo positiv und co > ft > cc ist. 
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Der analytische Ausdruck der Koordinatentransformation 
bei festem Nullpunkt 1st also der, da8 die x \ y ersetzt werden 
durch homogene lineare Funktionen der x' \ y f , deren Koeffi- 
zienten von drei GrroBen a, j3, o abhangen. Man erhalt auch 
die umgekehrte Transformation direkt in analoger Form. 

Endlich entspringen aus der Aufeinanderfolge der beiden 
bisherigen Schritte (Nr. 10) fur die allgemeinste Koordinaten- 
transformation die Formeln 

( . ( (x - a? ) sin & x' sin (c^ a) + y' sin (o (f) 
I (y Jfo) sin o = #' sin a + y 1 sin p. 

B. l) Man bilde die umgekehrte Transformation durcb Auf- 
losung der direkten. 

2) Haben die Systeme a;, y und a; f , y ] denselben Anfangs- 
punkt, so ist bei jeder Transformation 



cos w x + y + # c <> s - 

Denn setzen wir x f sin cc + y f sin |3 L, oc' cos a + y r cos /? = M, 
so konnen die allgemeinen Transformationsformeln (52) und (53) 
gescbrieben werden y sin o *== L, x sin co M sin o X cos co. 
Hieraus folgt: a; 2 -f 2/ 2 + 2xy cos co = L* + M* } anderseits aber 
durcb Anflosung der Ans'atze 

X 3 + M* - ff f2 + y'* + 2#y cos ((5 - a). 

Siebe aucb die Beispiele zu Nr. 25. 

12. Besondere Palle. Der zweite Transformationsfall um- 
fa8t einige wichtige TInterfalle. 

Haben beide Systeme denselben Anfangspunkt und ist 
x, y schiefwinklig, x', y 1 rechtwmklig, so ist ft a, = a und 
man erhalt 

(55) #smQ=fl/sin(o-a) 2/cos(o> ci), ysinc)==fl; f sina+j/ f eosa, 
woraus durch Tlinkebrung 

(56) x' = # cos a + y cos (ca a), y 1 = x sin a + y sin (CD cc) 

bervorgeht. Diese beiden Formeln kann man auch in der 

Gestalt 

(57) x I ^xGO^(x f x f ') + yQos(y,x f \y f ^xQOB(x ) y f ) + yQOB(y J y f ) 
scbreiben; sie sind so dem Gedacbtnis leicbt einzupragen. 
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SchlieBen das alte und das neue Achsenpaar gleich grofie 
Winkel ein (co CD'), so kann man das neue als die um den 
Winkel a = # gedrehte Lage 
des alten betrachten. Hierin 
ist insbesondere fur o = |-2 
,|3 = -|-tf + ^ inbegriffen: die 
Transformation von rechtwink- 
ligen Koordinaten durch Dre- 
Jiung des Achsensystems um 
einen Winkel ^. Man erh'alt 
direkt aus der Figur 14 

x = OE - SP\, y == SP'j + SP, oder also 




x = ^ cos ^ 



sn 



= o? sn ' 



cos 



a; sn - 



cos ( 



(58) 

TJmgekelirt folgt 
(59) x 1 = # cos 

Selbstverstandlicli erhalt man die Pormeln (58) und (59) 
auch aus (55) und (56) mit Hilfe yon co = -|^ ; a = #; sie 
lassen sicli iibersiclitlicli in der folgenden kleinen Tabelle zu- 
sammenfassen: 



(60) 





X 


y 


OJ' 


cosfr 


sin-S' 


y' 


sin # 


cos -9* 



die wohl keiner nalieren Erlauterung bedarf. 

Man nennt diese den Drehungen eines rechtwinkligen 
Achsensystems entsprechenden Koordinatenbeziehungen oriho- 
gonale Transformations. Sie haben die in 



enthaltene Eigenschaft, die Summe der Koordinatenquadrate 
nicbt zu andern, was geometrisch daraus folgt, daB beide Aus- 
drucke das Vektorquadrat desselben Punktes darstellen (Nr. 4). 
Zu beachten ist, daB, wenn der Drebungssinn der gleichen 
Acbsenwinkel x\ y f und x, y nicht ubereinstimmt, in den all- 
gemeinen Formeln zu setzen ist co f = co oder ft & o, 
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bei rechtwinkligen Koordinaten /3 = # -|tf. Die zu diesen 
gehorigen Formeln erhalt man offenbar nicht durch eine bloBe 
Drehung, sondern indem man nach Ausffthrung einer Drehung 
des rechtwinkligen Achsensystems die positive nnd die nega- 
tive Halbachse der y 1 miteinander vertauscht, also mit einer 
orthogonalen Transformation die einfache Ersetzung von y f 
durch y 1 verbindet. Man nennt diese Transformationen 
# = #'cos#-f2/'sin# ; y x 1 sin & y' cos# uneigentlich ortho- 
gonal. 

B. Aufg. 1) Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes 
gentigea der Gleichung y 2 a; 2 = 6 ; wenn die Halbierungslinien 
der Aehseirwinkel das neue Achsensystem bilden, geht diese uber 
in x'y f = 3. 

2) Die Formeln fur die Transformation von gegebenen schiefen 
Aclisen zu den Halbierungslinien der Achsenwinkel als neuen Achsen 
sind allgemein (a = -|<jo, = ^-(a> + Ttyj: 

x sin co = aj ; sin-|-a) y'cos -co, y sin GJ = a;' sin o + ^'cos-|-a). 

3) Transformiert man die Gleichung 2 a? 2 5xy + 2y*= 4 
von einem Achsensystem co i^c zu reehtwinkligen Achsen unter Bei- 
benaltung der #-Achse, so wird sie 3#' 2 7x'y ! Y% + 10y r ***> 6. 



& 13. Andere Deutung der Formeln fiir die Trans- 
formation der Koordinaten. Atattchkeitstransformation. 

Die Formeln fur die Transformation von einem rechtwinkligen 
Achsensystem zu einem anderen gestatten offenbar wiederum 
eine zweite Anffassung (vgl. Nr. 10). Denken wir das Achsen- 
system Xj y fest und x y, x 1 y f als Koordinaten verschiedener 
Punkte P, Q in bezug auf dasselbe. 1st dann Q^ Q z . . . eine 
beliebige Figur der Ebene, die dnrch eine Drehung um 
den Winkel ^ um den Fixpunkt mit einer kongruenten 
Figur PjPg . . . znr Deckung gebracht werden kann, so sind 
die Koordinaten asj^, ^\y 29 ... aus den auf dieselben 
Aclisen bezogenen Koordinaten x\ \ y\, x\ \ j/ 2; . . . ver- 
moge der Gleichungen zu berechnen x = x ! cos # y 1 sin #, 
y = x 1 sin ft + j/ f cos #. DemgemaB verwandelt die orfhogonale 
Transformation eine gegebene Figwr in eine (gldchstimmig) hon- 
gruente Figur. 
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Da ferner die Punkte x r y* und x 1 \ y 1 symmetrisch 
zur # f -Achse liegen, so verwandelt der Zeichenweehsel der 
Ordinate jedes Punktes einer Figur dieselbe in eine ihr sym- 
metrisclie. Auf ein festes Koordinatensystem bezogen, ent- 
spricht vermoge einer uneigentlich orfhogonalen Transformation 
einer gegebenen Figur eine symmetrisch gleiche (ungleichstimmig 
hongruente). 

Da aber bekanntlich eine ebene Figur durch eine Drehung # 
um den Fixpunkt X Q \ j/ mit jeder ihr kongruenten Figur der 
Ebene zur Deckung zu bringen ist und auch die allgemeinste 
Lagenveranderung des rechtwinkligen Koordinatensystems von 
diesen drei Konstanten x Q \y Q , & abhangt, so kann auch jede 
ebene Figur in eine lelielige ilvr Jcongruente oder symmetrisch 
gleiche verwandelt werden, indem man die Eoordinaten ihrer 
Punkte, unt&r passender Wahl der Konstanten } durch trans- 
formierte Koordinaten ersetet. 

Endlich bleibt noch der Fall zu betrachten, daB auf den 
fest gewanlten Achsen der Mafistab geandert wird. Steht die 
neue Langeneinheit zu der alten im Vernaltnis Jo: 1, so sind 
die Koordinaten x\y eines Punktes in der neuen Einheit 
x = Jcx r } y = ky', d,h. die Koordinaten andern sich proportional. 
Tragen wir stattdessen zu gegebenen Koordinaten a? f |j/ f die 
proportionalen x\y in der unveranderten Einheit auf, so ist 
der Vektor von P das fc-fache des Vektors von Q und 0, P, Q 
liegen in gerader Linie (Nr. 4). Die Figures der Punkte x 1 \ y' 
und kx'\Tcy f heifien dann dhnlich und dhnlich gelegen oder homo- 
fhetisch und die zugehorige Koordinatenbeziehung heifit die 
Ahnlichkeitstransformation. 

14. Teilverh'altnis eines Punktes in einer Strecke. Eine 
Strecke AB wird durch einen Punkt C ihrer Geraden im Ver- 
hdltnis n^n^ geteilt, wenn die Teilstrecken AC: CB in diesem 
Verhaltnis stehen. Nach dieser Definition hat man die Teil- 
strecken so zu messen, daB ihre Summe gleich der geteilten 
Strecke, AC + C B = AB, ist. Somit bestimmt jeder inner- 
halb der Strecke AB gewahlte oder innere Teilpurikk G ein 
positives Teilverhaltnis AC : CB } jeder in eine Verlangerung 
von AB fallende oder aufiere Teilpunkt ein negatives Teil- 
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verMltnis, denn die Teilstrecken haben im ersten Fall gleiche, 
im zweiten verschiedene Vorzeichen.*) 

Werden nun A, B, C durch parallele Strahlen auf irgend- 
eine Gerade nach A 1 , B 1 , C' projiziert, so ist nach elemen- 
taren Satzen A'C': C f B'=*AC: CB, d. h. das Teilverbaltnis 
wird durch ParallelprojeUion nicht geandert. Haben A, B die 

Koordinaten x 1 \ y bez. x% j/ 2 , so 
konnen die Koordinaten x* \ y ] des 
Teilpunktes zu jedem Teil- 
verhaltnis % : n% bestimmt wer- 
den. Denn die Projektionen auf 
die 





(61) | | ** _'(<'_, ) (, -I') llso 

(62) x* g= * l . ^ -9 y 1 = 

v J ^hi n * 

oder bei Einfiihrung von v = n : n 2 

(63) *'-^qr?' y'- 

Die Formeln (61) liefern zu jedem Punkt (7 der Geraden AB 
das Teilverhaltnis, die Formeln (62) und (63) zu jedem be- 
liebigen Verhaltnis % : n% die Koordinaten des zugehorigen 
Teilpunktes. Somit ist jeder Punkt der Geraden AB eindeutig 
'bestimnibar durch die VerhaltniszaJd v^n^n^ nach der er 
die Strecke AB teilt. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Formeln (61) 
bis (63) vom Koordinatenwinkel o unabhangig sind. Ver- 
folgen wir die Ortsveranderung des Teilpunktes C, wenn wir 
das Teilverhaltnis v von Null an alle positiven und negativen 

*) In der Elementargeometrie pflegt man nur den inneren Teil- 
punkt einer Sfcrecke zu betracnten und sein Teilverhaltnis als eine 
positive Zahl anzugeben. In den Lehrbucnern der analytiscben Geo- 
metric findet man Sfters die im Text gegebene Definition abgeS-ndert in 
n^.n^^AC'.lBC^ d.h. man hatte die Teilstrecken von den Endpunkten 
der Strecke nach dem Teilpunkt hin zu messen. Man hat alsdaun 
nur die Teilverhaltnisse des Textes mit entgegengesetztem Vorzeichen 
bei n. : n 9 zu lesen. 
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Zahlwerte annehmen lassen. Fur v = (X=0) fallt C mit A 
zusammen; nimmt v positive wachsende Werte an, so entfernt 
sich G von A und nahert sich B } so daB zu v + 1 (n = n. 2 ) 
derMittelpunkt-M" von-4. B gehort; aber erst fiir v = + oo (n 2 = 0) 
erreicht C den Punkt B. Da dies auch fur v = oo gesehieht, 
so miissen diese Verh'altniswerte oo ebensowohl als identisch 
betrachtet werden wie die Werte 0. Durchlauft nun v die 
Werte von oo bis 1, so entfernt sich G in der urspriing- 
lichen Richtung immer mehr von B und befindet sich fiir 
v = l im Unendlichen; nahert man sich dem Werte v = - 1, 
indem man v die Werte von Null bis 1 durchlaufen laBt, 
so riickt der Punkt C von A ausgehend in der zu AB ent- 
gegengesetzten Richtung ins Unendliche. 

Zu jedem Wert des Teilverhaltnisses v konnen wir also 
den zugehorigen Teilpunkt in endlicher Entfernung angeben, 
nur nicht zu v = 1 (n^ =* ?O; ^ r ^^- ^ ==s ^j 2/ sst ^ 
wird. Nennen wir nun Punkte mit unendlich groBen (oo) 
Koordinaten unendlich feme Punkte, so werden wir zu der 
Annahme gefiihrt: in jeder Geraden der Ebene liegt nur ein 
einziger unendlick ferner PunJct. Denn, gehort so bei jeder 
endlichen Strecke der Geraden zu jedem Teilverhaltnis i/^ 1 
ein einziger Punkt in endlicher Entfernung und umgekehrt, 
so werden wir auch fiir das Teilverhaltnis v =- 1, das einem 
unendlich feraen Punkte entspricht, den Satz von der Ein- 
deutigkeit der Zuordnung noch giiltig voraussetzen, sofern 
sich hieraus keine Widerspriiche ergeben. Wir haben gesehen, 
wie ein beweglicher Punkt den Punkt oo in beiderlei Sinn 
erreichen kann, und wollen daher die Gerade als eine im Un- 
endlichen geschlossene Linie ansehen. 

B. 1) Die Koordinaten des Mittelpunktes der Verbindungs- 
linie der Punkte x f \ 2/ f , x n \ y n sind x ^~ , y = y 

2) Die Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks, das die 
Punkte 2 3, 4 | 5, 3 | 6 zu Ecken hat, sind y| y, 

3) Die Verbindungslinie der Punkte 2 | 3, 4 5 1st in drei 
gleiche Teile geteilt; der dem ersten Punkte zunachst liegende 
Teilpunkt ist -r|-|-. 
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4) Die Ecken eines Dreiecks sind ojjyj, # 2 |2/ 2 > ^sl^s? ^ e 
Verbindungslinie einer Ecke mit der Mitte der Gegenseite wird 
durch zwei Teilpunkte E, S in drei gleiche Teile geteilt, und man 
soil nun die Koordinaten des von der Ecke am weitesten entfemten 
Teilpunktes S angeben, der bekanntlich der Schwerpurikt der Mache 
des Dreiecks ist. Man jfindet 

a = |0i + fl2 + *s) y = T (2/1 + 2/2 + 2/3)- 

5) Fur das in 2) gegebene Dreieck ist der Punkt, in dem 
sich die Verbindungslinien der Ecken mit den Mittelpunkten der 
Gegenseiten (Mittellinien des Dreiecks) begegnen (wieder der Schwer- 
punkt der Flache des Dreiecks), 1 | - 

6) Bestimmen 0, D in AB die Teilverhaltnisse a/, v f , so ist 
(v + l)(v' + 1) CD (v* v)AB. Also folgt far einen Punkt JS, 

ffir den AZ-.XB-," ist, <g = ^: J|. 

7) Aus dem Ergebnis von 6) folgt, dafi CD durcb die 
Punkte J., B in den Yerhaltnissen v(v* + 1) : v r (v + 1) bzw. 
- (v ! + 1) : (v + 1) geteilt wird. 

8) In einem Dreieck P^P 2 P B wird die Seite P 1 P 2 durcn einen 
Punkt Q im Vernaltnis P^Q : QP S ^ n^:n i geteilt; ferner teilt 
man die Verbindungslinie QP S des Punktes Q mit der Gegenecke 
P s durch einen Punkt Pin dem Verhaltnis QP : PP B = n$ : (^ -f ^ 2 ). 
Die Koordinaten dieses letzten Teilpunktes P sind alsdann 



15. Harmonisohe Teilung einer Streoke. Zu einem nur dem 
absoluten Wert v nacli gegebenen Teilverhaltnis einer Strecke 
AB gibt es einen inneren Teilpunkt C mit AC : CB = n : % 
und einen aufieren Teilpunkt Z) mit A D : DB = n : n%. 

Ans den Koordinaten von C in Nr. 14 folgen also die von 
D durch Einfiinrung von v statt ^ und ebenso umgekehrt. 
Aus dem ersten Punkt folgt der zweite in derselben Weise, 
wie aus dem zweiten wieder der erste; eine solche Eigen- 
scnaffc einander zugeordneter Punkte heiBt VertauscJibarJceit. 

Zwei Punkte C, D, die eine StrecJte AB nach entgegen- 
gesettst gleichen Verhaltnissen teilen, lieifien ein Paar Jconjugiert 
harmonisch&r Punkte in lezug auf das Punkt&paar AB?} Von 
den Punktepaaren AB und CD teilt jedes das andere har- 
monisch, denn aus der Proportion AC : CB - AD : DB 
folgt auch CA : AD = CB: BD oder die in bezug auf 
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beide vollig symmetrisclie Bedingung der Jiarmonisclien Lage 
von AB und CD: 

(64) AC'BD + AD-BC^O. 
Harmonische Paare AB, CD trennen sich ; d. h. zwischen 

den Punkten eines Paares liegt stets ein Punkt des anderen. 
Bleibt AB fest und durchlauft C die ganze Grerade, so nimmt 
auch der konjugierte Punkt D jede Lage einmal an, und zwar 
nahern sich beide jeweilen denaselben Endpunkt der gegebenen 
Strecke yon entgegengesetzten Seiten her, da sie ja durch 
ihn getrennt bleiben, und fallen fur n t in A, fur n% = 
in B zusammen. Zu der Mitte M eimr Strecke AB (n^ = n%) 
ist Jiarmonisch Jconjugiert der unendlich feme Punkt (% = n^) 
ihrer Geraden. Somit erscheint die Halbierung einer Strecke 
als ein besonderer Fall ihrer harmonischen Teilung. 

Die harmonische Lage zweier Punktepaare ubertrdgt sicli 
auf die ihre Parallelprojektionen, da diese kein Teilyer- 
haltnis andern. Auf der #~Achse gemessen hat daher die 
Bedingung (64) harmonischer Lage der Paare ^ | y L , x% \ y% 
und y} | y' } $}' \ y 11 den Ausdruck 

(x f - ^) (o/ f - x^ + (x" - xj (x j -Xz) = Q oder 

(65) dx" + x 1 x 2 -i(d + a/') (x, + x^) - 0. 

Statt erst durch Koordinatentransformation AB als neue 
Abszissenachse einzufuhren, konnen wir uns weiterhin einfacher 
nur auf die Achsenprojektionen der Punktepaare AB, CD 
beziehen. Die symmetrische Beziehung (65) driickt jede der 
vier Abszissen durch die drei anderen linear aus, z. B, wenn 
u ^ T"^ 8 die Abszisse des Mittelpunktes M von AB ist, 

__ ux'-x^ 
X ~ x'-u 
Die Einftihrung von u formt die allgemeine BeziehuDg urn ia 

(66) (x ! - ) (x n - i*) + fo - u) fa - w) - 
mit der Bedeutung 

MC-MD + MA'MB = oder 6 ) 

(67) MC-MD = MA* = MB\ 

Sind AB, CD JiarmoniscJie Paare, so ist das Produkt der Enir 
fernungen der Punkte C, D vom MittetywM M des Paares AB 

S a Imon- Fiedler: anal. Geom, d. Kegelsohn. 8. Aufl. 3 
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gleich dem Quadrat der lialben Entfernung von A und B. Um- 
gekehrt liegen also alle Paare von Punkten, deren Entfernungen 
von einem Punkte M ihrer Geraden ein positives konstantes 
Produkt j> 2 ergeben, harmonisch zu einein Paare mit der 
Mitte M und den Abstanden + p, p von dieser Mitte. 

B. 1) Im Falle der harrnonischen Lage wird CD durch die 
Punkte A, B nach Nr 14, 7) im Verhaltnis ( v + l) : (v + 1) 
bzw, (y l) : (y + 1) geteilt, denn alsdann 1st v ] = v. 

2) Die Bedingung harmoBisclier Teilung von AJB laBt sich. 
umformen in 



____ 
AS AC 

Man nennt AB das JiarmoniscJie Hitter} von AC und AD. 

16. G-leiohtmg des Punktepaares. Die Vertausclibarkeit 
konjugiert harmonischer Punkte tritt in den Abszissenrelationen 
der vorhergehenden Nummer liervor, denn diese entlialten die 
Abszissen der konjugierten Punkte x r , a/ f und x lt x% nicht 
einzeln (vgl. z. B. 61. (65)) ; sondern nur ihre Summe und ihr 
Produkt. In der Tat sind aus 



(68) tf 1 + tf 2==s -_, 

die Zahlenwerte x 1} a? 2 bestimmbar als die beiden Wurzeln 
der quadratischen Gleichung 

(69) ax* + 2lx + c = Q, 
namlich in den beiden aquivalenten Formen 



(70) 



in denen & 9 ac = D die DisJcriminante der Gleicliung heiBt. 
Demnach Iwnnen die Abszissen der Punkte eines Paares 
als Wurzeln einer qiiadratischen Oteicliung definiert werden, wie 
die Abszisse eines einzelnen Punktes durch eine lineare Gleichung 
x m gegeben 1st. Einer besonderen Erlauterung bedtirfen 
offenbar nur die Falle, wo eine der Wurzeln oder oo sein 
soil, Wenn in der Gleichung (69) der Koeffizient c = ist, 
so betrachten wir sie immer noch als eine quadratische Gleichung, 
deren eine Wurzel x =*= ist ; wahrend die andere aus ax + 2 6 * 
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folgt. Nun kann aber dieselbe quadratische Gleichung auch 
in der Form 



geschrieben werden, und wir liaben sie also auch beim Ver- 
schwinden von a noch immer als eine quadratisclie Gleiehung 
zu betrachten (nicht als eine lineare), von deren Wurzeln die 
eine den Wert 1 : x = oder x = oo, die andere aber den Wert 
1 : x = 26 : c oder x = c : 26 hat. Dies folgt auch. aus der 
Betrachtung der beiden aufgelosten Formen (70), da sich in 
diesen die Diskriminante D, je kleiner c oder a werden, dem 
Werte& 2 nahert. Somit wird ein Punktepaar, das den Punktoo 
enthalt, durch eine quadratische Gleiehung 



dargestellt, die scheinbar linear ist. 

Setzen wir nun auch %' + %" = 2V : a 1 , # V =*c f : a 1 , 
so dafi 

a'x*+2Vx c f =Q 

x'y x n als Wurzeln liefert, so ergibt sich nach (65) die Bedin- 
gung der harmonischen Lage von x f , x 11 und x 1} x%, ausgedriicH 
durch die Koeffizienten der die Paare definierenden Gleiclmngen 
in der Grestalt 

(71) 1 + J-2-0 oder ac f + ca< - 2U' = 0. 

17. Involution. Zu zwei Punktepaaren einer Geraden g 
kann unter Umstanden ein drittes gefunden werden, das beide 
gleichzeitig harmonisch teilt; haben die Paare z, B. einen ge- 
meinsanaen Mittelpunkt M , so ist Jf, oo das gemeinsame har- 
monische Paar. Es seien nun allgemein die Abszissen der bei- 
den Punktepaare als die Wurzeln der quadratischen Grleichungen 
mit reellen Koeffizienten: 

(72) a'tf+SVx + c'-Q und a"x* + 21" x + c" =* 

gegeben, und zwar seien die Diskriminanten dieser Gleichungen 
positiv, damit die Wurzeln reell werden. Alsdann ist nach (71) 
der algebraische Ausdruck des Problems die Bestimmung der 
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Koeffizienten a, /3, y der Grleiclmng ax 2 + 2 fix + y = des 
dritten Paares aus den Bedingungen 

(73) tfc r + ya f -20&'-0, etc" + ya" - 20&" - 0. 
Diese Bedingungen sind in /5 : a und y : cc linear, liefern also 
ein einziges reelles Paar von L5sungen. Durch die Einsetzung 
derselben in die Grleichung des dritten Punktepaares erhalten 
wir als den eindeutig bestimmten Ansdruck des Problems: 

(74) (a'6 f '-6 / a r ')a? s + (a'c' r -c'a w ) + (6 f c rf -c r 6 f ')-0. 
Hat diese Grleicliung zwei reelle Wurzeln x^^ und 

x = | a , so ist das zugekorige Punktepaar D 19 D 2 wirklich vor- 
lianden, es ist reeE; im Falle imaginarer Wurzeln sagt man 
einen Sprachgebraucli der Algebra auf die Geometrie xiber- 
tragend das zugehorige Punktepaar sei imaginar. 

Ubrigens liegen D t und D 2 nicht nur zu den beiden durcli 
(72) dargestellten Punktepaaren harmonisch, sondern zu jedem 
durch 

(75) a ; * a + Wx + c { +l(a"x*+ 21" % + c") = 
dargestellten Punktepaar der Greraden^ wobei ^ einen beliebigen 
Zalilenfaktor (Parameter) bedeutet, denndieBedingung der har- 
monischen Lage 

(76) cc(c'+ Ac") + y(a f + Aa") -2/5(6 f + A&") = 

ist nun mit Rticksicht auf (73) erfullt, welchen Wert auch A 
haben mag. 

Man sagt yon diesen unendlich vielen Punktepaaren (75), 
daB sie eine Involution bilden und nennt die beiden der Glei- 
chung (74) entsprechenden Punkte D 19 D 2 die DoppelpunUe 
oder Doppelelemente der Involution, die Grerade g den Trager der 
Involution 9 }. Offenbar ist die Involution bestimmt, sobald man 
zwei Punktepaare kennt, die ihr angehoren, Sind A, A 1 ] B, B'] 
Cj C { . . . Punktepaare der Involution und ist M die Mitte der 
Strecke D i D 2 , so bestehen nach (67) in Nr. 15 die Gleichungen 

(77) ]f!)* = WD* -MA-MA' = MB- MB' 



aus denen hervorgeht, daB die Doppelelemente D 19 D 2? wenn 
sie reell sind, auf entgegengesetzten Seiten und in gleichem Ab- 
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stande von M, dem sogenannten Mittelpunkte der Involution, liegen. 
Der konstante Wert der Produkte M A MA 1 , MB -MB' . . . 
heifit die Potent der Involution. Je nachdem diese Potenz po- 
sitiv oder negativ ist, d. h. je nachdem die Strecken MA und 
MA', ebenso MB und MB 1 usw. gleiclie oder entgegengesetzte 
Richtung haben, ist MD^ und M jD 2 2 positiv oder negativ, also 
JDj und D. 2 reell oder imaginar. 

Auch M gehort einem Punktepaare an, das zu D 1? Z) 2 har- 
moniscli liegt; der zugehorige vierte harmonische Punkt liegt 
auf g im TTnendlichen. KTach Nr. 16 erhalt man daher die Grlei- 
chung fiir die Abszisse von M, indem man den Parameter A in 
(75) aus a f + ha" == bestimmt; alsdann folgt 



.c'a"-a'c" 



und M hat somit die Abszisse 



X ~ 



c'a"-a'c' 



2 (a'V'-Va") 

Offenbar ist M immer reell, selbst wenn die Gleichung (74) 
imaginare Wurzeln haben sollte. 

Die Bedingung dafiir, daB drei durch 



x 



0, 



0, 



gegebene Punktepaare einer Involution angehoren, ergibt sich 
nach (73) durch Elimination von a, |S ? y aus den drei Glei- 
chungen 



in der Gestalt 



a' 



c" a" 
c'" a'" 



oder nach Wegheben des Faktors 2 und Umstellung der 
Spalten in der Gestalt 



(79) 



V 
V 



= 0. 
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I. Der Koordinatenbegriff imd der Punkfc. 17. 



Sind x und x f , y und y', und #' die Abszissen der drei 
Ponktepaare, so lafit sick die gewiinschte Bedingung auch. in 
der Form 



(80) 



x + x' 

y + y' 

+ 8* 



xx 

yy' 







sclireiben oder auch in der Form 



xx 

yy' 



X XX 



(X 



Hier kann man die positiven Glieder der ersten Determinante 
mit den negatives, der zweiten in einer Gruppe zusammenfassen, 
alle tibrigen Glieder in einer zweiten Gruppe. Addiert man als- 
dann#' y ! f xys zur ersten, xyz x'y f # l zur zweiten Gruppe, 
so folgt 

(81) (g' - x) (x 1 - y] (ij' -s) + (*' -y}(0- x') & -x) = 
oder 

(82) AC 1 - BA' - OS 1 - BC 1 CA' AB\ 

denn #' x ist nichts anderes als AC r , x r y B A f , usf 

Die Gleicliung (81) oder (80) geht in die mit statt mit 
x als Veranderlicher geschriebene Gleichung (74) tiber, wenn 
man #' = # setzt, an Stelle yon x + x', xx 1 wieder 2b f :a f , 
d : a* einfuhrt nnd bei y + y f , yy' analog verfahrt. Da (80) von 
der Form 

(83) &^' 4- I (0 + s f ) + m == 

ist, sind die Abszissen 0, #' der Punktepaare einer Involution 
irgendwelclie Zalilenpaare, die die Gleichung (83) erfiillen; die 
Abszissen der Doppelpunkte dieser Involution sind alsdann durch 
die quadratische Gleiehung 

(84) fcs 2 +2Z0 + w = 
bestimmt. 

B. 1) Zu den Paaren von den Abszissen 1 1 3; 6 | 8 liegt das 
Paar x 2 9# + 15 = gleichzeitig harmonisch. 

2) In bezug auf | 2; 1 5 sind gleichzeitig konjugiert 
harmonisch ^- (5 3]/5). 
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18. Arten der Involution. Man kann bei den Involu- 
bionen drei Falle unterscheiden: 

1. Sind die in (77) auftretenden Produkte positiv, so muB 
A in bezug auf M auf derselben Seite liegen wie A', ebenso 
B auf derselben Seite wie B' usw. Ferner liegt nun jedes 
Punktepaar der Inyolution ganz innerhalb oder ganz auBer- 
halb von jedem anderen Paare der Involution. Denn wenn 
z. B. B auf g aufierhalb der Strecke A A! gelegen ist, so daB 
etwa MA> MB ist (Fig. 16), so muB wegen MA -MA 1 
= MB - MB' notwendig M A! < MB 1 sein, also das Punkte- 
paar A, A 1 innerhalb des Paares 
B, B' liegen. ^ j? 1 i' J" 

In diesem Fall, den Steiner als ^ ,. 

' -cig. ID. 

den Fall der "hyperbolischen Invo- 
lution bezeichnete, kann man zu 
A, A! und B, B' beliebige weitere 
Punktepaare der Involution erhalten, 
indem man auBerhalb derGeraden# 
einen beliebigen Punkt K annimmt 
und nun durcb. die Punkte K, A, A* r 17 

und K, B } B f je einen Kreis be- 

schreibt (Fig. 17); diese beiden Kreise scnneiden sich. nocb in 
einem zweiten Punkte L, und wenn die Verbindungslinie KL 
die Gerade g in M trifft, so ist nacli einem Satze der Ele- 
mentargeometrie 

M K* M L - MA - MA 1 - MB - MB'. 

Jeder beliebige durch K und L gehende Kreis scnneidet nun 
aus g ein Punktepaar der Involution aus, denn ist (7 ? C 1 ein 
solches Paar, so wird M A - MA 1 MB - MB' = MC-MC'. 
Legt man von M eine Tangente an einen dieser Ereise und 
ist T ihr Beruhrungspunkt, so wird MT* = M K ML, und 
wenn man also auf die Gerade g von M aus nach beiden 
Seiten eine Strecke von der Lange M T abtragt, so sind die 
Endpunkte D 1? D 2 die Doppelpunkte der Involution. 

Ein besonderer Fall ist der, wo der eine Doppelpunkt D 2 
der hyperbolischen Involution im Unendlichen, der andere D l 
im Endlichen liegt; nacli Nr. 17 halbiert alsdann D die Strecke 
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X 

zwischen zwei zusammengehorigen Punkten wie A und A ! oder 
B und B 1 usw., die Punktepaare sind in bezug auf D sym- 
metriseh angeordnet; der Mittelpunkt M der Involution liegt 
nun im Unendlichen. In diesem Falle nannte Steiner die 
Involution gletcliseitig-liyperliolisch. 

2. Wenn die in (77) auffcretenden Produkte negativ sind, 
miissen A und A!, ebenso B und B 1 usw. auf verschiedenen 
Seiten von M liegen, und es mussen sich nun die einzelnen 
Punktepaare A } A f ] B } B'\ C, 0'; . . . trennen, denn mit Rtick- 
sicht auf M A - MA 1 MB M B f mufi, wenn z. B. A und B 
auf derselben Seite von M liegen und MB > MA ist, fur 
die auf der anderen Seite von M gelegenen Punkte A', B f die 
Beziehung M B ! < M A* gelten, d. h. wenn B auf g aufierhalb 
der Strecke A! A gelegen ist, mufi B' zwiscten A' und A 
liegen, Nach Steiner bezeichnet man diese Involution als 
eTliptisch. Zur Eonstruktion beliebiger weiterer Punktepaare 
der Involution beschreibt man tiber der Strecke AA! als 

Durchmesser einenKreis, ebenso iiberB ; . 
Diese beiden Kreise schneiden sicli in 
zwe i Punkten K und L (Fig, 18), und 
alle Kreise, die die Strecke KL zur 
gemeinsamen Schnittseline haben ; treffen 
nun die Gerade g in Punktepaaren, die 
der Involution angehoren. So ist z.B. 0, C f ein solches Punkte- 
paar, denn man hat M K ML M A - MA' = MB - Jf B' 
= MC-MC'. Da die Winkel J.jg;jL ; , BJTJ5', CA'C", ... 
recite Winkel sind, kann man auch sagen: Die Involution 
wird auf der gegebenen Geraden g durcli die ScJienM eines 
rechten WinMs ausgeschnitten, der sicJi urn seinen Sclieitel 
dreht, und es gilt zw&i Purikte (K und L) } von denen die 
Punktepaare der Involution unter rechtem Winkel geseJien 
werden, 

3. Hat die Gleichung (74) eine Doppelwurzel, so ist diese 
durcli (78) gegeben; die Punkte D 19 D s und M fallen nun 
zusammen, und nach (77) liegt in M auch ein Punkt eines 
jeden Punktepaares der Involution. Diese lieiBt dann nach 
Steiner pardbolisch. 
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19. Imaginare Punkte. Wenn wir auch jedes Punkte- 
paar einer gegebenen Geraden durch eine quadratische Gleichung 
zwisehen den Abszissen darstellen konnen, so wissen wir doch 
noch niclit umgekehrt jede solche Gleichung als Ausdruek 
einer geometrischen Bezieliung zwischen Punkten zu deuten^ 
sondern vorlaufig nur Gleichungen mit reellen Wurzeln. Nun 
hat die Algebra, um ihren Satzen Allgemeinlieit nnd Einfach- 
lieit des Ausdrucks, ihren Aufgaben die Losbarkeit zu sichern,. 
das Gebiet der reellen Zahlen zu dem Gebiet der Tcomplexen 
Zalilen erweitert, indem sie neben den reellen die imagindren 
Einheiten i durch die Definition i* ~ 1 einfuhrte. Alle 
komplesen Zahlen werden in der Form p + i% erhalten, wenn 
p, q alle reellen Zahlwerte durchlaufen. In diesem Gebiet hat jede 
algebraische Gleichung zweiten Grades ay? + 2bx + c = 
zwei Wurzeln, die, unter Voraussetzung reeller Koeffizienten, 
reell, zusammenfallend oder komplex sind, je nachdem die 
Diskriminante D 6 2 ac positiv, Null oder negativ ist;. 
dabei heiBen die Wurzeln im letzten Fall insbesondere kon- 
jugiert imaginar, als komplexe Zahlen x =p + *2, x=p igy 
deren Summe und Produkt reell ist: # + 2J = 2# ? ic5=p 2 + ^ 2 - 
Wir werden weiterhin yielfach erkennen, da6 wir diesen 
Sprachgebrauch der Algebra auch auf die Geometrie uber- 
tragen miissen, um in sehi- vielen Fallen ihre Satze allgemein, 
einfach und streng ausdrticken zu konnen. Auf diesem Stand- 
punkt der Entwicklungen ist klar, daB in der Koordinaten- 
geonietrie der geometrische Punkt- vollig durch zwei reelle 
Zahlen ersetzt wird und daB es durchaus folgerichtig ist zu 
sagen: wir fulirm auch fur ein Koordinatenpaar, das aus 
Ttomplexen Zatilen lestelit, eine geometrische Bezeichmmg als 
imagindrer (idealer) PunU ein. Konjugiert heifien insbesondere 
sdlclie imagindre Punkte, deren Koordinaten leide Jconjugiert 
imaginar sind. 

Wir halen gemtifi dieser Definition die fur die geometrischen 
Beziehungen reeller Punkte gefundenen algebraisclien Ausdrucke 
als auch fur die imagindren Punkte gultig anmnehmen und fur 
diese die geometrischen Begriffsbildungen entsprechend $u er- 
weitern. 
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Sind 



y i = ^ + 2/ 2 = 63 + 

die Koordinaten zweier komplexen Punkte P 1} P 2 , so fassen 
wir aueh jetzt wieder die Differenzen % 2 x 1} j/ 2 y t als die 
Projektionen der Strecke P, P 2 auf die Koordinatenaehsen auf 
und definieren die Entfernung d der beiden Punkte durch die- 
selbe Formel (9) in Nr. 5 wie friiher. Reelle Entfernung 
besitzen also nicht nur reelle Punkte, sondern auch solche 
imaginare, deren gleicknamige Koordinaten in dem rein ima- 
ginaren Teil (i\=*i\, id^^id^ in (85)) ubereinstimmen: Die 
Entfernung konjugiert imaginarer Punkte (a 2 = a i} i\ == ib l9 
CS^CD id% id l in (85)) ist rein imaginar. Wenn ein 
dritter Punkt x B \y s mit s^\y ly # 2 |2/ 2 allgemein das Teil- 
verhaltnis (z 3 tfj) : (a-, a%) == (y a y t ) : (y z - y 8 ) bestimmt, 
so wollen wir, auch wenn dieses einen komplexen Wert 
hat, sagen, der Punkt # 3 y s sei ein Teilpunkt der Strecke 
x 1 \y ly # 2 |y a in der durch diese beiden bestimmten Geraden. 
Wir erkennen also: in jeder reellen Geraden liegen imaginare 
PunUe, und zwar zweifach unendlich viele, die erhalten werden, 
wenn das Teilverh'altnis auch jeden komplexen Zahlwert an- 
nimmt (vgl. Nr. 14). Der zu zwei konjugiert imaginaren Punkten 
gehorige Mittelpunkt u ist offenbar stets reell. 

Ein Paar konjugiert imaginarer Punkte kann dnrch eine 
quadratische Grleichung mit reellen Koeffizienten dargestellt 
werden. Da das Problem von Nr. 17 zu zwei reellen Glei- 
chungen eindeutig eine dritte reelle Gleichung liefert, so ist 
das &u zwei willMrlick gegebenen Pmktepaaren gleicheeitig Jiar- 
monische Paar vollig eindeutig durch diese lestimmt, selbst wenn 
es aus konjugiert imaginaren Punkten besteht 

* 20. Darstellung imagin&rer Punkte aus ihren Koor- 
dinaten. Der imaginare Punkt kann in keiner Weise direkt 
geometrisch veranschaulicht werden, solange die reellen Koor- 
dinatenpaare die reellen Punkte der Ebene bedeuten.*) Unter 

*) So ist die bekannte zuerst von C. Wessel gegebene, sp'ater von 
GauB und Argand benutzte Darstellnng der komplexen Zahlen z=* 
p + ig[ durch die reellen Punkte von den rechtwinkligen Koordinaten 
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An&r geometrischen Darstellung eines imagindren Punktes kann 
man nur die Angabe solcher reeller Punlcte verstehen, die zu 
seiner fur geometrisdie Konstruktionen verwendbaren Definition 
msreichen. Die Moglichkeit, ein Paar konjugiert imaginarer 
Punkte durch reelle zu definieren, ist durch eine elliptisclie 
Involution gegeben, also durch eine Involution, deren Punkte- 
paare AA', BB^ . . . einander trennen (vgl. S. 40). Die zwei 
bonjugiert imaginaren Punkte ; die reell definiert werden sollen, 
faBt man als die imaginaren Doppelpunkte der Involution auf, 
ihre reelle Verbindungslinie ist der Trager der Punktepaare 
der Involution. Diese Paare sind die reellen Stellvertreter 
eines imaginaren Punktes, und zwar wird dessen Darstellung 
von der des konjugierten Punktes dadurch unterschieden, dafi 
man der Involution einen bestimmten, durch die Ordnung der 
Punkte festgelegten Sinn zuweist; der Sinn ABA'B f entspricht 
z. B. dem einen der beiden gegebenen konjugiert imaginaren 
Punkte, der Sinn A*B ! A'B dem anderen (vgl. Fig. 18, S. 40). 9 ) 
Haben die beiden zur reellen Darstellung vorgelegten 
Pankte auf ihrer reellen Verbindungslinie konjugiert imagi- 
nare Abszissen, die die Wnrzeln einer Grleichung von der 
Form 

(86) 7cz 2 + 2lx + m (I 2 - km < 0) 

sind, so sind nach S. 38 die Abszissen der Punktepaare der zu- 
gehorigen elliptischen Involution Werte %, cc' } die die Gleichung 

(87) T6xx'+l(x + x')+ m = 

erftillen (vgl. S. 38). Andert man hier x in bestimmtem Sinn, 
so andert sich der zugehorige Wert x f in demselben Sinn; 
diese Tatsache erlautert analytisch die Moglichkeit, in der vor- 
hin angegebenen Weise die Darstellung des einen der beiden 
konjugiert imaginaren Punkte von der des anderen unter- 
scheiden zu konnen. 



p, % nicht im. Sinn der Euklidschen Geometrie geometrisch zu nennen, 
denn sie interpretiert nur eine Variable im algebiaischen Sinn. Diese 
Interpretation hat mehrfach zu der irrigen Anschautmg gefuhrt, der 
Punkt von den Koordinaten p-\-ig.\Q liege nicht in der #-Achse, 
wahrend er doch die Strecke p \ 0, % \ teilt. 
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B. 1) In bezug auf das imaginare Paar a + li (vom Mittel- 
punkt a) findet man den zu dem reellen Punkt % r konjugiert har- 
monischen x n aus der Gleichung (Nr. 15, Gl. (66)) 



Dieser 1st also beziiglich a der symmetrische zu dem konjugiert 
harmonischen von ft 1 in bezug auf das Stellvertreterpaar a + 5. 

2) Dieselbe Gleichung liefert die reelle Definition eines zu 
einem reellen Paare #', x !I harmonischen Paares, dessen Mittel- 
punkt zwischen # f und x rt liegt. 

3) Man bestatige nach Nr. 14, daB ali die Strecke al> 
harmonisch teilt. 

4) Das Punktepaar, das zu dem durch aoJ 2 4-2^o; + c = 
gegebenen Paare und zu dem imaginSren Paare y? + 1 = har- 
monisch liegt, ist durch &# 3 (a c)x 5 bestimmt und 
immer reell, wenn a, &, c reelle Zahlen sind. 

21. Polarkoordinaten. AuBer der Methode der Parallel- 
koordinaten -wird zum Ausdruck der Lage eines Punktes noch 
eine andere haufig angewendet ; die aus den Betrachtungen von 
Nr. 4 und 5 folgt. 

Ist ein fester Punkt als Nullpunkt oder Pol und ein 
durch gelegter Halbstrahl OX als Nullstrahl oder Polar- 

achse gegeben ; so laBt sich. ein 
Punkt P der Ebene festlegen, 
wenn man den Winkel # des 
Strahls OP mit dem Nullstrahl 
und die Entfernung r => P 
kennt (Fig. 19). Der Winkel #, 
der von OX aus in dem der 
. 19. Bewegung eines Uhrzeigers ent- 

gegengesetzten Sinn (in positivem Sinn) gemessen werden 
moge, heifit die Amplitude oder Anomalie (aucli Argument), 
die Strecke r der Eadiusvektor des Punktes P; # und r heiBen 
die Polarkoordinaten von P. 

Die GrroBe r kann aucli negative Werte annehmen; wir 
wollen verabreden, daB alsdann die absolute Lange dieses 
Kadiusvektors nicht auf dem freien Schenkel des zugehorigen 
Winkels ^ abzutragen ist, sondern anf der ruckwartigen Ver- 
langerung dieses Schenkels fiber hinaus. Ferner kann man 
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den Winkel des Radiusvektors OP mit der Polarachse OX 
auch dadurch messen, dafi man die Polarachse in negativem 
Sinn (im Sinn der Bewegung eines Uhrzeigers) um dreht, 
bis sie in die Lage OP gelangt. So hat z. B. der Punkt P 
in Fig. 19 die Polarkoordinaten & = 32, r = 2cm, oder auch 
# = _ (360 - 32) = 328, r - 2, oder endlich - 180 + 32 
= 212, r = 2. Offenbar erhalt man einen durch # und r 
gegebenen Punkt P auch dann, wenn man & um beliebige 
ganzzahlige Vielfache yon 360 vermehrt oder vermindert. 
Statt # als Winkel, also in Grraden, Minuten und Sekunden 
anzugeben, kann man natiirlich unter <fr auch das zugehorige 
BogenmaB bei einem Kreis vom Kadius 1 verstehen. 

Man sieht daher, dafi ein Punkt mit den Polarkoordinaten #, r 
auch die Wertepaare # 2na, r oder ^ (2n + 1)^, r zu 
Polarkoordinaten hat, wenn n eine ganze positive Zahl oder 
die Null bedeutet Umgekehrt aber ist der Punkt selbst durch 
seine Polarkoordinaten eindeutig bestimmt. 

Fur den Pol ist r = 0, # beliebig. 

Offenbar konnte nach Einfuhrung eines zweiten Poles 0' 
auf OX der Punkt P auch durch die blofie Angabe der Ano- 
malien XOP, XO'P eindeutig und, wie man sagt, bipolar 
bestimmt werden. So gibt es noch viele Koordinatensysteme ; 
die notwendig durcheinander ersetzbar sind. 

22. Znsammenliang zwischen den Parallelkoordinaten 
x\y eines Punktes P und seinen Polarkoordinaten ^, r. 
Fiir den gebrauchlichsten Fall, wo rechtwinklige Koordinaten 
in Polarkoordinaten mit demselben Nullpunkt und der positiven 
#-Achse als Nullachse umzusetzen sind, ist, wie im wesent- 
lichen schon in Nr. 4 gezeigt wurde: 

(88) x r cos # ; y = r sin ^, 

denn x, y sind die senkrecfiten Projektionen des VeUors r auf 
die Achsen. Zum umgekehrten Ubergang gilt 

(89) tg*-J, r-i^+P-^, 

so dafi in der Tat zu jedem Yorzeichen von r ein bestimmter 
Winkel ^ gehort und beide um st verschieden sind. Anderer- 
seits hat man der Quadratwurzel I/a; 3 + f f das Plus- oder 
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Minuszeichen zu geben ; je naclidem man aus tg # = y : x eineri 
Winkel # entnimmt, fur den x und cos & gleiche oder ent- 
gegengesetzte Vorzeichen haben. Beides kann eintreten, denn 
igft = y :% ergibt niclit nur einen Winkel ft, sondern als ge- 
radeso berechtigt den Winkel ^ ~ # + #> und es liaben nun 
cos# und cos-frj Zahlenwerte von entgegengesetzten Vorzeichen. 
Bei schiefen Achsen mit dem Winkel XOY=*& ist 
0P:P'P~smOP'P:sinP'OP ; also 



( 90) P'p_j,-.r!, ebenso 

' ^ sm GO 7 sin o 

ahnlich wie vorhin. Umgekehrt ist auszugehen von 

(91) y : x = sin ^ : sin (co ^). 

Da dieses Verhaltnis y : a; nur von der Anomalie ^ abhangt, 
ist fur die Koordinaten aller Punkte des Halbstrahles OP 
yix = const. Alle Punkte mit gleichem Vektor liegen hin- 
wiederum auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt in 0. 

Wenn endlich der Nullstrahl OE mit der Ach.se OX 
nicht zusammenfallt ; sondern diese den Winkel ROX=a 
mit ihm bildet (Fig. 19) und < EOP = & J ist, so ist in den 
vorigen Formeln einfach ^ dutch & ! a zu ersetzen; also 
fur rechtwinklige Koordinaten 

(92) x = r cos (0- f - ), y - r sin (' - ). 

B. 1) Die folgenden Gleichungen in rechtwinkligen Koordi- 
naten sind in solche fftr Polarkoordinaten zu ubertragen: 

v? + y* = 5w# Aufl. r = 5m cos -9- 



2) Die folgenden Gleichungen in Polarkoordinaten sind ia 
solche zwischen rechtwinkligen Koordinaten umzusetzen: 

sin 2# =** 2a? Aufl. xy = a 2 



r* = a 2 cos 



rT cos ^ - aT x z + y* - (2 a - a) 2 

t-T a i cos 2a; 2 2 2 - ao; 2 - a 2 



Zweites Kapitel. 
Der (jleiclmngsbegriff und die Gerade, 

23. Eine Gleichung zwischen den Zoordinaten definiert 
iinen geometrisohen Ort. Wenn die auf gegebene Achsen 
)ezogenen Koordinaten x \ y unabhangig voneinander beliebige 
SVerte x = a, y=*l) annehmen, so entspricht der Gesamt- 
leit der Wertepaare der beiden unabhangigen Veranderlichen 
Variabeln) die Gesamtheit der Punkte der Ebene und nach 
mseren Festsetzungen (Nr. 19) aucla umgekehrt. Eine Ab- 
langigkeit zwischen diesen Veranderlichen wird ausgedruckt, 
von ihnen eine Gleichung 



jrfiillt werden soil. Wir setzen die Fmiktion f (x, y) stetig und 
mf die Form einer ganzen rationales, FimTdion gebraclit voraiis. 
Tede der Yeranderlichen wird durch das Bestehen dieser 
Jleichung eine stetige Funktion der anderen. 

Eine solche Gleichung reicht nicht hin ? zwei Unbekannte 
c|j/ zu bestiramen; vielmehr genugt immer noch eine un- 
3egrenzte Anzahl yon Wertepaaren x\y der Gleichung. Aus 
len samtlichen Punkten der Ebene wird also eine Vereinigung 
ron unendlich vielen Punkten ausgeschieden, deren Koordi- 
laten durch die Gleichung f(x, y) = verbunden sind.*) 
Diese Vereinigung haben wir als die geometrische Bedeutung 
ier Gleichung an&usehen und nennen sie den durch die Gleichung 
iefinierten geometrischen Ort oder den Ort von der Gleichung 



*) Die Gesamtheit der Werte von n Yeranderlichen heifit eine 
^-d^mensiondle MannigfaltigJceit; daher heifit die Gesamtheit der Punkte 
Ier Ebene ein Gebilde von zwei Dimensionen oder zweiter Strife. Die 
Punkte, von deren KoordiDaten nur eine unabhangig veranderlicb. ist, 
jrfiillen ein Gebilde von einer Dimension oder erster Stufe. 
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Wir kennen schon verschiedene Beispiele geometrischer 
Orte. Nach Nr. 5 hat ein Punkt rait den rechtwinkligen 
Koordinaten x\y die Entfernung d von a Z>, wenn 

(2) d 1 - (a? - a) 2 + (y - 6) 2 . 

Diese Gleichung wird aber, wenn wir a\"b und c? gegeben 
denken, durch unzahlige Wertepaare x\y erfullt, namlich 
durch die Koordinaten aller Punkte auf einer mit dem Radius 
d um a\l als Mittelpunkt beschriebenen Kreisperipherie, 
aber nicht durch die anderer Punkte, da seiche einen von d 
verschiedenen Abstand haben. Also 1st diese Kreislinie der 
Ort, den die Gleichung (2) darstellt. 

Wenn wir ferner yon einem Punkte nur wissen, daB er 
die Abszisse x = a hat, so kaan er, welches auch seine Ordi- 
nate sei, nur in der zur y-Achse parallelen Geraden liegen, 
die die o;-Achse in der Entfernung a vom Nullpunkt sehneidet 
(Nr. 3). Wird also der Wert von y unbestimmt gelassen, so 
1st jene y-Parallele (P'P 1 in Fig. 4, S. 4) der Ort der durch 
die eine Grleichung x = a dargestellten Punkte a\y. So ist 
die y-Achse z. B. der Ort der Punkte von der Abszisse Null. 
Wir haben in Nr.16 schon zwei Punkte der #-Achse zugleich 
durch eine Grleichung zweiten Grades in x definiert. Derselben 
Grleichung genugen also die Abszissen aller Punkte in den 
beiden y-Parallelen, die durch jene beiden Punkte der #-Achse 
gehen. So erkennen wir allgemein: eine GUicliung, die die 
eine Coordinate y les. x niclit enthalt, definiert einen Ort, der 
aus paralleled Geraden 0ur y- ~bez. x-Achse 'beste'ht. 

24. Gleiclmng einer Kurve. Ist das Koordinatensystem 
und eine Gleichung f(x, y) gegeben, so konnen wir von 
dem durch sie definierten Ort beliebig viele Punkte bestimmen. 
Wir nehmen fur die Abszisse einen beliebigen Wert x = a 
an und suchen, welche Wertepaare a \ y der gegebenen Gleichung 
gentigen, bestimmen also die Ordinaten y so, daB f(a, j/)==0 
wird. Die namerische Auflosung dieser Gleichung fiir die 
Unbekannte y gibt bestimmte Wurzeln y = p, q, r, . . , Jeder 
Ponkt a\p, a \ g, a r, . . ., dessen Abszisse der angenommene 
Wert und dessen Ordinate eine jener Wurzeln ist, gehort dem 
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asuchten Orte an, da seine Eoordinaten die Gleichung des- 
ilben erfullen. Sodanu nehmen wir fur x irgend einen anderen 
?"ert a' und finden aus / (a 1 , y) = 
Ls Wurzeln die Ordinaten einer 
sveiten Reihe von Punkten a f \p', 
? \ %'> a ' r *> desselben Ortes, usw. 
Fig. 20). Wir erhalten dergestalt 
eliebig viele getrennte (diskrete) 
'unkte, die dem Orte angehoren. 
Nun soil aber y eine stetige 
'unktion von x sein, d. h. un- 
ndlich kleinen Anderungen von. x 
ollen vermoge f(x, y) = auch un- / Flg 20 

ndlich kleine Anderungen von y 
ntsprechen. Genauer gesprochen heiBt dies: macht man die 
ibszissendifferenz a 1 a beliebig klein, so werden auch die 
)rdinatendifferenzen p' p y q' % r f r, . . . Heiner als jeder 
ngebbare kleine Betrag. Denken wir also die Intervalle der auf- 
inanderfolgenden y-Parallelen von den Abszissen a, a r } a 11 , . . . 
inmeBbar klein, so liegen auch die in ihnen enthaltenen Punkte 
Les Ortes, in gewissen Folgen, einander unmeBbar nahe oder 
>ilden kontinuierliche Reihen. Die Punkte des Ortes sind 
blso durch einen stetigen Linienzug zu verbinden: der durcli die 
3-leichung (1) defmierte Ort ist eine Kurve; f(x } y) = Jieiftt 
lie GleicJmng der Kurve. Die den Gleichungen f(x, y) = und 
c = # gleichzeitig genugenden Punkte sind die Schnittpunkte 
ler Kurve mit dieser y-Parallelen. 

Die reellen Punkte der Kurve konnen so sofort in dem 
^chsensystem graphisch eingetragen werden und bilden die 
'eellen Kurvensuge*) Wir sagen aber iiberhaupt: die Kurve 

*) Die graphischen Darstellnngen der Knxven aus Gleichnngeix sind 
fur den Anfanger auBerst nutzliohe "Pbungen, Fur die Beispiele unten 
Let die Yerwendung von Papier mit Quadrateinteilung (Millimeterpapier) 
23u empfehlen. Insbesondere findet dieses graphische Yerfaliren Mufig 
Ajiwendung in denNaturwissenschaffeen, um durch die interpolierte Kurve 
das allgemeine Gesetz der Abhangigkeit zwischen den auf experimen- 
fcellem Wege gefundenen zusammengehSrigen Werten zweier Gx56en 
iibersiclitlich vor Augen zu fiihren. 

S aim on -Fiedler: anal. G-eom. d. Kegelsclm. 8. Aufl. 4 
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den Punkt x ! \ y\ oder dieser Punkt liegt auf der 
Kurve } wenn filr seine Koordinaten f(x', j/') = ist. Daber 
geboren der Kurve auch die imaginaren Punkte an, deren 
kompleze Koorclinaten ibre Gleicbung befriedigen und nacb 
demselben Verfahren gefunden werden. Haben insbesondere 
die Koeffizienten der Gleichung reelle Werte oder, kiirzer ge- 
sagt, ist die Gleicbung f(x, y} = selbst reell, so geboren 
bekanntlicb die komplexen Wertepaare, die ibr geniigen, paar- 
weise zusammen: befriedigen #=jp + g;i ; y^p'+q'i die 
Gleichung, so anct x = p qi, y =^p f j'i. Liegt also auf 
einer Kurve von reeller Gleichung ein imaginarer Punkt, so 
geht sie auch durcfi den Jconjugiert imaginaren Punkt 

toZusatz. Die Koordinaten eines nieht der Kurve an- 
gehorigen Punktes geben, in f(x, y) eingesetzt, einen von 
JSfull verschiedenen Funktionswert-, dieser ist reell ; wenn 
die Gleictung nnd x\y reell sind. Bewegt sich der reelle 
Punkt x\y in der Ebene, so geben die Koordinaten aller 
aufeinanderfolgenden Lagen Funktionswerte f (x, y) von un- 
veranderlichem Vorzeicben, bis der bewegliche Punkt die 
Kurve f(x, y) - iiberselareitet oder ins Unendlicbe rtickt. 
Denn nur durch die Werte und oo bindurcli kann ein 
Funktionswert sein Yorzeicben wecbseln; so geben also die 
Koordinaten von L und die von M in Fig. 20 den Funktions- 
werten f(x } y) entgegengesetzte Vorzeicben. Die reellen 
Eurvenzuge zersclineiden somit die Ebene in Felder, d&ren Se- 
grenzung eventuell durcli das Unendliche vervollstdndigt wird, 
so daft fur alle Punkte eines Feldes die Funktion f(x, y) Werte 
von konstantem Vor#eichen annimmt. Hiernacb kann man eine 
positive und eine negative Seite der Kurve unterscbeiden. 

B. 1) Man verzeicbne in. einer Figur eine Reihe von Punkten, 
die der Gleichung y = 2 x + 3 geniigen. 

Ffrr die Werte a; = 2, 1, 0, 1, 2 usw. findet man die 
Werte von y bez, gleich 1, 1, 3, 5, 7 usw.; die entsprecbenden 
Punkte liegen alle in einer Geraden. 

2) Man verzeicbne den durcb die Gleicbung y = # 2 3 # 2 
dargestellten Ort. 

Man findet fur x - - 1, - |, 0, |, 1, -f-, 2, f, 3, |, 4 
die bez. Werte y = 2, - i - 2, - $ _ 4, - f , - 4, - 
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2, -|-, 2. Wenn man diese Punkte auftragt, so reichen sie 
iiin, die Form der Kurve anzudeuten, die dann unbegrenzt fort- 
gesetzt werden kann, indem man dem x groBere positive oder 
aegative Werte gibt. __ 

3) Man stelle die Kurve # = 3 / 20 x - x* dar. 
Jedem Werte von x entsprechen zwei Werte von y; nur fur die 
Wurzeln der Gleichung 20 x x z 0, also far x = 4 und 
x =a 5, fallen die zugehorigen Wertepaare y zusammen in y = 3. 
Kein reeller Zug der Kurve liegt rechts von der Geraden x = 4 
oder links von der Geraden x = 5, da fur groBere positive oder 
aegative Werte von x der Wert von y imaginar wird. 

25. Verscliiedene Formen der Grleidmng einer Kurve. 
Hat die Kurve in einem gegebenen Koordinatensystem die 
Gleichung f(x, y) = 0, so stellt offenbar zunachst auch jede 
Grleichung cf(x, y) denselben Ort dar, wenn c eine will- 
kiirlielie von Null verschiedene Konstante ist; denn die Funk- 
fcionen f(x, y) und cf(x, y) verschwinden nur gleichzeitig. Jede 
GleicJvmg darf, dhne Hire geometrische Bedeutung zu andern, mit 
'beliebigen Tconstanten Faktoren multiplwiert werden. Daher kann 
z. B. ein beliebiger Koeffizient der Gleiehung gleich Eins ge- 
macht werden. 

Wird ferner statt der Langeneinheit etwa der fc te Teil 
derselben als neue Einheit eingefulirt, so lautet die Gleichung 
in den nach dem neuen MaBe gemessenen Koordinaten 
f(kx' 9 iy f ) = 0. 

Die wichtigsten Umformungen einer Gleichung, die ihre 
geometrische Bedeutung nicht beeinflussen, sind die Koordi- 
natentransformationen. Nehmen wir als Achsen der x'\y f zwei 
Geraden, die mit der #-Achse die Winkel a, j3 bilden und 
deren Schnittpunkt die Koordinaten a5 |y hat, so sind nach 
(54), S. 26 an die Stelle der alten Veranderlichen x, y die 
Ausdrucke einzusetzen: 



Die Koordinatentransformationen gehoren so zu den linearen Sub- 
stitutionen, mter denen man die Erseteung der Veranderlichen x\y 
durch lineare Furiktionen zweier neuen Veranderlichen x ! \ y f ver- 
steU. Ordnet man die gegebene Gleichung, nach Ausfiihrung der 

4* 
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angegebenen Substitution fur x\y } nach Potenzen der neuen 
Veranderlichen x 1 \ y j , so nimmt sie eine im allgememen yon 
f ( x > y) = S arL2i verschiedene Form f'(x f , y'") = Q an, aber 
f(x, y) = und /"'(#', 2/ f ) stellen ein und dieselbe Kurve, 
auf verscbiedene Achsen bezogen, dar. Alle diese geometrisch 
aquivalenten Gleichungsformen sind in f(x, y) = enthalten, 
wenn man fur die Veranderliclien die angegebenen linearen 
Ausdrucke eingesetzt und darin den vier GroBen X Q , y Q , a } ft 
beliebige Werte beigelegt deukt, 

Endlich erhalt die ursprungliche Gleichung noch andere 
Formen durcli den TTbergang zu anderen Arten yon Koordi- 
naten, z. B. yon Parallel- zu Polarkoordinaten. Der Ausdruck 
dafiir ist die Substitution (ygl. (90), S. 46) 

sin (o &) 
- 



sin oo J am to 

und ikr Ergebnis ist die GleicMmg d&r Kurve f(x, y) =* in 
Polarkoordinaten cp (& } r) = 0, wobei 

sin(co - 



/o\ .// 

(3) fir 

\ ' ' \ 



r-. 

sin co/ 



TJingekehrt kannjede vorgelegte Gleichung zwischen sswei Ver- 
dnderliclien f(x, y) = in verschiedenen Koordinatensystemen ge- 
deutet werden und stellt alsdann im allgemeinen verschiedene geo- 
metrische Orie dar. So ist z. B. (x of + (y Z>) 2 = d* in 
recbtwinkligenKoordinaten die Gleicbung eines Kreises (Nr. 23), 
dagegen die Gleichung einer ganz anderen Kurye, sobald wir 
uns die Koordinaten schiefwinklig denken. Denn bei beliebigem 
Acbsenwinkel drtickt jene Gleicbung nicht mekr aus, da6 
die Punkte x\y und a\b den konstanten Abstand d baben 
(ygl. NT. 5). Jedoch stehen die Punkte x' y f dieser neuen 
Kurye zu den x\y des Kreises in einer gewissen Abbangig- 
keit oder Beziehung, deren Ausdruck durch die Formeln der 
Transformation zwiscben deu beiden Achsensystemen geliefert 
wird ; wenn man jene zweite Auffassung derselben gemaB 
NT. 13 weiter ausbildet (ygl. Kap. IV). 

B. 1) Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes genugen 
der Gleichung (y y) 3 + # 2 j; wird die y-Achse als Nullachse 
von Polarkoordinaten mit demselben Nullpunkt genommen, so hat 
dieselbe Kurve die Gleichung r = cos &. (NT. 22 ) 
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2) Man transform! ere die Gleichung 2 x* 5 xy + 2 as 2 4 
von Achsen, die unter dem Winkel von 60 geneigt sind, zu 
den Halbierungslinien der Winkel zwischen den alien Achsen. Sie 
wird a' 2 - 27#' 2 4- 12 = 0. (Nr. 12, 2.) 

3) Man zeichne die Kurve (x 2) 2 + y* == 9, wenn die Glei- 
chung auf Achsen von dem Winkel a* = \ it oder -|- TT oder -J- TT 
bezogen wird. 

26. Analytiscne G-eometrie der Ebene. Die reine Geo- 
metrie definiert ihre Gebilde durcli gewisse geometriscne Eigea- 
schaften derselben. Offenbar konnen wir aber irgendwelche 
Lagenbeziehungen zwischen Punkten in Eoordinatenausdrticken 
angeben, da wir fur die elementare Grundlage derselben, die 
Entfernung zweier Punkte, schon eine allgemeine Koordinaten- 
formel kennen. Die geonietrische Definition einer Kurve konnen 
wir daher umsetzen in eine Gleichung zwischen Koordinaten- 
ausdrucken derart, daB diese Gleichung von den Koordinaten 
aller Punkte erfiillt wird, die jene geometrischen Lageneigen- 
schaften haben. Wenn z. B. der Kreis der Ort eines Punktes P 
ist, der sich in konstanter Entfernung von einem festenPunkt M 
befindet, so ist die Gleichung des Ereises die Bedingung, da8 
der Koordinatenausdruck des Abstandes zwischen M und P 
einer Konstanten gleich sei. 

Wenn umgekehrt eine Gleichung zwischen Koordinaten 
gegeben ist, so werden die geometrischen Eigenschaften der 
durcli sie dargestellten Kurve aus ihr abznleiten sein. Zunachst 
'drtickt offenbar die gerade vorgelegte Gleichung gewisse Lagen- 
eigenschaften der Kurvenpunkte gegenuber einem Achsensystem 
aus, von dessen Wahl die geometrischen Eigenschaften der Kurve 
selbst ihrem Wesen nach ganzlich unabhangig sind. Daraus 
schliefien wir einerseits, daB wir die Gleichung durch Trans- 
formation unter Umstanden vereinfachen und zur Unter suchung 
gewisser Aufgaben geeigneter machen konnen. Hat z. B. die 
Kurve eine Symmetrieachse, so laBt sich dies aus der vor- 
gelegten Gleichung f(%, y) zwar auch finden, aber man 
erkennt es unmittelbar, wenn man sie so zu rechtwinkligen 
Koordinaten transformiert, daB jene Symmetrieachse etwa zur 
# f -Achse wird. Denn die neue Gleichung enthalt dann not- 
wendig nur gerade Potenzen von y ! , da sie zu jedem x 1 paar- 
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weise entgegengesetzt gleiche Wurzeln y* geben muB (vgl. 
Nr. 12, 2). 

Andrerseits folgern wir, da8 sich. aucli an der allgemeinen 
Form des Koordinatenausdrucks einer geometrisclien Eigen- 
schaft die Unabhangigkeit seiner Bedeutung irgendwie zeigen 
wird. Bin wichtiges Beispiel bietet uns dafur die Abstandsformel: 

d 2 = (x, - x^ + fa - y 2 ) 2 + 2 to - # 2 ) fa - 2/ 2 ) cos o; 

denn, transformieren wir sie zu Aclisen von dem Winkel co f 
und werden x l \ y lf x$ y% zu x\ \ y\, x'% \ y\, so kann die trans- 
formierte Formel so gesclirieben werden, dafi sie aus der vori- 
gen durcli die angedeutete Substitution (Beisetzung der Ak- 
zente) hervorgett (vgl. Nr. 11, 2). Das Kennzeichen geometri- 
scher Bedeutung der rechten Seite ist diese tTbereinstimmung 
ihrer Form in der ursprtingliclien und der transformierten 
Gestali 

Die Dis#iplin, die die geometrisclien ProUeme auf Grund 
des Koordinatenbegriffs nock rechnenden Meflioden behandelt, 
heifit analytische Geometric. Die Einfuhrung der dem Wesen der 
geometrisclien Untersuchung ganz fremden Koordinaten, die so 
die analytisclie Geometrie charakterisiert, scheint ein Umweg 
zu sein, da erst die Unabhangigkeit von der KoordinatenwaH 
geometrisclie Bedeutung geben kann. In Wahrheit verleiht ihr 
dieses ffilfsmittel jedoch einen grofien Vorteil vor der reinen 
oder synfhetischen Geometrie, die nur mit den geometrischen 
Elementen unmittelbar operiert; denn die analytische Geometrie 
kann die Theorien und MethcfBen der Algebra und Analysis 
im weitesten TJmfange ihren geometrisclien Zwecken dienstbar 
machen. 

27. Ordnung algebraisoher Kurven. Man untersclieidet 
trans#endente und algelraische Kurven, je naclidem deren Glei- 
chung in Parallelkoordinaten f(x, y) = transzendent oder al- 
gebraiscli ist. Daher stellen Gleichungen in Polarkoordinaten 
algebraische Kurven dar, wenn sie den Radiusvektor r und 
die trigonometrisclien Funktionen von ^ in algebraischen Ver- 
bindungen enthalten. Hier sollen ausschliefilich nur algebraische 
Kurven in Betracht gezogen werden. 
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Eine algebraisehe Gleichung f(x,y) = Q, bei der nach 
Sr. 23 angenommen wird, da6 f(x, y) auf die Form einer ganzen 
*ationalen Funktion gebracht sei, hat einen bestimmten Grad n, 
ler den hochsten Wert der Exponentensumme der Verander- 
Liclien in einem Gliede darstellt. So ist z. B. die Gleichung 
vy + 2x + 3y 4 = yom zweiten Grad, wird aber vom ersten 
Grrad, sobald das erste Glied feblt. 

Der Grad einer Gleklmng wird durch Koordinatentrans- 
formation*) nicht gedndert. Denn erstens kann eine solche den 
Grad n der Gleichung nicht erhohen. Ist n'amlich x m y n ~~ m ein 
Glied mit der hochsten Exponentensumme, so geht dasselbe durch 
Transformation fiber in das Produkt der w t<m und n m ten Po- 
tenz je einer linearen Funktion der neuen Veranderlichen x 1 \ y f ; 
daher kann offenbar in keinem Glied der Entwickelung nach Po- 
tenzen von x f \ y j die Exponentensumme die Zahl n iiberschreiten. 
Zweitens kann die Transformation den Grad auch nicht ernied- 
rigen ; weil man sonst bei Wiederherstellung der urspriinglichen 
Gleichung durch die umgekehrte, wiederum lineare Transfor- 
mation der transformierten Gleichung den etwa verminderten 
Grad wieder auf n erhohenmiiflte, entgegen dem ebenBewiesenen. 

Der Grad der Gleichung ist somit eine von der Achsen- 
wahl unabhangige, also geometrische Eigenschaft der Kurve 
selbst. Man nennt eine Kurve, deren Gleichung vom n ten Grade 
ist, eine Kurve w ter Ordnung. 

& Eine allgemeine Gleichung n texi Grades wie f(x y y) = 
steigt auch in jeder einzelnen Veranderlichen bis zum n ien Grade 
an, enthalt also Glieder x n y y n . Zu jeder Abszisse x = a gehSren 
vermoge f(a, y) = (Nr. 24) algebraisch wirklich auch ^Wur- 
zeln j/. Dabei sind nicht nur die imaginaren mitgerechnet, son- 
dern eine Wurzel y =p ist auch 7cmal gezahlt, wenn die Zer- 
legung von f(a, y) in lineare Faktoren den Faktor (y p) k , 
aber nicht (y -p) k + l enthalt. Wenn wirnun die Schnittpunkte 
der Kurve in der y-Parallelen in derselben Weise zahlen, uns 
also auch den Begriff bilden, da6 mehrere Punkte in einen zu- 
sammenfallen konnen, so enthalt jede t/-Parallele genau n Kurven- 
punkte. 

*) tJberhaupt dnrcli lineare Substitution nicht (Nr. 9 If.). 
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Nun konnen wir aber durcb Transformation mit festem 
Nullpunkt nnd fester #-Acbse zu jeder Geraden eine parallele 
y 1 -Aebse einfubren vermittelst der Substitution 

, , sin (o> B) I sin /? / ~ r - r -, -, nN 

x = x fj ry' 7 -> y=*y-*- (Nr. 11, a ~* 0). 

y sin co J J smo ^ ' J 

Wenn dabei in der transformierten Gleicbung der Koeffizient 
von y f * verscbwinden soil, muB ft aus einer endlicben Zabl von 
bestimmten Werten genornmen werden, denn jener Koeffizient 
ist eine algebraiscbe Funktion von sin /3, cos j3. In unendlicb 
vielen Fallen ist also die transformierte Gleicbung in y' wirk- 
licb vom w ten Grad, wie fur den obigen Satz vorausgesetzt war. 
In einer endlicben Anzabl von transformierten Gleicbungen 
steigt y f nur bis zur (n r) t611 Potenz auf, und wir baben die- 
selben nach Nr. 16 als Gleicbungen ^ ten Grades in y 1 anzu- 
seben, die rWurzeln y 1 ~ oo besitzen, konnen also wiederum 
wKurvenpunkte auf der ^'-Parallelen z*ablen ; wenn r derselben 
im Punkte oo zusaminenfallen. Da wir aber jede Gerade zu 
einer ^/'-Parallelen macben konnen, 50 Jiatjede Gerade der Ebene 
n SchniUpunJcte mit der Kurve w ter Ordnung. Diese Schnittpunht- 
zahl ist die geometrisehe Definition der Ordnungszahl n der Kurve. 

28. B6zoutsches Theorem. Wenn die Funktion w ten Grades 
f (x, y) in ein Produkt mebrerer Funktionen niederer Grade 
9 ( x ) y)> h ( x ) y) - zerlegt werden kann, so sagt man, die 
Gleicliung / (x, y) gerfaltt in die Grleicliungen g (#, y) 0, 
li (x, y) = 0, . . . oder die Kurve f=Qin die Kiirvengesamtlieit 
g 0, Ji = 0, . . ., denn alle Wertepaare x y, die einen Faktor 
9 (#> y)) h (%) y}) - zu NdU macben, erfiillen die ursprung- 
licbe Gleicbung. Demnacb bilden rnebrere Kurven zusammen 
eine zerfallende Kurve n iei Ordnung, wenn die Sumrue ibrer 
Ordnungszablen n betragt; denn multipliziert man ibre Glei- 
chungen g 0, Ji = 0, ... Seite fiir Seite, so ist g li - = 
eine Gleicbung n ten Grades. Haben zwei Funktionen f(x, y\ 
9? (x, y) einen gemeinsamen Faktor g (x, y) } so ist die Kurve 
# = eine Teilkurve der beiden durcb f^ 0, 9 =* dargestellten 
zerfallenden Orte. 

Dagegen bestimmen zwei Gl eicbungen f(x f y) 0, y (x, y) 0, 
wenn f und q> keinen gemeinsamen Faktor baben, nur eine end- 
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licJie Angalil gemeinsamer Wertepaare. Und zwar sagt das Be- 
goutsctie Theorem aus: zwei dllgemeinen Gl&cli'Wtjw m ten undn ien 
Grades genugm gleichzeitig genau mn Wertepaare der Unbe- 
Jcannten. Bei besonderer Beschaffenheit der Koeffizienten ist mn 
scheinbar nur die obere Grenze der Zabl gemeinsamer Wurzeln 
und es miissen die melirfacli erwahnten Zahlmethoden von un- 
endlich grofien und von zusammenfallenden Wurzeln beriick- 
sichtigt werden. Geometrisch gedeutetlautet dieserFundamental- 
satz: zwti Kurven m ter und n ieT Ordnung Jiaben stets mn reelle 
oder imagintire, gesonderte oder zusammenfallende, endlich oder 
unendlicli entfernte Sehnittpwikte. 

Im friilieren sind schon zahlreiche Sonderfalle dieses Theo- 
rems enthalten. So ist durch x == a, y Z ein einziger Punkt 
bestimmt, aber offenbar geschieht dies iiberhaupt durch irgend 
zwei Gleichungen ersten Grades. So gibt die Einsetzung eines 
konstanten Wertes far eine Veranderliche in eine Gleichung 
n ten (J ra d es e i ne Gleichung w ten Grades fur die andere; dasselbe 
gilt aber noch, wenn wir zwischen der gegebenen und irgendeiner 
linearen Gleichung eine Veranderliche eliminieren. Ganz all- 
geniein findet man die genieinsamen Wurzeln zweier Gleichungen 
m ten un( j n t&n Q YBl &QQ durch Elimination einer Veranderlichec, 
z. B. y ? woraus eine Eesidtante des Grades mn in x entspringt. 
Setzen wir irgendeine Wurzel x = a k , die das Eliminations- 
ergebnis gleich Null macht ; in die gegebenen Gleichungen ein, 
so mussen die beiden Gleichungen in y eine gemeinsame 
Wurzel &* haben und dann gentigt a k \ h beiden Glei- 
chungen. 

Wir untersuchen hier nur die Form und die Eigenschaften 
der durch die Gleichungen ersten und eweiten Grades dargestellten 
Kurven, wobei manche in diesen Nummern zusammengeetellten 
allgemeinen Begriffe ihre nochmalige elementare Begriindung 
und Erlauterung finden werden.*) 

B. 1) Durch die Gleichungen 3a; + by 13, x y 2 ist 
der Punkt 1 1 2 gegeben. 

*) Anfanger m8gen sich daher damit begniigen, anf die in diesen 
Nuiamern fur bekannte algebraische S'atze eingefahrte geometrische 
Redeweise zn achten. 
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2) Urn die durch die zwei Gleichungen x* + y* = 5 , xy = 2 
dargestellten Punkte zu finden, eliminieren wir y zwischen denselben 
und erhalten # 4 5 y? + 4 = 0. Die Wurzeln dieser Gleichuug sind 
x* =- 1, # 2 = 4, daher die vier Werte von x 

-.1-1 -i | Q Q 

o; = -j- i, i, -r J, -*. 

Indem wir einen dieser Werte in die zweite Gleichung einsetzen, 
erhalten wir den zugehorigen Wert von /, n&mlich bez. 

y + 2, - 2, +1, 1. 

Die zwei gegehenen Gleichungen stellen daher die vier Punkte 1 | 2, 
1 | - 2, 2 | 1, 2 | 1 dar. 

3) Durch die Gleichungen a 2/~=l, # 2 +2/ 2 =25 sind die 
Punkte 4 | 3, 3 | 4 gegeben, 

4) Die Gleichungen 

bestimmen die Punkte 1 1 1, 2 | 3, 3 | 3, 4 | 1. 

29. Wir beginnen mit der Gleichung ersten Grades und 
werden beweisen, daft diese stets eine gerade Linie darstellt, 
sowie umgekehrt, daft die Gleichung einer Geraden stets vom 
ersten Grade oder linear ist. 

Die beiden wichtigen einfachsten Falle haben wir schon 
kennen gelernt. So haben wir in Nr. 23 die Gleichung x = a 
als die einer y-Parallelen gedeutet, wahrend j/ = & eine #-Par- 
allele darstellt, die die #-Achse in der Entfernung 6 vom Null- 
punkt schneidet. 

Und der Fall, daB eine Gerade durch den Nullpurilct geht ; 
ist eigentlich durch KTr. 4 und Nr. 22 schon eiiedigt. In der 
Tat, verschieben wir in einer solchen Geraden einen PunktP, 
so andern sich zwar beide Koordinaten P'P, P"P (Fig. 3, 
S. 3), aber ihr Verhaltnis ist konstant, namlich gleich dem 
Verhaltnis 

sin P'OP : sin POP" oder sin cc : sin (to - a), 

wenn a der NeigungswinM der Geraden gegen die posi- 
tive Richtung der #-Achse ist. Demnach besteht zwischen 
alien x\y f die zu Punkten dieser Geraden gehoren, die Be- 
ziehung 
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, . N sin a 

$ y-riac. )* 

Dder diese ist die Gleichung der vorliegenden Geraden. 

Umgekehrt verlangt die Bestimmung des durcli die 
Gleichung 



iargestellten Ortes, den Ort des Punktes P so zu finden, daB 
#:2/=OP':P f P=l:w ist. Nach der Eigenschaffc ahnlicher 
Dreiecke OP' P ist dieser Ort erne durcli den Achsensclinitt- 
punkt geliende Grerade OP, die den Achsenwinkel o so teilt, 
daB sinP'OP-wsinPOP" ist. 

Bei rechtwinkligen Achsen ist sin POP" = cos P'OP, 
also m = tg P'OP. Die durcli y mx dargestellte Gerade 
ist somit diejenige Gerade durch den Nullpunkt, deren 
Neigungswinkel a arc tg m ist. 

Je naclidem m positiv oder negatiy ist, liegt die Gerade 
in den Peldern XOY, Z r OY f oder TOX', TOX (Fig. 4). 
Derm aus y =- + mx folgt, daB fur positive x aucli y positiy, 
fur negative x auch y negativ ist; um dagegen der Gleichung 
y = mx zu genugen, muB y fur positive x negativ, fur 
negative x positiv sein (Nr. 3). 

30. Sinusteilverhaltnis. Man nennt die Verhaltniszahl 
m sin XOP: sin POY, die die Lage einer Geraden durcli 
den Nullpunkt bestimmt, den Bichtungslcoeffizienten derselben. 
Allgemein gesproclien hat dieses Verhaltnis in dem Strahlen- 
Mschel 0, d. h. in der Gesamtheit der durch den Punkt 
gehenden Strahlen, analoge Bedeutung, wie in der Punktreihe 
das Teilverhaltnis (Nr. 14). Daher heiBt der Quotient der 
Sinus der Teilwinkel XOP, POT, in die der Strati OP 
den Winkel XOYteilt, das Sinusteilverhdltnis des Strahles OP 
im Winkel XOY, und wie in Nr. 14 von Teilpunkten die 
Rede war, kann man jetzt von Teilgeraden sprechen. Die 
Teilwinkel sollen wiederum in dem Sinne gemessen werden, 
daB die Beziehung <^C ZOP + POT- < XOY besteht. 
Alsdann ist das Sinusteilverhaltnis positiv fur Teilstrahlen 
innerhalb der Pelder XOY, X'OF, negativ fur TeilgtraMen 
in den Nebenfeldern. 
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Die Bestimmung der Strahlen eines Biischels durch ihre 
Teilyerhaltnisse*) in bezug auf zwei feste Strahlen ist selbst- 
yerstandlich unabhangig dayon, daB diese zu Koordinaten- 
achsen gewahlt waren. Um die Wertanderungen der Zahl m 
zu iibersehen, gentigt die Bemerkung, daB die beiden Sinus, 
absolut genommen, sich yerhalten wie die Langen der aus 
einem Punkte P des Teilstrahls OP auf die festen Strahlen 
OX, OT gefallten Lote. Ist also m gegeben, so ziehe 
man in Abstanden, die sich wie m : 1 yerhalten, Parallelen 
zu den festen Strahlen OX, Y"; durch ihren Schnittpunkt P 
geht der TeilstrahL Fur m = f allt dieser mit dem Anfangs- 
strahl OX, fur m = oo mit dem Endstrahl OT zusammen ; 
far m 1 mit der inneren, fur m = 1 mit der auBeren 
Halbierungslinie des Winkels XOY. 

Zwei Strahlen, deren Sinusteilyerhaltnisse mit dem festen 
Strahlenpaar entgegengesetzt gleich sind, bilden ein zu jenem 
harmonisches Strahlenpaar, analog zu Nir. 15. Von zwei har- 
monisch konjugierten Strahlen m ist also stets einer ein 
innerer, der andere ein auBerer Teilstrahl. Insbesondere ist zu 
einem Strahlenpaar das (rechtwinklige) Paar ihrer Halbierungs- 
linien harmonisch (m => 1). Umgekehrt sind zu zwei recht- 
winkligen Strahlen immer die in bezug auf sie symmetrisch 
gelegenen Strahlen harmonisch konjugiert. So sind also die 
Geraden mit den Grleichungen y = mx, y = mx in bezug auf 
die Koordinatenachsen konjugiert harmonisch, insbesondere 
die beiden Halbierungslinien y == x und y = x des Achsen- 
winkels. 

31. Gleichnng einer beliebigen Geraden. Um nun zu 
untersuchen, wie eine in bezug auf die Achsen yollig will- 
kurlich gelegene Gerade QP durch eine Gleichung darzustellen 
ist, ziehen wir durch den Nullpunkt OE parallel und gleich 
QP. Hat ein Punkt P yon QP die Koordinaten x\y, 
so hat der Punkt R yon OE die Koordinaten x \ y \ 
falls wir die konstante Lange EP = OQ = 5 nennen; und 
ist m der Bichtungskoefftzient des zur Geraden parallelen 

*) Imrner Sinusteilverli&ltnisse darnnter verstanden. 
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Vektors, so 1st (Fig. 21) P'E - P'P - JBP - m - OP' 

oder 

(6) " y 6 = w. 

Diese fur die Koordinaten jedes Punktes von QP erftillte 

Gleichung y mx + 6 lieifit 

die Gleichung dieser Geraden 

Die Konstante & ist die Or- 

dinate des Schnittpunktes Q 

der Geraden mit der /-Achse. 

Der Richtungskoeffizient m 

des zur Geraden parallelen 

Vektors heifit auch Ridtimgs- 

Jcoeffizient der Geraden selbst. 

Diese Uberlegung erweist sich unmittelbar als die Ans- 
fiihrung einer Paralleltransformation (Nr. 10) der auf Q als 
Anfangspnnkt bezogenen Gleichung y 1 = mx yon QP zum 
Nullpunkt durch die Substitution y'=yl). Daher definiert 
auch umgekenrt die Gleichung y = mx + 6 oder y & = m# 
eine Gerade, die die o?-Achse unter dera durcli m gegebenen 
Winkel schneidet und in der y-Achse den Abschnitt 6 be- 
stimmt, denn sie ist, in der Form y' = mx geschrieben, die 
Gleichung des Vektors yom Richtungskoeffizienten m im 
parallelen Koordinatensysteni mit dem Anfangspunkt Q. 

Zugleich folgt: Geraden, deren Gleichungen sich in den 
Formen y = mx + 6, y = mx + V nur im konstanten Glied 
unterscheiden, sind parallel. ParaTlele oder gleicfigerichtete Geraden 
haben einen gemeinsamen unendlich fernen ScJwittpmht (Nr 14), 
durch den die Richhwg der beiden Geraden bestimmt ist. 

32. Die allgemeinste G-leichting des ersten Grades 
(7) ojfl? 4- a^y + a s = 

stellt stets eine Gerade dar. Denn sie kann durch Division 
mit a 2 auf die Form y = rnx + l> gebracht werden, namlich auf 

n = -x 

v a, X a, 

Sollte a 2 sein, so ist die Division mit a 2 nicht ge- 
stattet; die Division mit a x ergibt aber alsdann x a s : a v 
die Gleichung einer 2/-Parallelen, 
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Daraus folgt die geometrische Bedeutung der Konstanten 
in der allgemeinen Gleichung einer Geraden. 1st der Neigungs- 
winkel der Geraden gegen die #-Ackse ; so ist (Nr. 29) 



(8) 0-- .- . * .; fur 03 = , m = = tg*. 

v ' a 2 sin (a) a) ' 2 a 2 & 

Ferner ist der Abscktntt & der Geraden in der y- Aclise (Nr. 31) 



Nur diese Koeffizienten^wo^'m^ haben geometrisclie Be- 
deutung, weil die Koeffizienten selbst nur bis auf gemein- 
same Paktoren bestimmt sind (Nr. 25). In der Tat stellt eine 
zweite Grleicliung a\% + a\y + a f 3 == nur dann dieselbe 
Grerade wie die gegebene dar, wenn 

a r , a* a' B a 

-- A -- -- L ; -- f. = -- _, 

f ' 



Geraden a^x + c^y + a B =*Q, a\x + a^y + a' 8 = 
sind parallel, wenn 

(9) c&i : 0} =- a'i : a f 2 

ist, denn sie haben dann denselben Richtungskoeffizienten. 
Der ParaUelismus erfordert also Proportionality der Eoeffi- 
zienten entsprechender Veranderlicker. 

AuBer der Form y = mx 4* & gibt es noch zwei an- 
dere gebrauchliche besondere Gleichungsformen der Geraden, 
die zunachst abgeleitet und mit der allgemeinen in Beziehung 
gesetzt werden sollen. 

33. Die G-leiclmng eiiier Geraden M N, mittelst der Al- 
schnitte OM = a, ON=*1) ausgedruckt, die sie in den Aclisen 
bestimmtj lautet 



Wir leiten diese Gleichung ab aus der allgemeinen 
ax + a*y + a* = oder x + y + 1 = 0. 




Gleicliung einer G-eraden 63 

Sie muB durcli die Koordinaten jedes Panktes der Geraden 
MN (Fig. 22), also auch durch diejenigen yon M } d.L a\Q er- 
fullt werden', daraus folgt %-a + 1 = 0, oder ^- I- Man 
findet f erner ^- = y (Nr. 32), weil die Gleichung durch die 

Koordinaten 1 & von N erfullt werden 
muB. Durch Substitution dieser Werte 
geht aus der allgemeinen Form die jetzt 
verlangte hervor, die nach dieser ihrer 
Herkunft ebenso ftir rechtwinklige als fur 
schiefwinJdige Achsen gultig ist. 

Die Lage der Geraden andert sich 
mit den Vorzeichen von a und &. Wenn 
z. B. die Gleichung -| + -| = 1, der in Kg . 22f 

beiden Achsen positive Abschnitte a, "b entsprechen, die Gerade 
MN der Figur darstellt, so gibt die Gleichung ^ -| = 1 
die Gerade MN 1 , - ~ + j == 1 ist der Ausdruck von M f N und 

_ * _1 der von M'N'. 
a b 

Jede Gleichung ersten Grades, deren konstantes Glied 
nicht Null ist, kann durch die Division mit demselben auf 
eine dieser vier Formen gebracht werden. So entsteht z. B. 
die Gleichung einer y-Parallelen wieder, wenn 6 = oo, y=0 
gesetzt wird. 

B. 1) Man soil die Lage der folgenden Geraden untersuchen 
und die von ihnen in den Achsen gebildeten Abschnitte bestimmen: 

2a_32/=7; 3o;+42/+9 = 0; ,Sx+2y=>. 

2) Wird bei dem Dreieck MON (Fig. 22) von aus auf 
OJf=a und OJV=& der m te Teil dieser Seiten abgetragen t 
so stellt 

4. JL . I 
a I m 

die Yerbindungslinie dieser Teilpunkte dar, sie ist also der dritten 
Seite M N des Dreiecks parallel. 

34. Als Normalform der Gleichung der Gteradeu gilt 
(11) x cos at + y cos (CD a) jp 0, . 

^;o jp die positive Ldnge des auf die Gerade vom NulbpmU 
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gefdllten Lotes und a dessen Winkel gegm die positive Ricfitung 
der x-Achse ledeutet. 

SdOPpj OH=*a, ON = 6, - M OP a, also 

<: P N = , so ist ~ + -| = 1 

die Gleichung der Geraden M N 
(Fig. 23). Durch Multiplikation mit p 
erhalten wir x + j-y p = ; wo 

cos tf > ? = cos (o a) gesetzt 

werden kann ; urn in der Tat auf die Form (11) zu kommen. 

Bei rechtwinkligen Koordinaten, die wir zumeist ge- 

brauchen, wird wegen cos ( it a\ * sin a die Normalform: 

(12) x cos a + y sin a p ^ 0- 

Diese Gleichung schlieBt die vier Falle von Nr. 33 em, wenn 
wir voraussetzen, daB a jeden beliebigen Wert zwischen 
und 2# annehme; so ist fiir die Lage JV-ZfeP a zwischen yt 

und 7t, der Koeffizient von x negativ, fur die Lage M f N f 

i 

ist a zwischen # und it oder it und -^ic, beide Koeffl- 

zienten sind negativ; fiir MN* ist a zwischen -^ und und 
nur der Koeffizient von y negativ. Die vier Geraden sind also 
vollig unterschieden, wenn wir p als eine wesentlich positive 
GroBe definieren, d, h. den Abstand des Nullpunktes von der 
Geraden stets positiv nennen. Die Bestimmung der Geraden 
aus der Normalform ist also eigentlich identisch mit der An- 
gabe des FuBpunkt*es P des von auf die Gerade gefallten 
Lotes in Polarkoordinaten a\p (Nr. 21). 

35. Eeduktion der allgemeinen linearen Gleichung 
a^x + a%y + a s = auf die Normalform. Unter der Annahme 
rechtwirikliger Koordinaten gelangen wir zu der Form x cos a + 



y sin a p = 0, indem wir die gegebene durcli l/a^ + a 2 2 divi- 
dieren. Sie lautet dann 

(13) ^ . r + ^ y + a 

^ ^ V^ 2 + ^ s Va.H^ VOi'+V 

und nun kann man die Koeffizienten von x und y gleich cos a 
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bzw. sin a setzen, weil die Summe der Quadrate dieser zwei 

acbten Brucbe gleicb eins ist. Also bestimmen a * = cos cc 

ya^+a^ ' 

_. a * = sin a den Neigungswinkel a des Lotes der gegebenen 
I/V+V -a 

Geraden und p 8 die Lange dieses Lotes. Urn dieses 

W+V 
p positiv zu erbalten, baben wir also der Quadratwurzel im 

NTenner das Vorzeicben zu geben, das dem des konstanten Gliedes a 3 
entgegengesetzt ist. Diese Vorzeicbenregel versagt, wenn a B = 
ist, d. h. wenn die Qerade durcb den Koordinatenanfang gebt 10 ) 
Urn die in scMefwirikligen Koordinatm geschriebene all- 
gemeine Gleicbung auf a? cos a + y cos (CD a) p zu 
reduzieren, sucben wir diese Form durcb Multiplikation mit 
einer gewissen Eonstanten, die wir E nennen wollen ; mit der 
ersten identiscb zu macben. Also ist zu setzen a x E cos a 
a 2 =- JR cos (o cc). Mit Hilfe der Identitat 

cos 2 a -f cos 2 (o cc) 2cos a cos (ra a) cos CD == sin 2 a> 
folgt bieraus 

a i 2 + a a 2 "" 2a x a 2 cos o = JJ 3 sin 2 co, 

die Gleicbung ^ir + a%y + ^3 = nimmt daber bei tlber- 
fubrung in die Normalform die Gestalt an: 



., 1 sin oa 

mit -^ 



_ 
" V^^ + aj 8 2^^ cosco 

und es bestebt die Proportion cos a : cos (ID #) : j) : 1 



= a t sin co : a 2 sin co : a B sin co : "jA^ 2 + a 2 2 2^^ cos GO. 
Urn p positiy zu erbalten, bat man aucb bier wieder der 
Quadratwurzel das Plus- oder Minuszeicben zu geben, je nach- 
dem a 3 negatiy oder positiv ist. 

36. "Winkel zweier Geraden. Bei Bestimmung desjenigen 
Winkels d zweier Geraden g ly g^ der an GroBe mit dem kon- 
kaven Winkel Q^OQ^ der vom Nullpunkt auf die beiden Ge- 
raden gefallten Lote ubereinstimmt, bat man zu unterscbeiden, 
ob die Lote Q und Q% mit den positiven Ricbtungen der 
Acbsen x und y gleicbstimmig oder ungleicbstimmig liegen 
(Nr. 6). Bilden diese Lote mit der positiven Richtung der 

Salmon-Fiedler: anal. Gooru. d. Kegelsohn. 8. Auf. 5 
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#-Achse die Winkel a bzw. /?> so ist diesen beiden Fallen 
entsprechend S = (I cc (Fig. 24) oder S = a /3. 

Es seien nun a^ + a%y + a B = und 
&!# + Z> 2 2/ -f- #3 = die Grleichungen der 
Greraden # A und # 2; bezogen auf ein recht- 
winkliges Koordinatensystem; alsdann folgt 
unter Anwendung der Formeln fur cos a 
und sin a in Nr. 35 und der analogen 
Pig. 24. Formeln fur cos /8 und sin/3: 

(14) cos 8 - 




dater tg 
& 

Hierbei ist den Quadratwurzeln das zum Vorzeichen der GroBe 
a s bzw. 6 3 entgegengesetzte Zeichen zu geben; ferner ist vor 
a^g %&i das Plus- oder Minuszeichen zu setzen, je nacli- 
dem die Lote OQ 1 und OQ 2 mit den positiven Richtungen 
der Achsen x und y gleichstimmig oder ungleiclistimmig liegen. 
Wenn die beiden Greraden durch die Grleicliungen y=mx+fy 
y^m'x + l)* gegeben sind, so folgt aus den Richtungs- 
koeffizienten der eingescblossene Winkel yermoge 

(15) tg( J = ^^ 

\ J & l-{-mm f 

oder aucb. direkt, weil S = (arc tan m 1 arc tan m) ist. 

Granz analog verfahren wir bei r':lilii>i:'. t Wnjt.,i Koordi- 
naten. Wir setzen R sin CD = l/(^i 2 H- # 2 2 2a 1 a 2 cos co), 
E 1 sin o Y(l^ + 6 2 3 2& a & 2 cos co); aus 



>i n i 

~ cos p = -~ 



sin 



sin 8 
^ 



cos cc = 

folgt alsdann 

(16) cos<y=^ 

also 

(17) 

mit entsprechender Vorzeichenregel wie zuvor. 



Q>2 Q>i COS co 
JR sin co ; 



n~- 

R f sin co 



} cos * 
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Nun 1st tg 6 0, wenn die beiden Geraden parallel, 
tg(J = oo, wenn sie zueinander rechtwinklig sind. Daher 
ergibt sicli wieder wie in Nr. 32 

(18) 0^-0^ = 

aZs Bedingung des Parallelismus. Dagegen ist die Bedingung 
der Orfhogonalitat zweier Geraden 

(19) aj) t + a 2 & 2 = (fli&g + o^) cos <D; 

bei rechtwinkligen Koordinaten lautet sie einfacher 

(20) 0^ + 0^6, 

und for die besondere Grleiclmngsform von Nr. 31 

mm* = 1. 

37. Sclmittptinkt zweier G-eraden. Jede der beiden 
linearen Gleicbungen druckt eine Bedingung aus ; der von den 
Koordinaten des geforderten Punktes genugt werden muB. 
Deshalb finden wir seine Koordinaten durcn Auflosung der 
beiden Grleichungen nacli den Unbekannten x und y. Man erhalt 



Diese Werte werden nur dann unendlicli gro/5, wenn 
der Nenner yerscbwindet, d. h. wenn die Bedingung des 
Parallelismus a^ a 2 6 x =* erftillt ist 5 docb. bleibt ihr Yer- 
baltnis endlicli, namlicn gleicli dem der Zahler. Einen un- 
endlich, fernen Punkt geben wir uberhaupt an durch den 
Eichtungskoeffizienten der nach. ibm gebenden Parallelstrahlen. 
Der Sclmittpunkt wird nur dann unbestimmt, wenn aufier dem 
Nenner nocb ein Zahler, infolgedessen auch der andere ver- 
schwindet; dann ist aber die Bedingung der Identitat erftillt 
(Nr. 32). 

Damit ist dem Satz von Nr. 28, daB irgend zwei lineare 
Grleicliungen einen Punkt eindeutig bestimmen, die geometrisclie 
Deutung gegeben. Jeder Punkt ist durch irgend zwei Greraden 
bestimmt (unter anderen durch. zwei Achsenparallelen); wie 
auch jede Gerade durch zwei Punkte bestimmt ist. 

Auf einer dritten Geraden c^x + c$y + C B *= Q liegt der 
Schnittpunkt der beiden gegebenen, wenn seine Koordinaten 

6* 
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auch der letzten Gleichung geniigen. Demnach ist die Bedingung, 
unter der sich drei Geraden in einem Punkte schneiden: 



(22) qfafc, - a s 6 2 ) + c*(a& - aJ>J + c B (a^ - ajfi - 0; 
sie kann aucli in einer der Formen geschrieben werden 

" 0) 



oder mit Benutzung einer Determinante: 



(24) 



0. 



Dieser Ausdruck ist aucli die Bedingung dafur, daB das von 
den drei Geraden gebildete Dreieck die Flache Null tat 
(vgl. Beispiel 5 und NT. 7). 

B. 1) Die Koordinaten der Ecken des Dreiecks von den 
Seiten x -1- y 2, x 3^=4 5 Sx + 5y+7*=Q sind A| B, 



Die Koordinaten der Punkte, in denen sich die Geraden 
2 = 0, a; + 2# 5 ~= 0, 2ic 3^+7^0 schneiden, 



3) 20 + 3y - 13 = 0, 5rc y 7 0, x - 4y + 10 = 
schneiden sich in 2 | 3. 

4) Das Yiereck, dessen aufeinanderfolgende Seiten dnrch die 
QleichtingenSaj 2^4-10 = 0, x + 2y 6 =0 7 16r3J 10^ 33=0, 

14#-f 29 = gegeben sind, hat die Ecken 1 | -f, 3|-f, 



T I -~ 4? ~~ 3 4-? un< ^ ^i Schnittpunkte der Gegenseitenpaare 
88 | ?,- ^- 

5) Jw^aZ# des durcJi die Geraden a x + a%y + 3 0, 
Z) 1 C -t- & 2 y + 5 3 = 0, Cjflj + c 2 y + c s = geUldeten Dreiecks. 

Wenn wir die Koordinaten der Ecken berechnen und ihre 
Werte in die Formel (17) in Nr. 7 einsetzen, erhalten wir for 
-den doppelten Inhalt 2F den Ausdruck 2J? 7 : sin o> == 



^ a 2 - Z) 8 



6jag 



Schnittpnnkt zweier Geraden gg 

Wir reduzieren diesen Ausdruek auf einen gemeinsamen 
Tenner und bemerken, daB dann der Zahler des zwischen den ersten 
Ilammern enth alien en Teiles die mit c x multiplizierte Gr5fie 



st, und daB die in den beiden folgenden Klammern enthaltenen 
Leile des Ausdrueks die Produkte derselben GroBe mit a t bez. b t 
ind; dadurch erhalten wir fiir den doppelten Inhalt des Dreiecks 
len Wert 






Wenn sich die drei Geraden in einem Punkte schneiden, so 
dieser Ausdruck fur den Fl'aelieninhalt Null; wenn irgend 
zwei von ihnen parallel sind, wird er unendlich groB (Nr 32). 

38. Bestimmung einer Geraden durch. zwei Bedingungen. 

Jede der Formen, die wir der GHeichung der Geraden 
gegeben liaben, enthalt zwei Konstanten; so die Formen 
y =* mx + b, + == 1, x cos a + y sin a p = die Kon- 
stanten m, ft, bez. a, ft, bez. > p. Nur die allgemeine Form 
a-^x + a%y + a 3 = enthalt drei Konstanten, aber nur 
scheinbar, denn von geometrisclier Bedeutung sind in ihr nicht 
die absoluten Werte, sondern nur zwei unter den'Verhalt- 
nissen von a 1? %, a 3 . Nach Division durcli ~ a s wird die 
Grieiclmng z. B. mit der zweiten besonderen Form identisch 

und enthalt nur die beiden Konstanten == ^-? -r 

a s a a s o 

Die Gerade ist also durch die zwei Konstanten ihrer Gleichung 
bestimmt; wir erhalten alle moglichen Geraden der Ebene, 
wenn wir den Konstanten unabhangig voneinander alle Werte 
geben. Wir konnten die durch sie gegebenen geometrischen 
GroBen, z. B. die negativen Reziproken der Achsenabschnitte ; 
geradezu als die beiden Bestimmungselemente der Geraden an- 
sehen ; in demselben Sinne, wie x | y die beiden Koordinaten 
eines Punktes sind (vgl. Nr. 78). 

Wie der Punkt (Nr. 28), so kann auch die Gerade zwei 
Bedingungen erfiillen, falls sich diese nicht widersprechen. 
Denn, betrachten wir die beiden Konstanten m, 6 oder a, 1) 
oder # ; p als Unbekannte, so konnen wir deren Werte be- 
stimmen, wenn ihnen irgend zwei Bedingungen auferlegt sind. 
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Ein solches Wertepaar entspricht dann einer besonderen Ge- 
raden, die diesen Bedingungen genugt. Man nennt eine Be- 
dingang linear, wenn sie jeden Koeffizienten der Gleichung nur 
im ersten Grade enthalt. Also ist eine Gerade durch gwei (filr 
die Konstanten ihrer Gleichung) lineare Bedingungen eindeutig 
festgelegt, analog wie der Punkt durcli zwei lineare Gleichungen 
bestimmt ist. Diese Bestimmung der Geraden durch Bedingungen 
wird durcli Nr. 39, 40, 41 hinreichend erlautert. 

39. Gleichung einer Geraden, die durcli einen ihrer 
Punkte und durcli ihre Biehtung bestimmt ist. 

Wenn die Gerade y = mx + I eine gegebene Richtung 
hat, so ist nach Nr. 31 und 32 die Konstante m bekannt. 
Und wenn die Gerade durch einen festen Punkt x y i geht, 
so muB die Gleichung, als fiir jeden Punkt der Lime erfullt, 
auch fur ihn gelten; man erhalt also y 1 = mx l + & und damit 
die Bestimmung von &, so daB die Elimination von & die 
Gleichung gibt 

(25) y-y i = m(x-x 1 ). 

Betrachten wir in dieser Gleichung den Bichtungskoeffi- 
zienten m als unbestimmt, so ist sie die allgemeine Gleichung 
einer durch den Punkt x : \ y^ gehenden Geraden, und jede Ge- 
rade durch #! | y i kann so dargestellt werden. 

40. Gleichung der Geraden als Verbindungslinie zweier 
ihxer Punkte. 

Nach (25) in Nr. 39 ist y y = m (x xj die Gleichung 
einer Geraden durch x^ \ y r Wenn aber die verlangte 
Gerade auch durch den Punkt # 2 1 y 2 gehen soil, so muB diese 
Gleichung auch erfullt bleiben, wenn man fiir x y einsetzt # 2 \y^> 
Demnach ist y z y 1 = m (x% ^), und durch Elimination von m 
erh'alt man die Gleichung der Verbindungslinie in der Form 

(26) */-3/i ^2/ 8 -3/i 
x x l x^ x 

In dieser Gestalt ist die Gleichung leicht zu behalten; 
durch Befreiung von den Nennern kann sie in eine andere 
viel benutzte Form gebrach% werden, namlich 

( 27 ) (Vi - 2/ 2 > - (i - xjy + *&* ~ Wi - 
Oder (x - x,} (y - y,) - (x - # 3 ) (y - y,\ 
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Auclt dies ist die Gleichung einer Greraden, weil die Glieder xy, 
die auf ikren beiden Seiten auftreten, einander aufheben; die 
Gerade(27) verbindet die gegebenen Punkte, denn die Gleichung 

(27) wird durch die Werte x x^ y = y l sowie durch x ~ a; 2 , 
y-fc erfiillt. 

Endlich lassen sich die Gleichungen (26) und (27) mit 
Benutzung einer Determinante in der Form 
x y I 

(28) x, y, 1 = 

schreiben. 

Insbesondere ist yx xy = die Gleichung der Gre- 
raden, die den Punkt x \ y mit dem Anfangspunkt verbindet. 

Wir konnen jede der Gleichungen (26), (27) und (28) 
auch deuten als den Ausdruck der Bedingung, da/3 drei Punkte 
in einer Geraden liegen. Denn, nennen wir den dritten Punkt x$ \ y s , 
so muB er der Gleichung genugen 



Man kann diese Bedingung in der zyklisch-symmetrischen 
Form*) schreiben 

i (2/2-2/s) + %s (2/3-2/1) + #3 (2/1-2/2) - 0- 
B. l) Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks, dessen Eck- 
punkte sind: 2 | 3, 4 1 5, 3 1 6, lauten 

aj-7y 89, 9re-52/ = 3, 4a? + y H- 

2) Die Gleichung der Yerbindungsgeraden der Punkte 



0. 



und 

ist (Nr. 14) 



*) Beim Gebrauch dieser und ahnlicher Formeln (z. B. Nr. 37) ist 
es niitzlich, die Koordinaten oder iiberhanpt durcb einen Index nntei- 
fichiedene Buchstaben in einer festen Anfeinanderfolge - 

zii denken; z. B. nimmt im zweiten Glied der eben ge- '/ 




gebenen Formel x 9 die Stelle von x^ y Q die von y 9 **\ \\ 

nnd ^ die von y s im ersten Gliede ein, nnd im dritten \^_^x> 
gehen wir von a? 2 zu a/ s 7 von y s zu y nnd von y^ zu v s 

y, uber. Man kann dies Yerfahren kurz als eine zyklische Yertauschnng 
der Indizes bezeichnen. 
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3) Die Gleichung der Yerbindungsgeraden der Punkte 

x 4-x 
#i|2/i und 2 2 



1st 



4) Die Geraden, die die Ecken des Dreiecks in 1) mit den 
Mittelpunkten der Gegenseiten verbinden, haben die Gleichungen 

17 x- 30 25; lx + 9y + 17 0; bx 6y 21. 

5) Die Gleichung der Yerbindungsgeraden der Punkte 



ist 




6) Die Diagonalen des durch die Geraden x 
l), y~l' gebildeten Parallelogramms sind 



a x*= 



mit dem Schnittpunkt \(a + a') |-|-(6 + b f ). 

7),Wenn yon einem Dreieck die Basis #'|0, '|0 xind 
die Verbindungslinie ihres Mittelpunktes mit der Spitze | y' zu 
Koordinatenachsen gewaklt sind, so sind die Gleichungen der Ge- 
raden, die von den Basisecken nach den Mittelpunkten der Seiten 
&'|0, 0|y' bez. x' 0, 0|/ f genen, 

3or ; ?/ - y'o: x'y 1 0, 3a'y + y'a: a; f 2/' = 
und die Koordinaten ihres Schnittpunktes sind 0|-|^ f . 

8) Zwei Gegenseiten eines Yierecks werden zu Koordinaten- 
acnsen gewShlt, die anderen haben die Gleichungen 

JL + JL-i JL + JL-i 
2a + 26~" J ' 8a' ^ 86' " - 1 - 

Die Mittelpunkte der Diagonalen sind a\l)\ a 1 I. 

9) In demselben Tall ist der Mittelpunkt der Geraden, die 
die Schnittpunkte der Gegenseiten verbindet, 



a'b-ab' 



Nach BTr. 14 zeigt diese Form der Koordinatenwerte, dafi 
dieser Punkt die Yerbindungslinie der Diagonalenmitten auBerlich 
im Yerhaltnis a'bial 1 teilt. 
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41. Normale ans einem gegebenen Punkt zu einer ge- 
i jbenen Geraden. 1st a^x + a%y + a s => die Gleichung der 
sgebenen Geraden in rechtwinkligen Koordinaten, so sind in- 
Ige der Orthogonalitatsbedingung a : a% = \ : \ (Nr. 36) 
le Normalen derselben in der Gleichungsform enthalten 
#2# + o^y + 6 8 = 0. Die durch den Punkt x^\y^ gehende 
ormale hat also nach Nr. 39 die Gleichung 

J9) a^(x - xj - %(y - y t ) - 0. 

us der Gleichung der zur gegebenen parallelen Geraden 
arch x i \y 1) a^(x a^) + ^(j/ 2/i) =- wird die der Nor- 
iale also erhalten durch Vertauschung der Koeffizienten von 
und y und Anderung des Vorzeichens von einem derselben. 
Ibenso ergibt sich zu y = mx, wegen m' 1 : m, die 

rormale^s^^ x durch den Nullpunkt, somit zu y = mx + b 

^ l 

urch #! | j/! die Normale y y l == (x ^). 

In schiefwinJdigen Koordinaten folgt auf dieselbe Weise 
Is Gleichung der Normale 

(a% a cos CD) (x x^) (a x a 2 cos co) (y y { } = 0. 

Gauz ebenso bildet man die Gleichung der Geraden, die 
urch einen Punkt x l \y 1 geht und init einer gegebenen Ge- 
aden einen vorgeschriebenen Winkel d einschlieBt. Denn, 
st m der Richtungskoeffizient der gegebenen Geraden, so folgt 
lerjenige der geforderten Geraden aus der Formel (15) in 
^r. 36 fur tg S = ^ ; namlich unter Annahnie rechtwinkliger 
loordinaten als 



vo das Vorzeichen gemaB der zu (14) in Nr. 36 gegebenen 
Jegel zu setzen ist. 

B. 1) Das Dreieck 2 1 1, 8 | 2, 4 1 hat die Seiten 

z + ly + 11 = 0, 8y - a - 1, 3z + y - 7 
and die H6hen (Lote aus den Gegeneckea) 

Ix ^/ 13, Sa+y 7, 3^/ a;=-l; 
demnach ist es rechtwinklig. 
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2) Die Seitenmittelpunkte desselben Dreiecks sind -J- 1 y, 
1 1 0, y| y; die durch sie rechtwinklig zu den Dreiecksseiten 
gezogenen Geraden sind 

7 a; -# + 2 = 0, 3z + 2/+3 = ; 3y - x + 4 0; 

sie durchschneiden sich in -|- 1 "f~ ^ em Mittelpunkt des um- 
geschriebenen Kreises. 

3) Die Gleichungen der Hohen des Dreiecks 2 3, 4 | 5, 
- 3 | 6 (Nr. 40, l) sind 

7 + 2/=17, 50 + 9^ + 25 = 0, a? 4y = 21; 
sie schneiden sich in H | -^, dem Hohenschnittpunkte. 

4) Die Gleichungen der Mittelsenkrechten dor Seiten des- 
selben Dreiecks sind (vgl. 2) 

7z + 2/ + 2=0, 5o;+ 9?/ + 16 = 0, as 4y7; 
ihr Schnittpunkt ist ^ | || 

5) Aus den Koordinaten der Ecken eines Dreiecks folgen die 
allgemeinen Glciclt'ifgw der HoJien als 



0, 
* 0. 

6) Die G-leichungen der Mittelseri/wecJiten der Seiten des 
Dreiecks sind 

fe - sjx + (y t - y 3 )y - i fe 2 - V) + i O/, 8 - ?/ 3 8 ), 

(| - ^a; + (y, - yOtf - T ( s 2 - a;/) + -} (% 2 - 



7) Die Basis a^|0, x B \0 eines Dreiecks und die von der 
Spitze | ^ auf dieselbe gefallte Senkrechte sind als Koordinaten- 
achsen gewiihlt; die Gleichungen der von den Basisecken auf die 
Gegenseiten gefallten Lote sind 

fy(x - ,) + y& = 0, x 2 (x + fli) y x y 
und die Koordinaten ihres Schnittpunktes ^ 8 -- 

8) Fur dieselben Achsen sind die Gleichungen der in den 
Mittelpunkten der Seiten errichteten Lote 



ihr Schnittpunkt ist 



Abstand von Punkt und Gerade 
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9) Die Gleichung der Normals von x l \ y l auf die Gerade 
x cos cc + y sin a ~- p = ist y y t = (x ^) tg of, und die 
Koordinaten ihres FuBpunktes in derselben sind 

Xi + cos a(p a^ cos a # x sin a) ^ + sin a(p ^cos a y l sin a). 

Daher ist die Entfernung dieses Schnittpunktes vom Punkte 
x i \ y\ gleich (#! cos a + y l sin a 25), in Bestatigung der Ab- 
leitung von Nr. 34. 

42. Der Abstand eines Punktes X Q \ y von der Geraden 

x cos cc + 2/ cos (o 01) _p = ist 
(30) s - (a? cos ci + 2/o cos ( - ^) jp)- 

Die Normalform der linearen Gleicliung gibt zugleicli die 
geometrische Bedeutung der Werte, die ihre linke Seite an- 
nimmt, falls die Koordinaten irgend eines Punktes in dieselbe 
eingesetzt werden. Transformieren wir namlich die Gleichung 
zu parallelen Achsen durch den Punkt ^ |j/ 07 setzen also 
x - x r + x^ y y f + y , so geht sie tiber in 
x f cos a + y 1 cos (CD a) + a cos a + j/ cos (03 a) jp = 0-, 
das neue konstante Glied 

P* " ^'o cos a + 2/o cos ( ) P 

gibt also den normalen Abstand des neuen Nullpunktes von der 
Geraden, wenn wir zuriachst vom Vorzeichen abselien. 

Geometriscli finden wir dies 
folgendermaUen. Sind OP, QV 
die Lote von und von Q auf die 
Gerade MN (Fig. 25), 00' -a^, 
Q' Q ?/o; ^' T und J? Parallelen 
zu 3/"JV ; so ist 02 r == ir cos a, 
Til = SQ =>=> y cos (Q ) ; also 
07i o; cos ^ -f t/o cos (co cc) 
und endlich PE*~ QIl~p~* VQ, 
Lage aber <2 auf derselben Seite der Geraden wie der Null- 
punkt, etwa in S 9 so ware /SF = p OTerbalten worden. Wir 
sehen daraus, da8 der Abstand sein Vorzeichen wechselt ; wenn 
man von einer Seite der Geraden auf die andere tibergeht. So- 
lange nur der Abstand eines Punktes von der Geraden betrachtet 
wird, ist es unnotig, dem Abstand ein Vorzeichen zu geben ; da 
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es sich allein urn seine absolute GroBe handelt. Wenn wir aber 
die Abstande QV, SV der Geraden von zwei verschiedenen 
Punkten Q, S miteinander vergleichen, so miissen offenbar QV 
und SFals Strecken von entgegengesetztem Sinn unterschieden 
werden (Nr. 1 und 2). 

Dasselbe folgt fur die linke Seite der Gleichung der Ge- 
raden schon aus dem Zusatz zu Nr. 24, daB namlich das Ergeb- 
nis der Substitution der Koordinaten # | j/ so lange unverander- 
liches Vorzeichen hat, als der Punkt # 1 y sich in einem^der 
beiden Felder befindet, in die die Ebene durch die Gerade 
zerlegt wird. Nun haben wir p selbst als positiv angenommen, 
daher miissen wir das Vorzeichen so wahlen, daB der Ausdruck 
des Abstandes s von # 1 y Q bei Einsetzung von 1 positiv ist. 
Der Abstand s eines beliebigen Punktes # 1 y Q von der Geraden 
x cos a 4 y cos (<D a) p = wird als das Substitutionsergcbnis 
von XQ\I/Q in die Untie Seite der Gleichung mit umgeJcehrtem 
Vorzeichen erlialten. 

Ist die Gleichung der Geraden in der allgemeinen Form 
a^x + a%y + a B = gegeben, so fuhren wir sie durch Division 
mit R (Nr. 35) in die Normalform tiber und erhalten als den 
Abstand eines Punktes # 1 y Q 

^r/ ^ *o + i 2/0 

-- ---- ---- 



je nachdem die Achsen recht- oder schiefwinklig sind. Durch 
Vergleichen dieses Ausdrucks fur den Abstand von # 1 y Q mit 
dem fiir den Abstand von sehen wir ? daB # 1 1/ mit dem Null- 
punkt auf derselben Seite der Geraden liegt, wenn a^ + a 2 y Q 
+ a B mit a & dasselbe Vorzeichen hat, und umgekehrt (vgl. 
Nr.35). 

Die Bedingung, daB irgend ein Punkt # | j/ in der 
Geraden ax + a%y + a 3 liege, besteht darin, daB 
a^ + a s j/ + a s sei. Wie der gegenwartige Artikel zeigt, 
ist diese Bedingung nur der algebraische Ausdruck der geo- 
metrischen Wahrheit, daB der Abstand eines solchen Punktes 
^o 1 2/o V031 ^ er Geraden gleich Null ist. 

B. l) Der Abstand des Anfangspunktes von der Geraden 
3# + &y + 20 = ist bei rechtwinkligen Achsen p * 4. 
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2) Der Abstand des Punktes 2 3 von der Geraden 

__ -i 
2x + y 4 = ist s = ~ ~; also sind 2 | 3 und durch 

die Gerade getrennt. 

3) Die Langen der Senkrechten von den Eckpunkten des 
Dreiecks 2 | 1 , 3 | 2 , 4 | 1 auf die Gegenseiten sind 
2/2^ /TO, 2]/10; der Anfangspunkt liegt innerhalb des Dreiecks. 

4) Der Abstand des Punktes 34 von der Geraden 
4# + %y 7 = ist unter Voraussetzung eines Achsenwinkels 
von 60 s = -J; der Punkfc liegt auf der Seite des Anfangspuuktes. 

5) Der Abstand des Anfangspunktes von der Geraden 
a (SB a) + 6 (y &) ist p = y (a 2 + 6 2 ). 

43. Gleichungen der Halbierungslinien des "Winkels der 
Geraden 

x cos &! + y sin ^ p t = 0, a; cos ^ 2 + / sin a 2 p% = 0. 

Wir finden die Gleichung einer dieser Geraden am ein- 
fachsten, indem wir algebraisch ausdriicken, daB die von irgend- 
einem Punkte x \ y in ihr auf die beiden Winkelschenkel ge- 
fallten Lote gleich. sind. Dies gibt uninittelbar die Gleichungen 
beider Winkelhalbierungslinien als 
(32) x cos ^ + y sin x p^ = (x cos ^ + y sin # 2 p%\ 

weil jede Seite dieser Gleichungen einen von diesen Abstanden 
bezeichnet (Nr. 42). 

Wenn die Gleichungen in der Form gegeben sind 

tya? + a%y + a 3 *= 7 6^ + 6 2 2/ + Z> 3 => 7 
so sind die Gleichungen der Winkelhalbierenden 

+ g>i . ^i + 



Wie das doppelte Vorxeichen anzeigt, liegt von den Winkel- 
halbierungslinien die eine so, daB die Absttinde ihrer Punkte 
von der einen der beiden Geraden nach Nr. 42 als positiv und 
die von der anderen als negativ zu betrachten sind; die andere 
Winkelhalbierende liegt dagegen so ; daB ihre Abstande von 
beiden Geraden gleichzeitig positiv oder negativ sind. 

Wenn wir das Vorzeichen wahlen, das den beiden kon- 
stanten Gliedern einerlei Zeichen gibt, so drticken wir (Nr. 42) 
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durch die Gleichung die Halbierungslinie des Winkels aus ; in 
dem der Anfangspunkt liegt; und wenn wir den konstanten 
Gliedern entgegengesetzte Zeichen geben, so haben wir die Glei-. 
chung der Halbierungslinie des Nebenwinkels. 

Ganz in derselben Weise konnen wir den Ort eines Punktes 
bestimmen, dessen Abstande von zwei Geraden das konstante 
Verhaltnis I = s 1 : s 2 liaben. Bei positivem JL liegt der Punkt im 
Felde des Nullpunktes oder seinem Scheitelfeld, bei negativem 
I in einem der Nebenfelder (Nr.42). Der Ort ist in jedem Falle 
eine Gerade durch den Schnittpunkt der gegebenen, und zwar 
teilt sie denjenigen Winkel dieser beiden ; durch den sie hin- 
durchgelit, im Sinusverlialtnis A (Nr, 30). In der Tat ist die 
Gleichung des Ortes*) 
s 2 (x cos ^ + y sin ^ p^ =*s 1 (x cos 2 + y sin a 2 p 2 ) 



(34) oder s, ^ - + *- * 

^ * " 



hierbei gehort das Vorzeichen, das den konstanten Gliedern 
gleiches Zeichen gibt, wenn man die Koordinaten eixies Punktes 
der Winkelhalbierenden einsetzt, demjenigen Winkel an ; in dem 
der Nullpunkt gelegen ist. Die den beiden Vorzeichen entspre- 
chenden Strahlen bilden ein in bezug auf die gegebenen liar- 
monisches Paar (Nr. 30). 

B. 1) Die Gleichungen der Halbierungslinien des Winkels 
zwischen zwei Geraden, auf die Form x cos a + y sin a p = 
reduziert, lauten 



cos 



und x cos i ( ai + s ) + V sin 1 (a, + a,) = - 



2) Die Gleichungen der Winkelhalbierungslinien fur 

3z + 4^ - 9 0, 120 + 5# 3 

sind 

7x - 9y + 34 0, 9o; + 7y 12. 

*) Die Gerade geht dnrcli den gegebenen Schnittpunkt, weil ihro 
Gleichung durch das Wertepaar erfullt wird, das die Gleichungen der 
beiden Geraden gleichzeitig befriedigt. 
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44. Aus den Gleichungen zweier Geraden 

ax + a^y + 0,3 = 0, \x + \y + Z> 8 = 

folgt die jeder dritten durch ihren Schnittpunkt gehenden 
in der Form a^x + a^y + a s + k^x + \y + 6 3 ) 0. 

Die zunacbstliegende Methode zur Bestimmung einer 
solchen Geraden bestebt darin, nacb Nr. 37 die Koordinaten 
XQ | j/ des Scbnittpunktes der zwei Geraden zu berecbnen und 
ihre Werte in die Gleicbung yon Nr. 39 y y l = m(x x^) 
einzusetzen. 

Zu einem einfacberen Verfabren fiihrt jedocb folgende 
tJberlegung. Die gesucbte Gleicbung inuB linear sein und 
erfiillt werden, sobald die gegebenen gleicbzeitig von einem 
Wertepaar # |j/ befriedigt werden. Diesen Anforderungen 
entspricbt nun, fiir ganz beliebige Werte einer Konstanten A, 
die Gleicbung 

(35) fax + a^y + a 3 ) + 7c (\x + \y + & 3 ) = 0; 

sie stellt eine Gerade durcb den Punkt X Q | y Q dar ; der durcb die 
beiden Gleicbungen a^ + a%y Q + a s = ; b^Q 4 & 2 2/ + ^3 ^ 
bestinimt ist ; denn fiir dessen Koordinaten verscbwindet jeder 
der beiden Klammerausdriicke in (35). Fiir jeden Wert von 
7e stellt daber die Gleichung (35) eine Gerade durcb den 
Scbnittpunkt dar. 

Umgekelirt ist auch die Gleichung eiuer jeden durch diesen 
SchnittpunM yehenden Geraden in der Form (35) darstellbar ; 
denn urn diejenige Gerade zu finden ; die # j/ mit einem be- 
liebigen Punkte x^ | y L verbindet, baben wir Jc nur aus der Be- 
dingung zu berecbnen, daB das Aggregat links fiir x = # 1; 
y = 7/ t zu Null werde. Die verlangte Gleichung wird alsdann 



Man bemerkt ; daB die Gleicbungsform in KTr. 39 nur ein 
besonderer Fall von (35) ist; denn bestimmen wir einen Punkt 
durcb die Geraden x x l - 0, y y t = ; so bat jede weitere 
durcb ibn gebende Gerade eine Gleicbung von der Form 
y "~" 2/i -" w (^ "~ ^i) *" 0, "wenn m eine verfiigbare Konstante ist. 
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B. 1) Die Gleichung der Geraden, die den Anfangspunkt mit 
dem Schnittpunkt der oben erwahnten Geraden verbindet, lautet 



+ 

Denn wir erlialten sie, indem wir die erste Gleiclning mit & 3 , die 
zweite mit a B multiplizieren und die Produkte voneinander abziehen. 
Durch den Anfangspunkt geht die Gerade nach Nr, 23. 

2) Die Gleichung der durch den Scbnittpunkt derselben Ge- 
raden gezogenen #-Parallelen ist 

(ffg&j Oj^j,) y + a 3 &! a t l) s 0. 

3) Die Gleiclning der Geraden, die den Punkt 2 | 3 mit dem 
Schnittpunkt von 2o;+3^+l = und 3 x 4 y 5 verbindet, ist 
ll(2oj+ 3t/+ l) + 14(3a; 4y 5) oder 64oj 23j/ 59, 

45. Bedingnng daftir, dafi drei Geraden demselben 
Biisoliel angeh5ren. Das in der vorhergehenden Nummer be- 
grtindete Prinzip liefert far drei sicli in demselben Puukt sclmei- 
dende Geraden ein Kennzeichen, das haufig bequemer ist, als 
das in Nr. 37 angegebene. Drei Geraden gehen durcli densdbcn 
Punht, gehoren also demselben Buschel an, wenn es drei 
Konstantcn von solcher Besckaffenlieit gibt, da/3 nach Midtipli- 
'kation der Gleiclmngen der Geraden mit je einer dieser Konstantcn 
die Summe der lirilcen Seiten der Qleichungen identisch ver- 
schwindet; d. h. wenn fiir alle x und y die Bezielmng besteht 

(37) Ifax+azy+a^ + mfax^bzy+b^ + nfax+Czy 0. 
Denn in diesem Fall miissen die Werte der Koordinaten, 

die die beiden ersten Teile der Gleichung einzeln mit Null 
identisch machen, auch den dritten Teil gleich Null machen. 
Da der Ausdruck (37) in I, m, n Homogen ist ; mlisseu 
auch 9?, QWI, $n, wo Q eine beliebige Zahl bedeutet ; Kon- 
stanten der gleichen Beschaffenheit sein; es lassen sich daher 
nur die Verhaltnisse I : m : n eindeutig bestimmen, und zwar 
geschieht dies, wie aus (37) hervorgeht, mit Hilfe der Glei- 

chungen 

la^ + mb t + nc t 

(38) la^ + m^ + nc^^O 
la B + ml) B + nc =* 0. 

Die aus den Koeffizienten dieser Gleichungen gebildete 
Determinante 



(39) 



Geraden eines Buschels 
'<i &i <i 
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verschwindet nach Nr. 37; tiberdies ist das Verschwinden 
von A die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daU 
die drei in den Unbekannten I, m, n homogenen Gleichungen 
(38) nebeneinander bestehen. Zur Berechnung von I : m : n 
sind nur zwei der drei Gleichungen (38) notig. Bezeichnet 
man die Unterdeterminanten der Elemente a iy & t -, d (i == 1 ; 2 ; 3) 
von A mit A iy B if d, so erhalt man, je nachdem bei dem 
System (38) die erste, zweite oder letzte Gleichung weg- 
gelassen wird, durch Auflosung der beideniibrigen Gleichungen: 

(40) I : m : n^ sa A l \B l iG l oder A% : J? 2 : C 2 oder = A B : J5 S : (7 3 . 

Tatsachlich ist hier z. B. A l :B i a=a -4 2 : JS 2 oder A^^ u4 2 jB 1 =0 ; 
denn weil A t B^ A^B^ die Unterdeterminante von (7 3 in der 
aus den A it Bj, d (i = 1, 2 7 3) gebildeten Deterrainante 

A BI ^i 

j 7? n 

^3 -3 L 3 

ist, besteht, wie man durch Ausrechnen leicht bestatigen kann, 
die Beziehung A l J5 2 A^B^ = Ac s , und dieser Ausdruck 
verschwindet nun wegen A = 0. 

Fur spSter folgende Betrachtungen ist noch die Bemer- 
kung wichtig, daB die Gleichung A = als das Ergebnis der 
Elimination von I, m, n aus den drei Gleichungen (38) an- 
gesehen werden kann. 

B. l) Die drei MittelUnien des Dreieclts, die die Ecken mit 
den Mittelpunkten der Gegenseiten verbinden, sclmeiden sich in 
einem Punkte. 

Die Gleichungen dieser Geraden sind nach Nr. 40, 3 

yiaiys- ! 

i%-aiyi 0, 

B-^I-O- 



Da die Summe dieser drei Gleichungen identisch Null ist, so 
gehen die durch sie dargestellten Geraden durcb einen Punkt, den 

Salmon-tfiodlor: anal. Goom. d. Kogelsolin. 8. Atifl. 6 
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Schwerpunkt des Dreiecks. Nach Nr. 37 findet man fur ihn die Ko- 
ordinaten 

j-fo + % + &s) I "iG/i + #2 + 2/s)- 

Vgl. auch Nr. 14,4. 

2) Derselbe Satz ist evident unter der Voraussetzung, daft 
zwei Seiten des Dreiecks von den LSngen a und l> zu den Achsen 
genommen sind, denn dann sind die Gleichungen der Halbierungslinien 



3) Die drei Hohen eines Dreiecks und die drei Mittelsenk- 
rechten zu den Seiten schneiden sich je in einem Punkte, denn 
die Gleichungen Nr. 41, 5 u, 6 geben zur Summe identisch Null. 

4) Die Halbierungslinien der Wirikel eines Dreieclcs schneiden 
sich in einem Punkte, denn ihre Gleichungen sind 

(x cos a + y sin a ^) (x cos (S + y sin jp a ) 0, 
(a; cos j5 + y sin /3 # 2 ) (a; cos y + y sin y ft) => 0, 
(# cos y + y sin y ^ 3 ) (x cos a + # sin a p x ) = 0. 

Von den Halbierungslinien je zweier aufierer Winkel und der 
des dritten inneren gilt ein analoger Satz. 

46. Imaginare Strahlen. Jede reelle lineare Gleichung 
definiert eine reelle Gerade, d. h. eine Gerade mit unendlich 
vielen reellen Punkten. AuBer diesen enthalt aber eine 
reelle Gerade auch unendlich viele imaginare Punkte, denn ein 
Punkt p + iq \ p 1 + iq ! Hegt in der Geraden a t x + a%y + a s = 0, 
wenn fur die vier reellen GroBen jp ; q, jp' ; q f die beiden reellen 
Bedingungen erfiillt sind 

(41) atf + a^ + a z = ; Ojj+flsij'^O; 

man erhalt diese durch die Einsetzung der komplexen Werte 
in die gegebene Gleicliung, weil dann sowohl der reelle 
als der imaginare Teil der linken Seite dieser Gleichung fur 
sich verschwinden nmB. Alsdann liegt aber gleichzeitig auch 
der konjugiert imaginare Punkt p *2|jp f ig 1 in der reellen 
Geraden (Nr. 24) ; denn er liefert dieselben Bedingungen. Aus 
diesem Grunde ist durch die Angabe eines imaginaren Punktes 
eine reelle Gerade, die ihn enthalten soil, bestimmt, weil sie 
ihn mit seinem konjugiert imaginaren Punkt verbinden muB. 
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Die Gleichung der Verbindungsgeraden oder des Trag&rs des 
imaginaren Punktepaares ist (Nr. 40) 

g. r x qy+ p'q pg[ f 0. 

Eine lineare Gleichung mit komplexen Koeffizienten 
konnen wir durch Trennung des reellen und des imaginaren 
Teiles stets in der Form schreiben 
(-12) 0*0 + cc,y + <x s 4 i(fax + fay + fa} - 0. 
Sie stellt daher eine imaginare Gerade dar, denn sie ent- 
halt auBer unendlich vielen imaginaren Punkten nur einen 
einzigen reellen Punkt. Ein reelles Wertepaar x \ y geniigt 
der komplexen Gleichung namlich nur, wenn es gleichzeitig 
die reellen Gleichungen befriedigt 

<*!# + ^y + <* s = 0, fax + fay + fa 0. 
Diese beiden reellen Geraden bestimmen also in ilirem Schnitt- 
punkt (Nr. 37) den reellen Punkt, der auch auf der imaginaren 
Geraden liegt, Derselbe Punkt liegt aber auch auf der kon- 
jugiert imaginaren Geraden 

ajtf + a^y + oc 3 i(fax + fay + fa} = 0. 
Somit ist der Schnittpunht Jconjugiert hnagindrer Geraden stets 
reell imd lieifit der Trager des imaginaren Paares. Ein reeller 
Punkt ist also durch die Angabe einer durch ihn gehenden 
imaginiiren Geraden bestimmt. Eine reelle oder imaginare 
Gerade schneidet eine imaginare nur dann reell, wenn sie 
durch ihren Trager geht; in alien anderen Fallen ist der 
Schnittpunkt imaginar u ) 

Auf die imaginaren Geraden sind nun wiederum gewisse 
reelle geometrische Eigenschaften zu tibertragen, indem die 
analytischen Ausdrticke derselben als Definitionen fortbestehend 
genommen werden. Vor allem erinnere man sich der all- 
gemeinen analytischen Definitionen der goniometrischen Funk- 
tionen, nach denen fiir imaginare und komplexe Argumente 



(43) 



. . , . 
sin t == ^ - y cos 



e e . , .e-e 
sm (q + iri ') = -r - Bint] + ^ --- ^ -- cos 

e i'jL e -n' . 

cos (q -f irf) - - cos ri i 
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Wir werden nun die Ausdriicke von Nr. 36 fur die trigono- 
metrischen Funktionen des Winkels zweier reeller Geraden auch 
bei komplexen Gleichungskoeffizienten gelten lassen und konnen 
alsdann den Winkel zwisclien imaginaren Geraden defmieren. 
Fernerhin werden wir namentlich auch komplexe Richtungs- 
koeffizienten und komplexe Sinusteilverhaltnisse (Nr. 30) in 
Betracht zu ziehen haben. 

47. Die Polargleiclmng einer Geraden ist 

(44) r cos (# a) = p. 

Wenn wir namlich. das auf die gegebene Gerade g gefallte 
Lot OP als Nullaclise voraussetzen, wenn ferner OH r 
irgendein durch den Pol nach. einem Punkt der Geraden g 
gezogener Vektor und ^C P E = & die zugehorige Anomalie 
(Nr. 21) ist, so folgt 

r cos # p. 

Bildet hingegen die Nullaclise mit dem Lot den Winkel 
a A OP und ist jetzt ^C AOE & die Ano- 
malie von R (Fig. 26), so erhalt man (Nr. 22) 
r cos (ft a) B p. Diese Gleichung kann audbt 
durch Transformation der Gfleichung fiir recht- 
winklige Koordinaten x cos a + y sin a = p 
erhalten werden; denn indem man fiir x \ y 
bez. r cos ft \ r sin ^ (Nr. 22) einsetzt, wird diese Gleichnng 
r (cos ft cos a + sin # sin a) ==jp, d. L r cos (# #)#. 
Eine Gleichung von der Form 

r (aj cos 0- + % sin <0-) + ^3 = 

kauu auf die Form r cos (# a) =jp reduziert werden, indem 
man sie durch /(a^ + a a 2 ) dividiert und wie in Nr. 35 setzt 



\J 




cos a- -i -- , sin a- ~ 8 - , p 

V(, 2 +a 2 a ; V(V+<O 

B. 1) Wird die Gleichung r = 2 a sec (& + ^ j in eine solohe 
zwischen rechtwinkligen Koordinaten umgewandelt, so folgl 

a?)/3 y 4 a. 
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2) Die Polarkoordinaten des Schnittpunktes der Geraden 

r cos (& ~ j = 2a, r cos ( & ~ j = a 

sind r = 2a, # = ; der eingeschlossene Winkel ist= 

3) Die Po]argleicb.ung der Verbindungsgeraden der Punkte 
r i\&i> r * ^2 ist: 

r^ sin (#! ^ 2 ) + r^r sin (^ 2 ^) -f r^ sin (& ^j) 0. 

4) Die Polargleichung der Normal e auf r cos (# )=# 
aus 7* x | ^ ist r sin (# a) == r t sin (^ a). 

5) Der Abstand des Punktes ^[-O-j von der Geraden 
r cos (# a) jp ist { r^ cos (^ a) - p } . 



Drittes Kapitel. 
Aufgaben fiber Geraden nnd Geradeapaare. 

48. Nachdem wir im vorigen Kapitel die Prinzipien dar- 
gelegt haben, mit deren Hilfe sich die Lage eines Punktes 
oder einer Greraden in der Ebene algebraisch ausdriicken laBt, 
wollen wir einige weitere Beispiele von der Anwendung dieser 
Metbode zur Losung geometriscber Aufgaben hinzufiigen. Der 
Anf anger muB sicb in der Anwendung der Metbode zur Losung 
solcber Aufgaben iiben, bis er bierin Sicherbeit und Schnellig- 
keit erlangt bat. 

Bei den Auflosungen geometrischer Aufgaben konnen im 
allgemeinen die Gleicbungen durcb eine gescbickte Wabl der 
Koordinatenacbsen vereinfacht werden; indem man zwei der 
wicbtigsten Linien der Figur zu Koordinatenacbsen wahlt, 
werden die analytiscben Ausdriicke wesentlicb verktirzt (vgl. 
Nr. 40, 7, 8, 9, Nr. 41, 7). Andrerseits geschiebt es freilicb 
oft, dafi durcb die Annabme von Koordinatenachsen, die mit 
der Figur nicbt in einer solcben besonderen Verbindung steben, 
die Gleicbtuagen an Symmetric das gewinnen, was ihnen an 
Einfacbbeit abgebt. Der Leser kann dies aus den zwei in 
Nr. .45, 1, 2 gegebenen Auflosungen derselben Aufgabe er- 
kennen, wo die erste Losung, obgleicb die langere, den Vor- 
zug hat, dafi man aus der entwickelten Gleichung der einen 
Mittellinie sogleicb die der beiden anderen obne Recbnung 
ableiten kann. 

Weil Ausdriicke, die von Winkeln abbangen, durcb die 
Anwendung scbiefwinkliger Koordinaten komplizierter werden, 
ist es im allgemeinen ratsam, f ttr solcbe Aufgaben recbtwinklige 
Acbsen vorauszusetzen. 

Die analytiscbe Geometrie eignet sicb mit vorztiglicber 
Leicbtigkeit zur Untersuchung geometrischer Orte. Wir haben 
nur die Beziehung aufzusucben, die auf Ghrund der Bedingungen 
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der Aufgabe zwisclien den Koordinaten des Punktes stattfinden 
muB, dessen Ort gesucht wird; der algebraische Ausdruck dieser 
Beziehung liefert uns sofort die Gleichung des verlangten 
Ortes (Nr. 26). 

B. 1) Ort der Spitze ernes Dreiecks, von 
dem die BasislSnge 2 c und die Differenz der 
Quadrate der anderen Seiten gegeben sind. 

Wir nehmen die Basis und ihr Mittellot 
zu Koordinaten achsen und nennen die Ko- 
ordinaten der Spitze x \ y* Dann ist (Fig. 27) pig. 27. 




die Gleicbung des fraglicben Ortes ist also 4ca=~w 2 ; derselbe 
ist somit eine zur Basis recbtwinklige Gerade in einer Entfernung 

x sa ^ vom Mittelpunkte. Man sieht aucb, daft die Differenz der 

Quadrate der BasisabscbnitteZjR 2 j&R 2 der Differenz der Quadrate 
der Seiten gleich ist. 

2) Ort der Spitze aus der Basis und der gegebenen konstanten 
Summe cot A + m cot =jp. 

Aus der Figur folgt cot A =* ^i^, cot B ^~; die Gleicbung 

des Ortes ist also c + x + m (c x) *=*py, die Gleicbung einer 
Geraden. 

3) Von einem Dreieck ist die Basis AB 2 c und die Summe m 
der beiden anderen Seiten gegeben; welcbes ist der Ort des Punktes 
in dem von der Spitze des Dreiecks auf die Basis gefallten Lote, 
der jenseits der Spitze liegend um die Lange der einen Seite AG 
von der Basis entfernt ist? 

Wir nebmen dieselben Acbsen (Fig. 27) ; um zu untersucben, 
welcbe Beziebung zwiscben den Koordinaten des Punktes bestebt, 
dessen Ort wir zu bestimmen baben. Die Abszisse des Punktes 
ist MR und seine Ordinate nacb der Voraussetzung so groB wie 
AC] also ist 

SO m y. 
Aucb gilt _ _ _ 

50 2 AS* + A<? - 2 A B AE, 

d. h. 

( m - y )- 4c 2 + 7/ 2 ~ 4c (c + x), 

woraus wir durcb Beduktion erbalten 2m?/ &cx m\ die 
Gleicbung einer Geraden. 

4) Wenn zwei feste Geraden OA, OS durcb eine dritte AB 
von gegebener Bicbtung (\\OC) gescbnitten werden, so soil der 
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Ort des Punktes P gefunden werden, der die Strecke A IB in dem 

VerhSltnis teilt, daB AP^n-AB ist (Fig. 28). 

Wir konnen hier schiefwinklige Achsen 
anwenden, weil die Aufgabe die Betrachtung 
von Winkeln nicht erfordert: Nehmen wir 
also OA zur #-Achse ; 00 zur ?/-Ach$e, so 
daB die Gleichung fur OB von der Form 
y = mx ist. Alsdann ist AB = m OA-, 
Fig- 28- somit AP=mn*OA, und der gesuchte 

Ort des Punktes P eine Gerade aus dein Anfangspunkt mit der 

Gleichung y ==> mnx. 

5) Man denke wie vorher AP parallel 00 gezogen und 
durch eine Anzahl von Geraden in Punkten B, B\ n usw. ge- 
schnitten, AP aber als proportional der Summe aller Ordinaten 
AB, AB 1 usw. bestimmt, und den Ort von P gesucht. 

Ftir y = mx, y *= m'x + n\ y = m n x + n" usw. als die 
Gleichungen der festen Geraden ist die Gleichung des Ortes 
Icy = mx + (^ f ^ + n 1 *) + (m n x 4 n n ) + usw. 

6) Von einer beliebigen Anzahl von Dreiecken mit gemein- 
schaftlicher Spitze sind die Grundlinien und die Sumine m 2 ihrer 
Flachen gegeben; man soil den Orb ihrer Spitze finden. 

Sind die Gleichungen der Grundlinien 

x cos a + y sin a p 1 ==0, x cos /3 + y sin |5 p% = 0, 

x cos y + y sin y p 3 usw. 

und ihre Langen a, 5, c usw., so ist a(x cos a + 2/ sin a ^) 
(Nr. 42) der doppelte Inhalt des ersten Dreiecks. Die Gleichung 
des Ortes muB daher sein 

a (x cos ct + y sin a _p x ) + b (x cos ]3 + y sin |3 ^ 2 ) 

+ c (x cos y + y sin y p^) + = 2m 2 ; 
der Ort ist also eine Gerade. 

7) Aus gegebenem Winkel an der Spitze und der Summe ,9 

der ihn einschlieBenden Seiten den Ort des 
Punktes zu finden, der die Basis in ge- 
gebenem Verhaltnis teilt. 

Wir wahlen jene Seiten des Dreiecks 
/ / ^V als Koordinatenachsen und setzen das Ver- 

OM JT ^ lteis KPtPL gleich mm. Dann folgt 

Fig. 29. aus ahnlichen Dreiecken (Fig. 29) 

f\tr tn~\-n -- m4-n 
OK i-s, OL 



m 7 n *" 

und der Ort ist eine Gerade mit der Gleichung 

+ l a 
77i n 
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8) Man bestimme den Ort eines Punktes P, wenn die Summe 
der Abschnitte OM + ON gegeben 1st, die die von ihm auf zwei 
feste Qeraden gef Bitten Lote PJf, PN in diesen bilden (Pig. 30). 

Indem man die festen Geraden zu 
Achsen wahlt, findet man 

OM => x + y cos o>, ON= y + x cos o> 

und daher die Gleichung des Ortes 
x + y => const. 

9) Man soil den Ort bestimmen unter 
der Voraussetzung, daB MN einer festen 
Geraden parallel sei; er ist 

y + x cos o> => m (x + y cos w). 

10) Ebenso, wenn MN durch eine gegebene Gerade 
y=*mx + n halbiert (oder allgemeiner in gegebenem Verhaltnis 
geteilt) werden soil. 

Die Koordinaten des Mittelpunktes ergeben sich mit Hilfe 
der Koordinaten von P gleich -|- (x + y cos GO) | \ (y + x cos co), 
und da sie der Gleichung der gegebenen Geraden gentigen miissen, 
so ist der Ort von P dargestellt durch 

y + x cos oo m (x + y cos co) + 2^. 

11) Ort des Mittelpunktes von MN, wenn P die Gerade 
y = mx -f n durchlauft. 

Sind a 1 13 die Koordinaten von P, x | T/ die des Mittelpunktes, 
so ward in der vorigen Aufgabe bewiesen 7 daB 

2x oi + (3 cos oo, 2j/ = (3 + a cos co 
sei; die Auflosung dieser Gleichungen flir a 1 13 liefert 

a sin 2 o> = 2 ;c 2 ?/ cos co, |S sin 2 co 2 y 2 re cos a>, 
und nacb der Beziohung j3 = ma + n, die a und /3 verbindet, ist 

2y 2# cos co m(%x 2?/ cos CD) -f n sin 2 o 
die Gleichung des Ortes. 

49. Es ist iiblicli und zweckmaBig ; die Koordinaten des 
veranderlichen Punktes, der einen Ort beschreibt, durch x\y y 
dagegen die Koordinaten fester Punkte durch Buchstaben 
mit Indizes oder mit Akzenten zu bezeichnen; dementsprechend 
sind in den vorigeu Aufgaben die Buchstaben x und y iiber- 
all fiir die Koordinaten des Punktes gewahlt worden, nach 
dessen Ort gefragt ward. Oft ist es aber zur Bestimmung 
des Ortes notwendig, die Gleichungen von Linien zu bilden, 
die mit der Figur in Verbindung etehen, und dann entsteht 
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die Gefahr der Verwirrung zwischen den laufenden Koordi- 
naten x | y eines Punktes in einer solchen Geraden und den 
Koordinaten x y des Punktes, der den gesuchten Ort be- 
schreibt. In solchen Fallen ist es zweckmaBig, die Koordi- 
naten des letzten Punktes zuerst durch andere Buclistaben, 
etwa a | |S 7 zu bezeichnen und die Betrachtung bis zur Auf- 
stellung einer sie verbindenden Beziehung zu fuhren. Diese 
ist bereits die Gleichung des Ortes und wird in der gewohn- 
lichen Form erhalten, indem man a\$ durch x \ y ersetzt. 

B. 1) Ort der Spitze P eines Dreiecks, von dem die Basis CD 
und das Verhaltnis AM : NB der Teile gegeben ist, die die Seiten 
in einer festen, der Basis parallelen Strecke AB abschneiden. 

Wir nehmen AB und die zu ihr rechtwink- 
lig durch A gezogene Gerade zu Achsen (Fig. Si) 
und haben A M , NB durch die Koordinaten a | /3 
von P auszudrucken. Sind x r \y', x n \y f die Ko- 
? ordinaten von C und Z), so ist die Gleichung der 
Geraden PC als der Verbindungslinie von a ft 
pig. si. un ci x r | y ! (Nr. 40) 

(f y 1 ) x (a x f ) y = fix* ay'. 

Dieser Gleichung genugt wie jeder Punkt von PC auch der in 
der Abszissenachse gelegene Punkt Jf, dessen Abszisse x AM 
ist; wir erhalten also aus ihr fiir y = 




, , . _ T 

\ und ebenso AN 



a = Q _ , 

Wenn AB c ist, so gibt die Beziehung AM = Jc NB 



eine Gleichung, in der die Bedingungen der Aufgabe durch die 
Koordinaten des Punktes P ausgedriickt sind. Nunmehr konnen 

ohne verwirrende Folge die GrSBen 
a\p durch x\y ersetzt werden, und 
es ergibt sich durch Beseifcigung der 
Briiche die Gleichung des Ortes in 
der Form 




P v _ 

2) Zwei Ecken A, B eines Drei- 
ecks ABC bewegen sich in fasten 
Geraden LM, LN und seine drei 
Seiten drehen sich um feste Punkte 0, P, $, die in einer Geraden 
liegen (Fig. 32); welches ist der Ort der dritten Ecke? 
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Wir nehmen die Gerade OP, die die drei festen Punkte ent- 
halt, zur OJ-Achse und die Gerade OX, die den Schnittpunkt der 
beiden festen Geraden mit dem Punkte verbindet, zur ?/-Achse. 
Unter den Yoraussetzungen 

0=Z>, OM=a, ON=a', OJP-c, OQ*=c' 

sind die Gleichungen von LM und LN 



1st A B eine durch die Koordinaten a | |S von C bestimmte Lage 
des beweglichen Dreiecks, so ist die Gleicbung von OP, als der 
Verbiudungslinie des Punktes of 1 15 mit P oder c|0: 

(a c)y /So? + /Jc = 0. 

Daraus folgen die Koordinaten des Schnittpunktes A dieser 
Geraden mit h -r =" 1 als 



und die Koordinaten von J? werden aus ihnen gefunden, indem 
man statt a, und c bez. a' und c f einfuhrt: 



Damit aber diese beiden Punkte ^ | y x und x% \ y% in einer 
Geraden durch den Nullpunkt liegen, muB (Nr, 40) 

fy : y^ = x 2 : ?/j sein, also 



a b(u - c) + ac/J a'l(cc- 

Da diese Beziehung von den Koordinaten des Punktes a | (3 
stets erfiillt werden muB, so wird die Gleichung des Ortes ein- 
fack dadurcn erhalten, da8 man a | jS mit x\y vertauscht; nach 
Beseitigung der Nenner ergibt sich 

(a - c) [a'l(x - c f ) + a'c'y] - (V - c f ) [al(x - c) + acy] 



Der Ort ist demnach eine durch den Punkt JO gehende 
Gerade. 

3) In der letzten Aufgabe den Ort der Ecke unter der 
Voraussetzung zu finden, daB die Punkte P, Q in einer statt durch 
durch L gehenden Geraden liegen. 
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Wir losen zuerst* das allgemeine Problem, in dem die Punkte 
P, Q eine vollkommen unbestimmte Lage haben, und wahlen 
dazu die Linien LM, LN zu Koordinaten- 
achsen. Sind dann die Koordinaten von 
P, ft 0, Cbez-ajft^lj^aal^alfc so 
ist die Bedingung auszudrticken, daB die 
Verbindungslinie der Punkte A und B, in 
denen die Geraden CP, CQ die Achsen schnei- 
den, stets durch gehe (Fig. 33). Nun ist die 
Gleichung von OP : (|3 y^) x (a a;^ # 
= /?#! ciy lf und der von ihr in der aj-Achse bestimmte Abschnitt 

daher LA = ^ ^ In gleicher Weise ist der von CQ in der 

P "" 2/i au Bx 

^/-Acnse gebildete Abschnitt Zr J5 = ^ ! i und daher die 

Of """ Ca 

Gleichung von 




Dafi diese Gleichung durch die Koordinaten # 3 j/ 8 erftillt werde, 
ist die Bedingung des Problems, d. h. die Koordinaten a|(5 des 
Punktes C sind durch die Beziehung verbunden 



, 



Die Beseitigung der Nenner zeigt, dafi diese Gleichung in den a [ |S 
im allgemeinen vom zweiten Grade ist. Wenn wir aber voraus- 
setzen, dafi die Punkte x^y^ %}\y. 2 in derselben Geraden y~mx 
durch L liegen, so daB y^^nix^ y^^mx^ ist ; so kann die Gleichung 

in der Form ^j^ l \ -f ^r^ - 1 geschrieben werden. Wenn 
a^yt-am) a^(aM-ft 6 

man nun die Nenner beseitigt und a | p durch ^ 1 2/ ersetzt, ei'gibt 
sich als Ort eine Gerade mit der Gleichung 

x*v*(y 2/1) y&fa x*) ^^(y m )- 

50. Statt die Bedingungen der Aufgabe direkt durch die 
Koordinaten des Punktes auszudrticken ; dessen Ort gesucht 
wird ; ist es oft zweckmaBig, sie zunachst mit Hilfe anderer 
Linien der Figur zu bestimmen. Dann ist es notig ; so viele Be- 
ziehungen aufzustellen ; als zur Elimination der so eingefiihrten 
Unbekannten hinreichend sind, urn nach vollzogener Elimi- 
nation eine Gleichung zwischen den Koordinaten des Punktes 
zu finden, dessen Ort gesucht wird. Die folgenden Beispiele 
werden zur Erlauterung dieser Methode hinreichen. 
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B. 1) Ort der Mittelpunkte der Rechtecke, die in ein ge- 
gebenes Dreieck ABC eingeschrieben sind. 

Wir nehmen EC und AB zu Koordinatenachsen (Fig. 34) und 
setzen E C = p, EB = s und A E = s': dann haben A C und B C die 

Gleichungen - -~ f 1 und - -h 1. 
p s p $ 

Wenn wir nun in der Entfernung 
KF = 7j eine Parallele FS ziehen ; so 
finden wir die Abszissen der Punkte F 
und $, in denen diese Parallele die Seiten 
AC und BC trifft, durch Substitution 
von y = 7c in die Gleichungen von -A (7 
und J?<7. So erhalten wir aus der ersten 
und der zweiten Gleichung bez. Mg. 34. 




Daraus ergibt sicb die Abszisse des Mittelpunktes von JTO (Nr. 14): 

A ..... r D' / 7f \ 

/jj . _. M _ _i < Di eg i s t c[j e Abszisse von 0, die Ordinate ist 
2 \ jp/ 

y = Y/C. Sollen wir eine Beziehung finden, die zwischen dieser Ordi- 
nate und Abszisse fur jeden Wert von k besteben muB, so naben 
wir nur zwiscben diesen Gleicbungen 7c zu eliminieren; dann erbalten 
wir fur die Gleichung des veiiangten Ortes 

2.. (.-0(1-?) oder -^ + ^-1. 

Der gesuchte Ort ist also eine Gerade, und die Achsen- 
abschnitte derselben zeigen, dafi sie den Mittelpunkt der Basis AB 
mit dem Mittelpunkte der H6he CE verbindet. 

2) Parallel zur Basis eines Dreiecks ist eine Gerade gezogen, 
und die Punkte, in denen sie die Seiten desselben schneidet, sind 
mit je einem festen Punkte der Basis durch Geraden verbunden. 
Ort des Schnittpunktes dieser Yerbindungslinien? 

Wir behalten die Achsen und die ttbrigen Bestimmungen in 
1) und nehmen als die Koordinaten der festen Punkte T uud V 
der Basis m und n \ 0. Dann ist die Gleichung 



von FT 



von SV 



[s 1 (l - | 



+ m y + Jf,x - 



o, 



0. 



Da nun der Punkt, dessen Ort wir suchen, in jeder der beiden 
Geraden FT und SV liegt, so driicken die eben geschriebenen 
Gieichungen Beziehungen aus, die seine Koordinaten erfilllen miissen; 
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da sie aber die GroBe fc enthalten, so entsprechen diese Beziehungen 
lediglich der besonderen Lage des Punktes, fur die die Parallele 
FS in der H5he k iiber der Basis gezogen ist. Eliminieren wir 
aber die TJnbestimmte k zwischen diesen Gleichungen, so erhalten 
wir eine Beziehung, die nebeu deD Koordinaten des betrachteten 
Punktes nur bekannte Grofien enthalt, und die, als wahr fur jede 
beliebige Lage der Parallelen FS, die geforderte Gleichung des 
Ortes sein muB. 

Wir setzen also die Gleichungen in die Form 

(s r \ 

-y a + *J 0, 

(s n) y fc (^y + x n) 0, 

und erhalten durch Elimination von 7c die Gleicliung des Ortes 
( s - *) (^y - a + m) - (*' + m) (jy + ^ - ), 

die Gleichung einer Geraden. 

3) In einem Dreieck sind die Schnittpunkte der Seiten und 
einer Parallelen zur Basis verbunden mit den gegentiberliegenden 
Basisecken; Ort des Schnittpunkte s der Yerbindungslinien? 

Die Aufgabe ist zwar ein besonderer Fall der vorigen, nimmt 
aber eine einfachere Auflosung an, indem man die Dreiecksseiten 
AC und CB zu Achsen wahlt; sind dann ihre Langen a und &, 
so k5nnen die proportion alen Absobnitte, die die Parallele in ihnen 
macht, durcb. ft a und |&& ausgedriickt werden. Dann sind die 
Gleichungen der Trans versalen AS und F: 

* + -- = ! und ^ + |=1; 
a ' fi6 pa b ' 

indem man die eine von der anderen subtrahiert und den Rest 
durch die Konstante 1 -- dividiert, erhalt man fur die Gleichung 
des Ortes -- ~ = 0, die Gleichung der Verbindungsgeraden der 
Spitze des Dreiecks mit dem Mittelpunkt der Basis (Nr. 45, 2). 

4) Es sind zwei feste Punkte A und JB, je einer in jeder 
Achse, gegeben und zwei verEnderliche A' und J5' in denselben 
Achsen so bestimmt, daB A* + OS 1 A + ist; Ort des 
Schnittpunktes der Geraden AS' und A 1 B? 

Sei OA a, OB = Z), OA f = a + 7c, so ist nach den 
Bedingungen des Problems OB r - I &; die Gleichungen von 

AS', A'B smd be, + -1, + - 1, oder 



ay al + lc(a x) = 0, Ix + ay al 



Orte aus dem Dieieck 
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Wir eliminieren "k durch Subtraktion und erhalten fur die 
Gleichung des Ortes x + y =* a + &. 

5) In der Basis AB eines Dreiecks sei ein Sttick AT=*Tc 
und am anderen Ende eiu Stuck SB 
genommen, das zu AT in einem fe- 
sten Verhaltnis in steht; werden so- 
dann ET und FS einer festen Ge- 
raden GE parallel gezogen, so ist 
der Ort des Punktes zu finden, in 
dem sich die Geraden EB und F A 
schneiden (Fig. 35). 

Wir nehmen AB zur #-Achse, RC zur ?/-Achse, setzen 




7* 



g . 35. 



E B = 5, J.JR =- s f , 12(7 = p, so dafi /SJ? = mk ist. Alsdann sind 
die Abszissen von S und von T bez. 5 w7c, (s f ft). 

Wir finden die Koordinaten von E und JP, indem wir diese 
Werte von x in die Gleiclrungen von AC und BG einsetzen; also 



E als (3' ft) 



f , F als 3 - 



Wir bilden nun die Gleichungen der Geraden EB und FA, 
namlich , , 

-??-*---^ -- 0, 





und eliminieren endlich 7c durch Subtraktion beider Gleichungen 
voneinander und Division des Bestes durch 7r; so erhalten wir 
die Gerade 




6) PP f und <J(J f sind ein Paar beliebige Parallelen zu den 
Seiten eines Parallelogramms ; welches 
ist der Ort des Schnittpunktes der 
Geraden PQ und P'#' (Fig. 36)? 

Wir nehmen zwei der Seiten des 
Parallelogramms zu Achsen, setzen > 
ihre Liingen gleich a und & und L -j - -J 
bezeichnen AQ' durch m und AP ~ 
durch n. Dann ist die Gleichung 

von P, als Verbindungsgerade der Punkte | n und m \ 6, 
(I n)x my + mn=~ 0, und die Gleichung von P'$', der 
Verbindungslinie von a\n mit m 0, 

^o; (a w)y mw 0. 

Da hier zwei unbestimmte GrSfien m und n vorhanden sind, so 
kann man vermuten, dafi es nicht moglich sein werde, sie beide 



Pig. 36. 
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aus diesen zwei Gleichungen zu eliminieren ; addiert man jedocli 
die beiden Gleichungen zueinander, so verschwinden beide Un- 
bestimmte und man erhalt den Ort lx ay = 0, die Gleichung 
der Diagonale AD des Parallelogramms. 

7) Ein Punkt und zwei feste Geraden sind gegeben; man 
zieht durch jenen irgend zwei Geraden und verbindet die Punkte, 
wo diese den festen Geraden begegnen, kreuzweise; Ort des 
Schnittpunktes dieser Verbindungslinien? 

Wir nehmen die festen Geraden zu Koordinatenachsen und 
lassen die Gleichungen der durch den festen Punkt willkurlich 
gezogenen Geraden sein 



. 

m' n r 

Weil diese Geraden durch den festen Punkt x f \y f geben mtissen, 

ist auch - h = 1 und 7 4- -^- = 1 oder durcli Subtraktion 
m ' n m' n' 



B rM _ _L\ + 2 

\m m'J J 

Die Gleichungen der Transversalen sind offenbar 



(- ^ = 1 und -y + = 1 ; sie liefern durch Subtraktion 

/I 1\ /I 1\ n 

x i --- \ 77 --- r=0, 
\m m'J J \n n' J 

Aus dieser Gleichung und der vorher gefundenen lassen sich 

--- r) und ( --- r) eliminieren, und wir erhalten dadurch 
wi vn> / \n n / * 

mit x'y + y'x = die Gleichung einer Geraden durch den 
Nullpunkt. 

8) Durch irgendeinen Punkt Q in der Basis eines Dreiecks 
wird in gegebener Richtung eine Gerade von gegebener Liinge 
so gezogen, daB sie in jenem Punkte halbiert (allgemeiner von 
der Basis in einem gegeben en Verh&ltnis geteilt) ist; welches ist 
der Ort der Schnittpunkte der Linien, die die Enden der Geraden 
mit denen der Basis verbinden, wahrend Q die Basis des Dreiecks 
durchlauft? 

51. Der Grundgedanke der analytischen Geometrie liegt 
darin, daB jede durcli einen Punkt zu erffillende geometrische 
Bedingung zu einer Gleichung fiihrt, die durch seine Koordi- 
naten befriedigt werden rauB. Darum ist es sehr wichtig, daB 
sich der Anfanger in der Anwendung jener Idee ube, um so 
moglichst jede geometrische Bedingung durch eine Gleichung 
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ausdriicken zu lernen. Wir fugen deshalb zur weiteren tTbung 
eine Anzahl von Aufgaben tiber Orte bei, die auf Gleichungen 
fiihren, deren Grad den ersten iibersteigt. Obwohl die Deutung 
solcher Gleichungen erst Gegenstand der spateren Kapitel und des 
weiteren Ausbaues der Wissenschaft ist, so ist docli die Methode, 
durch die man zu diesen Gleichungen gelangt und daniit 
haben wir es hier allein zu tun dieselbe, wie in dem 
Falle des geradlinigen Ortes. In der Tat erfahrt man ja erst 
durcb. die Aufstellung der Gleichung des Ortes den Grad der- 
selben und des Problems. Die folgenden Beispiele sind so 
gewalilt, daB sie nach der Reihenfolge ihrer Aufzahlung eine 
analoge Behandlung gestatten, wie die Aufgaben der vorher- 
gehenden Nummern. In den bei ihnen gegebenen Auflosungen 
ist vorausgesetzt, da8 die Achsen ebenso gewalilt sind, wie 
in den entsprechenden friiheren Beispielen. 

B. 1) Der Ort der Spitze eines Dreiecks, wenn die Basis und 
die Quadratsumme der anderen Seiten gegeben sind, ist 

%* + f = |m 2 - c\ 

2) Ebenso, wenn die Basis und die Summe oder Differenz 
der m- und '^fachen Seitenquadrate bekannt, etwa gleich p 2 sind: 

(m n) (x* + ?y 2 ) +2(m + n)cx + (m ) c 2 == jp 2 . 

3) Aus der Basis und dem Verhtiltnis der Seiten. 

4) Aus der Basis und dem Produkt der Tangenten der an 
ihr anliegenden Winkel: ?/ 2 + wz 2 ^ 2 = w a c 2 . 

In diesem und dem folgenden Beispiel sind die Werte der 
Tangenten der Basiswinkel zu benutzen, die in Nr, 48, 2 ge- 
geben sind. 

5) Aus der Basis und dem Winkel an der Spitze oder der 
Summe der Basiswinkel: a; 2 + y* 2cy cot c a . 

6) Aus der Basis und der Differenz der Basiswinkel: 

2 ?/ + 2<ny cot D c 2 . 



7) Aus der Basis und ftir das Verhaltnis der Basiswinkel 
A : B -. 1 : 2 



8) Aus der Basis und der Beziehung tg C mig B: 
m(x* + y 2 c 2 ) 2c;(c $). 



8 aim on- Fiedler: anal. Goo m. d. Kogolsolm. 8. Aufl. 
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9) Wie in Nr. 48, 4 ist die Gerade AP parallel zu C gezogen, so 
dafi sie zwei Geraden mit den Gleichungen y~mx nnd y = m f x + n f 
in Punkten J?, B 1 schneidet, und der Punkt P ist so bestimmt, 
daB PJL 2 = P.5-PJS' ist. Der Ort von P ist 



mx(m f x + ') *** y(m% + m '% + n r ). 

10) PA ist als das harmonische Mittel (Nr. 15, 2) zwischen 
AS und AJB* bestimmt: 2mx(m l x + ^ f ) = J/(w# + m f x + n ; ). 

11) Der Ort des Punktes, der in einem Dreieck von ge- 
gebenem Winkel an der Spitze und von konstanter Flache die 
Basis in gegebenen Verhaltnissen teilt, ist xy = const. 

12) Bei gegebenem Winkel an der Spitze o> und gegebener 
Basis ft soil der Punkt die Basis im Verhaltnis n : m teilen: 

a* , y 8 

2 * 



n* mn 

13) Wenn die Basis durch einen festen Punkt geht: 

mx' . ny' , 

-- == m + n. 
^ y 

14) Man soil nach Nr. 48, 8 den Ort von P bestimmen, wenn 
MN konstant ist: x 2 + y* + 2 xy cos co == const. 

15) Wenn M N durch einen festen Punkt geht: 



_ _ ___ 

x + y cos co y -f x cos CD 

16) Wenn sich eine Gerade urn einen festen Punkt dreht und 
wenn sie die Achsen in den sich mit der Geraden &ndernden Punkten 
M , N trifft, so ist der Ort des Schnittpunktes der Parallelen zu den 
Achsen aus M und N 

:+s:-i. 

x y 

17) Man soil in Nr. 49, l den Ort von P bestimmen, wenn 
die Gerade CD nicht zu AB parallel ist. 

18) Soil der Abschnitt A3 zwischen den Seiten eines Drei- 
ecks von gegebener Basis in einer gegebenen Geraden konstant 
sein, so ist der Ort der Spitze 



52. Anfgaben, in denen zu beweisen ist, daB eine be- 
wegliche Gerade durch einen festen Punkt geht. 
Nach Nr. 44 geht die Gerade 

a z + fc& 3 - 0, 
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wo & eine unbestimmte Grofie ist, immer durch einen festen 
Punkt, namlich durch den Schnittpunkt der Geraden 

a^x + a$y + a s 0, \x + \y + & 3 0. 
Wir entnehmen daraus den Satz: Wem die Gltklnuxj einer 
Geraden eine wbestmmte Grofie im ersten Grade enthalt, so geht 
die Grerade immer durch einen festen Purilct. 

B. 1) Wenn in einem Dreieck der Winkel an der Spitze und 
die Summe der reziproken Werte der Seiten gegeben sind, so geht 
die Basis immer durch einen festen Punkt. 

Fur die Seiten als Achsen ist die Gleichung der Basis 



, 
die zu erMlende Bedingung; daher ist die Gleichung der Basis 

L.M. ^BsajL wo m konstant und a unbestimmt ist; schreiben 
a m cti 

wir dies (a; y) + 1 0, so erkennen wir, daB die 

Basis stets durch den Schnittpunkt der Geraden x y =* und 
y = m geht. 

2) Die Ecken eines Dreiecks bewegen sich auf drei durch den- 
selben Punkt gehenden festen Geraden 
OA) OB, 00 und zwei seiner Seiten 
gehen durch feste Punkte; es ist zu be- 
weisen, daB auch die dritte Seite durch 
einen festen Punkt geht (Fig. 37). 

Wir wiihlen die festen Geraden 
OA, OB, in denen sich die Basisecken 
A) B bewegen, zu Achsen y, #, so daB 
die Gerade 0(7, die die Spitze des Drei- Mg.87. 

ecks durchlauft, eine Gleichung von der 

Form y mx hat, und bezeichnen die Koordinaten der festen 
Drehpunkte 1 und 2 yon AG und BG durch a^|y n ff 2 |2/ 2 . Sind 
dann in irgend einer Lage die Koordinaten der Spitze a\ma, so 
ist die Gleichung von AG 

0. 




Ebenso ist die Gleichung von BO 

0. 



Die Lilnge des von der Geraden A bestimmten Abschnittes OA 
wird hiernach durch Substitution von x <= in die Gleichung der- 
selben gefunden, namlich 



7* 
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ebenso die Lange des Abschnittes OB fur y = aus der Gleichung 
von BO als 



Daraus ergibt sich die Gleichung von AB 

" 

Da hierin a unbestimmt ist und nur im ersten Grade vor- 
kommt, so geht diese Gerade immer durch einen festen Punkt. Der- 
selbe zeigt sich, indem man die Gleichung in der Form 

/ mx y . + \ K 

<u a I --- - -- h 1 1 = 

y 



schreibt, als der Schnittpunkt der beiden Geraden 



3) Man untersuche, ob in der vorigen Aufgabe unter gewissen 
Bedingungen die Basis auch dann noch durch einen festen Punkt 
geht, wenn die Gerade, in der sich die Spitze C bewegt, den 
Punkt nicht enthalt. 

Wir behalten die Achsen und die Bezeichnung bei, mit der 
einen notwendigen Abweichung, daB die Gleichung der von der 
Spitze durchlaufenen Geraden durch y = mx + n und daher die 
Koordinaten der Spitze in irgend einer Lage durch a\ma + n 
ausgedriickt werden. Dann sind die Gleichungen von AC, BG 

(x 1 --a)y--(y i ~-ma n)x+a (y mx^ nx 1 0, 
(aj 2 ^a)y (y^^ma n)x + a(y e> ma^) nx% = 0, 

woraus OA - - "^ ~ 



x 1 a 
Daher ist die Gleichung von AB 



_ ! __ ^ 1 

nx t J a(y l mx l ) nx l 

Wenn diese Gleichung von Briichen befreit wird, so enthalt 
sie im allgememen a im zweiten Grade, und die Basis geht nicht 
durch einen festen Punkt. Wenn aber die Punkte ^ y l 7 ,r 2 | y 2 
in einer durch gehenden Geraden y = Jcx liegen, so daB wir 
2/ 2 = & # 2 und ^==70^ einsetzen k6nnen, so wird die Gleichung 

yt ma n x^ a ,. . 
x '^^ -- y -^ _ a (k - ) - ^, 

die a nur im ersten Grade enthalt und somit eine durch einen 
festen Punkt gehende Gerade darstellt. 



Zentrum der mittleren Entfemungen 

4) Jede Gerade ; die so bestimmt wird, daJB die Produkte 
aus gewissen Konstanten und den Abstanden einer Anzahl fester 
Punkte % | y l , x. 2 \ y% , ... von der Geraden die Summe Null geben, 
geht durch einen festen Punkt. 

1st die Gleichung der Geraden x cos a + y sin a p =* 0, 
so ist die von ^ | y 1 auf sie gefallte Normale von der LSnge 
$i cos a + 2/j sin 0? p , und die Bedingungen liefern 

% (iCj cos a + 2/i sin a jp) + wi 2 (a; 3 cos a + y% sin a #) 
+ w 3 (# 3 cos a + 2/s sin of jp) + = 0. 

Unter Benutzung der Bezeicnnung ^(m^x^) fiir die algebraische 
Summe der mx, d. h. fiir ^^ + wi 2 x 2 + " " ' un< i m gleicher Art 

-( m i2/i) fiir %2/i + ^2%H ---- 7 -(%) fur %+*w 2 "^ ---- 
konnen wir diese Gleicbung schreiben 

(w^J cos a + 2J (%2/i) sin a ^) 27 (Wj) 0. 

Indem wir in die ursprtingliche Gleicnung den Meraus erhaltenen 
Wert von p einsetzen, erhalten wir fiir die Gleichung der be- 
weglichen Geraden 

xE (w x ) cos a + yS (m^) sin a -^(^ a^) cos a J(m a ^) sin a = 
oder ^^(mj ^(w^) + [j/^CmJ SfayJ} tg a 0. 

Da diese Gleichung die unbestimmte Gr5Be tg cc im ersten 
Grade enthalt, so geht die durch sie ausgedriickte Gerade durch 
den festen Punkt, den die Gleichungen 

x (wj) 2 (w x ^) = 0, 2/2; (%) 27 (wj 2/j) = 
bestimmen, d. h. durch den Punkt 
~ 

Dieser wird oft als das Zentrum der mittleren Entfernungen 
der gegebenen Punkte bezeichnet, er ist der v '/*/ '/" ' der ge- 
gebenen Punkte, wenn die Koeffizienten m die denselben beigelegten 
Massen bedeuten. 

53. Enthalt die Gleichung einer Geraden die Koordinaten 
irgend eines Punktes im ersten Grade, so wie 
fax' + a%y' + a^x + Q>iX f +fyj f + ^y + (c^ f + c^y r + c s ) - 0, 
so geht diese Gerade immer durch einen festen Punkt ; wenn 
der Punkt d \ y' sich selbst auf einer Geraden 



bewegt; denn dann kann mit Hilfe dieser Beziehung x 1 aus der 
gegebenen Gleichung eliminiert werden, und die unbestimmte 
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GroBe y r verbleibt im ersten Grade in derselben, die Gerade 
geht also (Nr. 52) durch einen festen Punkt. 

Daraus entspringt der Satz: Sind die Koeffizienten a 1; 
a 2 , a s der Gleichung a^x + a%y + a s = durch die Beziehung 
Jc l a 1 + & 2 # 2 + & 3 a 3 = verbunden, in der 7c t , 7c 2; 7s 3 Konstanten 
sind, wahrend a i} a 2 , a s veranderlich gedacht werden, so gelit 
die durch diese Gleichung dargestellte Gerade immer durch einen 
festen Punkt. 

Denn durch Elimination von a B zwischen beiden Gleichungen 
erhalten wir 

\K^CO ^iJ ^i "T~ (J^$y ~~~" '^sJ ^j ^^ ^9 

die Gleichung einer Geraden durch den Punkt ^ j*-- 

54. Das Teilverhaltnis des Punktes, in dem die Ver- 
bindungsgerade der Punkte X 1 \y 1) x^\y^ von der Geraden 
a^x + a%y + a s = geschnitten wird, finden wir nach einer 
Methode, die wir oft anwenden werden, um den Punkt zu 
bestimmen, in dem die Verbindungsgerade zweier gegebenen 
Punkte durch einen gegebenen Ort geschnitten wird. 

JSTach Nr. 14 sind die Koordinaten eines Punktes in der 
Verbindungsgeraden der Punkte %i\y { , # 2 |?/ 2 immer durch 
^ = 1 M j. M "*"' y ==ss ir~i ^^ darstellbar, und wir konnen 

"1 T" **S ^I "T ^J 

das Verhaltnis t : w 2 v, in dem dieselbe durch den gegebenen 
Ort geteilt wird, als eine unbekannte GroBe ansehen, die sich 
aus der Bedingung bestimmt, daB die eben geschriebenen 
Koordinaten der Gleichung des Ortes geniigen miissen. 
So haben wir im gegenwartigen Falle 

woraus sich die Koordinaten des gesuchten Punktes ergeben. 
Der Wert fur v = n^in^ sagt geometrisch aus, daB das 
Verhaltnis, in dem die Verbindungslinie von x l \y^ und ^ |y 2 
geschnitten wird, dem Verhaltnis der Abstande dieser Punkte 
von der gegebenen Geraden gleich ist; denn diese Abstande sind, 
mit y& 1 *+ a 2 3 multipliziert, Z*ahler und Nenner des Bruches. 
Vgl. Nr. 42 und 43. 
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Das Minuszeichen in dem vorher gefundenen Werte ent- 
springt daraus, daB in dem Falle des inneren Schnittes, dem 
(N"r. 14) das Pluszeichen 
von n^in^ entsprieht, die 
Normalen auf entgegen- 
gesetzten Seiten der ge- 
gebenen Geraden liegen, 
daher (Nr. 42) als von 
entgegengesetzten Zeichen 
angesehen werden miissen. 

B. 1) Wenn eine Ge- 
rade die Seiten eines Dreiecks J3<7, CA, AB in den Punkten 
, M, N schneidet (Pig. 38), so ist 

BL'CM-AN 
LC-MA-NB^ * 

Sind die Koordinaten der Ecken fcjft, ^12/2? ^sl^/s) so 
haben wir 
BL 




_ 
~LC ^^3 + ^2/ + ^ M A 



_ 

NJ3 

die Walirheit des Satzes ist offenbar. 

2) Wenn die Verbindungsgeraden eines Punktes mit den 
Ecken eines Dreiecks die Gegenseiten BC, CA, AS bez. in 
Punkten D, JGJ, F schneiden, so ist 



_ , 
DC + 



Sind die Ecken x 1 \ y 1? a; 2 1 7/ 2? a? 3 1 2/ 3 , und ist der angenommene 
Punkt # 4 1 2/ 4 , so folgt 



JJ C x l (2/ 4 - 2/.) + Xt (y s - 



JE? J. asj (2/ g - 2/4) + a't (2/, 4 - ft) + *4 (ft ~ 

^ ~ ft) + ^ ( ft ~ 



... 

- 2/4) + ^ (2/4 - 2 
und die Wahrheit des Satzes ist offenbar. 

55. Polarkoordinaten. Es ist im allgememen niitzlicli, 
diese Methode anzuwenden, wenn die Aufgabe verlangt, den 
Ort der Endpunkte von geraden Strecken zu finden, die nach 
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- " 



einem gegebenen Gresetz durcli einen festen Punkt gezogen 
sind. Die folgenden Aufgaben 1 4 fuhren auf geradlinige 
Orte, 58 auf Orte hoherer Ordnungen. 

B. 1) A und B sind zwei feste Punkte; 
durcb B wird eine Gerade gezogen, von A 
ein Lot AP darauf gefallt und dasselbe so 
verlangert, daB das Recbteck AP-AQ kon- 
stant==7c 3 bleibt. Ort desPunktes Q? (Fig. 39.) 
^j? Wir nebmen A zum Pol und AB zur 

festen Acbse, so daB AQ der durcb r zu be- 
zeicbnende Vektor und der Winkel BAQ = <$ ist; die Aufgabe for- 
dert, die zwischen r und # bestebende Gleicbung zu finden. Wir 
setzen AB = c und liaben AP = c cos <fr; wegen AP AQ = 7c 2 
ist alsdann 

re cos # = A/ 8 , oder r cos # = 

c 

Dies ist (Nr. 47) die Gleicbung einer Normalen zu -4J5, die vom 
Pol A den Abstand & 2 : c bat. 

2) Von einem Dreieck, dessen Winkel 
gegeben sind, ist eine der Ecken A fest, die 
zweite B bewegt sicb langs einer festen 
Geraden, man soil den Ort der dritten 
finden (Fig. 40). 

Wir nebmen die feste Ecke A zum 
Pol und das von A auf die feste Gerade 
gefallte Lot AP zur Acbse, so daB AC => r, 
<$ PAO = <$ ist. 

Da die Winkel des Dreiecks ABO ge- 
geben sind, so steht AB in eicem festen 
Verbaltnis zu AC, d. b. AB m - AC und 
< PAB a; aber man bat ^P A B - cos P^LJ?, d. h. 
mit J.P=a, mr cos (# a) a, also (Nr. 47) die Gleicbung 
einer Geraden, die mit der gegebenen einen Winkel cc bildet und 
vom Pol A um die Strecke a : m entfernt ist. 

3) In einem Dreieck ist die 
Basis und die Summe m der 
beiden anderen Seiten gegeben; 
in einem Endpunkt B der Basis 
erricbtet man auf der anliegenden 
Seite BO ein Lot und verlangt, 
den Ort des Punktes P zu fin* 
den, wo dieses veranderlicbe Lot 
von der auBeren Halbierungslinie OP des Winkels an der Spitze 
getroffen wird (Fig. 41). 




Pig. 40. 




Pig. 41. 
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Indem wir den Punkt B zum Pol wahlen, wird BP der 
Vektor r und durch Wahl der verlangerten Basis zur festen Achse 
wird der Winkel DBP =* &, und die Aufgabe verlangt nun, r durch 
& auszudriicken. Wir bezeichnen die Seiten und die Gegenwinkel 
des Dreiecks durch a, ft, c, A, J5, 0\ dann ist offenbar 
^C B CP= ~-TC i (7 und aus dem Dreieck PCB folgt a = r tg -5- 0. 

A j 2 

Wenn wir a und tg -|- durch -9- ausdrucken konnen, so ist die 
Aufgabe gelost. Aus dem Dreieck ABCisi & 2 =a*+c 2 2 accost; 
hier kann fur & eingesetzt werden m a und ist cos B == sin #; 
daher 

w 2 2am + a 2 = a 2 + c 2 2ac sin # 

und fl ^r? ~ OA 

2 (w c sin #) 

Ferner ist identisch tg - G = 



Aber Z?sinC=csinJ? = ccos'O 1 ; JbcosO^a -ccosJ?? a 

i j. 1 n 

alSO tff ~ C 

a 



2 

Nun setzen wir die eben fur a und tg ~ G gefundenen Werte 
in die Gleichung a = r tg -- G ein und erhalten 

??i s c 2 re cos # T ^ w 2 c j 
. a ; , oder t* cos 07 =* 

Der Ort ist demnach eine Normale zur Basis des Dreiecks, 

in dem Abstande vom Punkte B. 

& c 

Zu weiterer Ubung untersuche man den Ort, der bei gegebener 
Different der Seiten durch die innere Halbierungslinie des Winkels 
an der Spitze bestimmt wird. 

4) Gegeben sind n feste Geraden und ein fester Punkt 0; 
wenn man durch diesen irgend einen Yektor zieht, der diese Ge- 
raden in Punkten JR^ Jft 2 , J? 8 , ... E n schneidet, und in ihm 
einen Punkt E so bestimmt, daB OE das harmonische Mittel aller 
dieser Vektoren oder 

n l _J_ 1 _ t l 

~OM "" 01^ "*" 0jR, ^ OEt + ' ' ' "r Qft^ 

ist, so soil man den Ort von E bestimmen. 

Wenn die Gleichungen der Geraden durch 

r cos (& a) Pu r cos (# /J) # 2 , r cos (# y) jp 81 usw. 
dargestellt werden, so ist die Gleichung des Ortes offenbar 



~ , - i 



nach Nr. 47 die Gleichung einer Geraden. Der hierin enthaltene 
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Satz ist nur ein besonderer Fall eines weit allgemeineren, den wir 
sp'ater beweisen werden. 

5) Samtliche Punkte P einer festen Geraden MB mit der 
D Gleichung r cos & = m werden durch Vektoren OP 
Q' mit dem Pol verbunden und alsdann tragt man 
'*p von P aus auf jeder dieser Verbindungslinien 
nach beiden Seiten eine konstante Lange 
O^^i j-* \PQ' . pQ"\=d ab. Man soil den Ort der 
Punkte Q 1 sowie den Ort der Punkte Q n 
Fig. 42. finden (Fig. 42). 

Nach der Voraussetzung ist OP = 



in rechtwinklige Koordinaten tibertragen gibt dies 
(x-m)*(sP + y*)-ffla?. 

Wie man sieht, entspricht jedem der beiden durch die Gesamt- 
heit der Punkte Q' bzw. Q" gebildeten Kurvenzuge bei Polar- 
koordinaten eine besondere Gleichung, wahrend nach Einfiihrung 
rechtwinkliger Koordinaten beide Kurvenzuge zusammen durch 
eine einzige Gleichung dargestellt werden. Die Punkte Q* und Q n 
erfullen eine Kurve vierter Ordnung ; die sog. Konchoide dcs 
NiJcomedes. 

6) Ort von Q J und fr , wenn P irgend einen durch seine 
Polargleichung ^5=9 (&) gegebenen Ort durchlauft. 

Da nach der Voraussetzung OP in Funktion von <9* bestimmt 
ist und OP der um d verminderte oder vermehrte Eadiusvektor r 
des Ortes ist, so haben wir in die gegebene Gleichung nur r + d 
fur r zu substituieren: 

r q: d = cp (^). 

7) Wenn OP so weit verliingert wird, daB OQ -= 2 - OP 
ist (Fig. 43), so ist OP die Halfte von dem r des Ortes ; und 

man hat an Stelle von r in die 
gegebene Gleichung ^ r einzu- 
, setzen. 

8) Wird der Winkel MOP 
halbiert und in der Halbierungs- 
^ n * e e ^ ne Strecke OP f ab- 
getragen, so dafi OP f2 =m-OP 
ist, so soil der Ort von P' gefunden werden unter der Voraus- 
setzung, daB P die Gerade MP (Fig. 44) beschreibt. Da nun 
MOP das Doppelte vom # des Ortes ist, so hat man 

^ "* cos 2fr' und die GleictLUn g des Ortes ist r 2 cos 2-0- m*. 
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56. Offenbar kann aucli eine Gleichung hoheren Grades 
gerade Linien darstellen, namlich dann und nur dann (Nr. 28), 
wenn ihre linke Seite in lauter Faktoren vom ersten Grade 
zerlegt werden kann. Wir konnen jederzeit solche Gleichungen 
^ten G ra des bilden, indem wir n lineare Gleichungen Seite 
fur Seite miteinander nmltiplizieren. Dagegen ist es aus einer 
vorgelegten Gleichung nicht ohne weitere Kriterien erkennbar, 
ob die durch sie dargestellte Kurve zerfallt. Wir betrachten 
hier nur den Fall, wo sie in ^Geraden zerfallt, die uberdies 
durch einen Punkt gehen. Derselbe muB dann als ein nfaclier 
Punld der zerfallenden Eurve ^ ter Ordnung bezeiclinet werden 
(Nr. 27), denn fur seine Koordinaten verschwindet jeder der 
n Faktoren der linken Seite. Eine homogene Gleichung w ten 
Grades &wischen #wei Veranderlichen stellt n Geraden dar, die 
durch einen PmJct gehen. Denn ist diese Gleichung 
(2) y n pxy n -i + qx*y n ~ 2 ---- t&~0, 

so erhalten wir durch Division mit x n 



eine Gleichung, die durch Auflosung n Werte fiir ~ liefert; 
bezeichnen wir dieselben durch a, 1), c . . ., so kann die ur- 
spriingliche Gleichung in die Faktoren zerlegt werden 

(y - 0ff) (y &aO (# ca?) 0. 
Sie stellt also n Geraden dar 

y ax =* 0, y lx 0, . . ., 
die alle durch den Anfangspuukt der Koordinaten gehen. 

Eine allgemeinere Form der Gleichung erhalten wir durch 
Koordinatentransformation, die etwa a \ b zum Nullpunkt 
macht. Kann daher eine Gleichung n ton Grades auf die Form 
gebracht werden 



t(x-a) n =*Q, 
so bestiromt sie n Geraden durch den Punkt a b. 

B, 1) Der durch die Gleichung xy**Q dargestellte Ort 
besteht aus den beiden Koordinatenachsen, weil der Gleichung 
durch jede der beiden Voraussetzungen x 0, y = geniigt wird. 
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2) Der durch y? y* dargestellte Ort wird von den 
Halbiemngslinien der Achsenwinkel x y = gebildet (Nr. 43). 

3) Die Gleichung y? bxy + 6?/ 3 = stellt die beiden 
Geraden x 2y 0, # 3?/ = dar. 

4) Der durch a; 2 2xy sec # + y* = dargestellte Ort ist 



5) Welche Geraden sind ausgedrlickt durch 

a; 2 2aJ2/tg# ?/ 2 = 0? 

6) Welche Geraden bestimmt 



57. Geradenpaar, Wenn eine Gleichung zweiten Grades 
zwei gerade Linien oder ein Geradenpaar darstellt, so mu8 
sie durch Koordinatentransformation auf die homogene Form 
(3) Ax* + 2Bxy + Cy*=*Q 

gebracht werden konnen. Sie stellt in der Tat die beiden 
Geraden 

y m^x = 0, y m 2 x = 

dar, wenn m ly m% die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
sind 



J5 
oder also m + m z = 2 ^, 

Bei reellen Koeffizienten der quadratischen Gleichung sind 
diese Wurzeln entweder reell und verschieden, reell und 
gleich oder konjugiert komplex, je nachdem die Diskriminante 

(4) B*-AC^O ist. 

Im ersten Falle stellt die gegebene Gleichung ein Paar 
reeller Geraden durch den Nullpunkt dar ; deren Richtungs- 
koeffizienten m n m 2 sind. Ist zweitens die linke Seite der 
Gleichung ein vollstandiges Quadrat, so sagen wir, um den 
Sprachgebrauch der Geometric dem der Algebra anzupassen, 
die Gleichung stelle zwei zusammenfallende Geraden dar und nicht 
nur eine Gerade schlechthin. Sind drittens die Wurfceln komplex, 
so genugen der Gleichung keine anderen reellen Koordinaten 
als x = 0, y 0, sie stellt also einen Ort dar, der auBer dem 
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Nullpunkte nur imaginare Punkte enthalt. Wollen wir in 
tJbereinstimmung mit der Ausdrucksweise der Algebra bleiben, 
so mussen wir in der Tat in die Betrachtung auch imaginare 
Geraden aufnehmen und konnen dann sagen: Eine reelle qua- 
dratische liomogene G-leicfmng mitnegativerDislcriminantedefiniert 
ein Paar konjugiert imaginarer Gwaden mit dem Nullpunkt als 
reellem Schnittpunlct oder Trager. 

Wir deuten nun allgemein eine in x a, y "b Jiomogene 
guadratisclie Oleicliung als ein G-eradenpaar mit dem Doppel- 
punltf a | ?>, Ohne Annahme dieses einheitlichen Spracli- 
gebrauclis der Algebra wiirde in vielen Fallen die Einfaclxheit 
und Strenge des Ausdrucks nnd manche wichtige Analogic 
verloren gehen mussen. Diese Ausdrucksweise reicht wirklicli 
auch aus, urn der homogenen Gleicliung n ten Grrades die Deutung 
als n Geraden durch einen Punkt zu sichern, da jede reelle 
Gleichung in reelle Faktoren ersten und zweiten Grades zer- 
legt werden kann. Uberhaupt iet hervorzuheben, da8 weiterhin 
keine Gleichungen hoheren Grades mit komplexen Koeffizienten 
berticksichtigt werden, daB dagegen infolge des eben erwahnten 
TJmstandes bei den linearen Gleichungen neben den reellen 
auch die komplexen zur Geltung kommen mussen. 

58, Winkel 9 des G-eradenpaares. Wenn die Gleichung (3) 
auf die Form G(y m } x) (y m^x) = gebracht ist und recht- 
winklige Koordinaten vorausgesetzt werden, so gilt nach (15) in 
Nr. 36 fiir den Richtungsunterschied $ der beiden Geraden m ly m% 
tg S JT-^~~- Da nun aber nach Nr. 57 m 1 + m z und 
bekannt sind, also 



___ 

^]/ J5 2 AC 

ist, so folgt zur Bestinimung YOU S aus den Koeffizienten der 
quadratischen Gleichung 



*) Fiir scMefe Achsen ergibt sich in derselben Weise die Formel 
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Insbesondere schneiden sicJi die leiden Geraden recUwinldig 
oder Ulden ein Rechtwinkelpaar, wenn A + == ist, also die 
GleicJmng des Paares die form Jiat 

x* + 2lxy - f ; 
welches auch der Wert von & sei. 

Die Formel (5) dient auch als Definition des Winkels 
zwischen konjugiert imaginaren Geraden, und zwar zeigt sie 
denselben als rein imaginar an (Nr. 46), da i (A + C) tg $ 
gleich der Quadratwurzel aus der im vorliegenden Falle nega- 
tiven Diskrirainante ist. Insbesondere schlieBt das Geradenpaar 
x* + y**=Q wegen tgtf = i einen ganz unbestimmten ima- 
ginaren Winkel ein. 

B. Die Winkel in den Geradenpaaren 

x z + xy G^/ 2 = bez. x* 2xy sec ^ + 2/ 2 ^ sind 
TT und 4-^ bez. ^ und TC ^. 

4 4 

59. Das Paar der Winkelhalbierenden ist stets reell. 
Bezeicknet man unter den Voraussetzungen der yorigen Nummer 
durcli y px = die Gleichung einer Halbierungsliaie des 
Winkels <J, so bestimmt sich der Eichtungskoeffizient ^ durch 
die Bemerkung, daB er die Tangente eines Winkels ist, der 
gleich. der halben Summe der zu m lf % gehorigen Neigungs- 
winkel sein soil. Aus 

2 arc tg /i => arc tg m t + arc tg m% 

i j. 2u- w t 4-w* ., 25 

folgt r- 41 ! *"* - L ~ J -; somit = - 7^ 

& 1 ft 8 l wjj w a ^l C 

oder ^ 2 +^~^~-l0. 

Die Wurzeln ^4, /i B dieser qnadratischen Gleichung sind die 
Richtungskoeffizienten der inneren und der auBeren Halbierungs- 
linie des Winkels 8 (Nr. 43). Indem wir also in die Gleichung 
fur /i seinen Wert y : x einsetzen, erhalten wir die Gleichung 
des Paares der Winkelhalbierenden 

(6) jf+^xy-of-0. 

Man erhalt dieselbe auch, wenn man zu y m 1 a?s0 ; 
y m^x == nach Nr.43 die Gleichungen der beiden Winkel- 
halbierenden bildet und sie miteinander multipliziert. 



Winkelhalbierende; harmonisclie Gruppen 



Die Diskriminante ~.J+ l der Gleichung (6) ist stets 
positiv, woraus hervorgelit, daB ein Paar von imagindren Ge- 
raden reelle Wirilcelhalbierende hat. Die Form der Gleichung 
(6) zeigt (Nr. 58), daB die beiden Halbierungslinien recht- 
winklig zueinander sind. Fur B reduziert sich die Gleichung 



auf xy 0, d. L alle Geradenpaare Ax* + Cy s = haben die 
Achsen zu Winkelhalbierenden. Ist jedoch auBerdem A = G 
so wird [i vollig unbestimmt, d. h. jedes RecUwinlcelpaar bann 
als ein Paar von Winkelhalbierenden des imaginaren Geraden- 
paares # 2 + y* = angesehen werden. 

60. Die Beding-ung liarmonischer Lage der Geradenpaare 
Ax*+ 2Bxy + Cy 2 = 0, A'x*+ 2B'xy + C'y*= 
lautet AC 1 + A'C - 2BB' - 0. 

Gehoren zu den Geraden der beiden Paare die Eiclitungs- 
koeffizienten m 1? m^ m\, m 1 ^, so miissen sich die Geraden 
y m\x~Q, y m' 2 x = Q in der Form darstellen lassen 
(Nr. 43 und 44): 

y m^x + 7c (y m 3 ic) = 0, y rniic fc (j/ m. 2 it;) = 0, 
wenn sie zu y m^ = 0, j/ m 2 # barmonisclx sein 
sollen. Hieraus folgt 



und durch Elimination von 7c erhalt man die Bedingung harmo- 
nisclier Lage ; ausgedriickt in den Richtungskoeffizienten: 

{m l m'j) (0Wj m' 2 ) + (% ^ f j) (% w\) == oder 
(7) m 1 m 9 + w'jw'a | (m A + ^55) (m\ + m f 3 ) 0; 
dies ist aber mit der zuvor angegebenen Form identiscli wegen 
J5 J. w', +m'a 2?' I, -^. r 

' 



Verbinden wir damit die Bedingung A f + 0' ; so 
folgt B 1 :C' **> (A <7) : 2 J5 ; d. L #u mem gegebenen Qeraden- 
paar gilt es nur ein hawnonisches Rechtwinlelpaar, das Paar 
seiner Winkelhalbierenden (Nr. 59). 
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Von grofier Wichtigkeit ist die Einsicht, daB die Koeffi- 
zientenbedingung der harmonischen Lage fur Punktepaare 
(Nr. 16) und Geradenpaare identisch ist. 

Diese geht geradezu in jene fiber, wenn wir eine Ko- 
ordinate konstant setzen, z. B. drtickt AC' + A ] G = 2BB f 
fur y Jc zugleich die harmonische Lage der Punktepaare 
Ay? + 2Bkx + CW = 0, A'x* + ZB'Jcx 4- C' - aus. Dies 
gibt aber ; da jede beliebige Gerade in y 7c = transformiert 
werden kann, den sehr wichtigen Fundamentalsate : Jede Ge- 
rade sclineidet zwei JiarmoniscJie Geradenpaare in harmonischen 
Punktepaaren; und umgekehrt bilden die Verltmd'imgslinien der 
Punkte $weier harmonischen Paare mit einem beliebigen Punlcte 
der Ebene zwei harmonisclie StraUewpaare. 

# Diese tTbereinstimmung begriindet auch die Analogie 
in der Darstellung des Imaginaren. Soil namlicli das erste 
Greradenpaar zugleich zu einem dritten-4'^ 2 + 2B"xy + C n y* = 
harmonisch, also auch AC" + A"C - 2BB" sein, so 
lassen die beiden Bedingungen nur eine gemeinsame Losung zu 



wie in Nr. 16 und 17. Zu zwei gegebenen Geradenpaaren mit 
demselben Doppelpunkt ist also unzweideutig ein gemeinsanaes 
harmonisches Paar bestimmt, auch dann, wenn dieses imagintir 
ist (Nr. 16 und 17). 

#61. Absolute Kichtungen. Von ganz hervorragender 
Bedeutung sind die imaginaren Geradenpaare 

(8) (a? - a) 3 + (y - ft) 2 - 0. 

Jeder Punkt a|6 ist der Doppelpunkt ernes derselben, und 
zwar wird dasselbe offenbar gebildet von den durch ihn ge- 
zogenen Parallelen zu den Geraden des Paares am Nullpunkt 

(9) a? 2 + f oder x iy 0. 

Es gibt also in der Ebene zwei ausgezeichnete iraagmiire 
Richtungen (Nr. 31), die den mit a? 3 -f y 2 = gleichgericliteten 
Geradenpaaren angehoren und kurz die imaginaren ahsoluten 
(isotropen) HicMungen heiBen sollen. In der Tat sind sie bei 
alien Koordinatentransformationen, also auch (Nr. 13) lei alien 



Die absoluten Richfcungen in der Ebene H3 

Sewegungen der Ebene in sich unveranderlich oder absolut, denn 
es 1st 

(x cos # y sin #) 2 + (x sin # + y cos #) 2 a; 2 + j/ 2 . 

Dies ist nur moglich, wenn dep TPwM irgend einer Geraden 
der Ebene mit einer Geraden absoluter Richtung unbestimmt ist, 
und in der Tat ergibt die Pormel (15) in Nr. 36 stets tg d i 
(Nr. 46). Gleicliwohl mussen wir die Geraden von den Rich- 
tungskoeffizienten i als bestimnite Geraden auffassen, da sie 
durcli bestimmte Gleicliungen gegeben sind, nur lassen sie sich 
nicht durch gemessene Winkel angeben. 

Ferner gelit die Bedingung harmonischer Lage eines 
Geradenpaares Ax* + 2Bxy + Cy* mit # 2 + 2/ 2 (Nr. 60) 
iiber in A + = ; d. h. in die Orthogonalitatsbedingung 
(Nr. 58). Hieraus folgt: Wenn zwti Geraden in bezug auf die 
durch ihren Schnittpunkt gehenden Geraden der absoluten Bich- 
tungen Jconjugiert harmonisch sind, so Bind sie zueinander recht- 
winldig (vgl. Nr. 59 am SchluB). Und umgekehrt ist ein Geraden- 
paar der absoluten Hichtungen definierbar als das gemeinsame 
harmonische $u irgend zwei Rechtwinkelpaaren, die denselben 
Doppelpurilct haben.*) Eine besondere Folgerung aus dem ersten 
Satz ist die, daB jede Gcrade alsoluter Richtung $u sich selbst 
rechtwinJdig ist, wie auch die Ortliogonalitatsbedingung in 
Nr. 36 (SchluB) w 2 ~ ftir m l m^ i bestatigt. 

WZ>l 

tJberhaupt ergibt die Anwendung unserer metrischen 
Formeln auf x iy scheinbare Widerspruche. Jeder 
Punkteiner dieserGeraden hat stets den Vektor "|/# 2 + y* 



^ ^ 

*** Y(% + iy) ( ~ iy) =* 0. Somit haben iiberhaupt alle in 
einer Geraden absoluter Richtung gemessenen Streclcen die Lange 
Null; infolgedessen fuhren sie auch bisweilen den Namen: Ge- 
raden ohne Lange oder Minimalgeraden. 

Von einer Geraden absoluter Richtung hat jeder PunJct der 
Ebendj der nicht in der Geraden liegt, unendlich grofien Abstand. 
Denn in der Abstandsformel (31) in Nr.42 enthalt der Nenner 

*) Man bestatigt dies direkt in der Endformel der vorhergenenden 
Nummer, denn im Falle A' + C'**Q, J. / ' + C // ergibt diese Formel 
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* 
die Wurzel aus der Quadratsumme der Koeffizienten von x und y 

in der Gleicbung der Geraden, und diese Summe 1st unter 
unserer Annabme 1 + i* = 0. In der Tat kann das Lot, das 
von dem Punkte auf die Gerade absoluter Richtung gefallt 
wird, keine endliche Lange haben, denn die parallelen Geraden 
dieser Richtung sind aucli zueinander recbtwinklig. Ebenso 
erklart sich das erste Paradoxon, da dock die Entfernung 
zweier Punkte einer solchen Geraden zugleich den senkrechten 
Abstand jedes der Punkte von der Geraden bedeutet und 
deswegen Null sein mufi (Nr. 42). Diese scheinbaren Wider- 
sprucbe, die der Anblick metrischer Formeln sofort dem Leser 
aufdrangt, sobald er die vorkommenden GroBen auch komplexer 
Werte fabig denkt ; erbalten so aus jener Definition der ab- 
soluten Ricbtungen durch Rechtwinkelpaare ibre Losungen. 

62. Bedingung, tinter der die allgemeine Gleiclixing 
des zweiten Grades ein Geradenpaar darstellt. Die all- 
gemeine Gleicbung zweiten Grades scbreiben wir 

(10) a n y? + 2a,tfXy + a n f + 2a n x + 2<^ z y + a 33 ^ 0. 
Ordnen wir sie an in der JPorm 





und losen sie nacb x auf, so ergeben sich im Palle a n ^ 
die Wurzeln 



Diese Werte von x konnen nur dann auf die Form 
x my + n reduziert werden ; wenn die GroBe unter dem 
Wurzelzeicben ein vollstandiges Quadrat ist. Dies ist bekannt- 
licb allein der Fall, wenn man bat 

(V- %i%s) (V- %%) - Oas^s ~ ^n^a) 2 ^ 0, 
Die Ausfubrung der angedeuteten Operationen liefert nach 
einer Division durcb a n 

(11) a a a 22 % + 2a 23 a 13 a 12 - %% 2 - a 22 a 13 3 - %%*= 

als die Bedingung, unter der die allgemeine Gleichung des 
zweiten Grades zwei Geraden darstellt. 



Diskriminante der allgemeinen Grieiclmng 2. Grades H5 

Die Bedingung (11) lafit sicli mit Hilfe einer Deter- 
minante dritten Grades in der Form 



(12) 



A E= 







schreiben, und wenn man verabredet, da8 
sein soil wie an, laBt sich (12) durch 



n dieselbe GroBe 



(12a) 



a 21 







ersetzen, wo nun bei jedem Element a^ der erste Index die 
Zeile, der zweite die Spalte anzeigt ; in der das Element steht. 

Man nennt die linfee Seite von (11) oder die Deter- 
minante (12) die DisJcriminante A der Gleichung zweiten 
Grades (10). Unter der Bedingung, da/3 die Diskriminante A 
verschwindet, stdlt die Gleichung zweiten Grades eine zerfallende 
Kurve wueiter Ordnung dar, die einen Dopjoelpunkt lesitzt, d. Ti. 
ein Geradcnpaar. 

Die vorstehende Ableitung der Bedingung (11) setzt 
allerdings 3 wie schon bemerlct wurde, &n^0 voraus; ist 
a n = und a^ ^ 0, so lost man die Gleichung (10) nicht nach 
x, eondern nach y auf 7 verf ahrt analog wie im Falle a tl ^ 
und gelangt alsdann wieder zu der Bedingung, die sich aus (11) 
far a u = ergibt. Ist jedoch a n = a 22 = 0, so muB man 
einen anderen Weg einschlagen, um die Bedingung ftir ein 
Geradenpaar zu erhalten. In diesem Fall reduziert sich die 
Gleichung (10) auf 

und hier setzen wir a 12 ^ voraus, denn im Falle a 12 
wurde die Gleichung (13) iiberhaupt nicht mehr vom zweiten 
Grade sein. Man kann nun (13) in der Form 

" '-0 



schreiben, wo der Zahler 2a 13 a 18 a 23 a 8S a 12 2 des letzten Gliedes 
genau der Ausdruck ist ; in den die Diskriminante (11) im Falle 

s* 
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#11 = ^22 ^ tibergebt. Verschwindet dieser Ausdruck, so 
zerfallt die durcb (13) dargestellte Kurve in die Greraden 



B. 1) Die Gleichung x*- 
zerfallt in die Gleichungen der Geraden 

a.-y-l O, 4y + 2 -0. 

2) Stellt die Gleicliung 

(ax + fa - r a ) 8 - O 2 + /3 2 - ' 2 ) (^ 2 + !/ - >' 2 ) 

zwei Geraden dar und welche? 

3) Die Gleichung 

a; 2 ay -f f a? y + 1 
stellt die imaginaren Geraden 

+ 02/ + e 2 -0, a + 6 2 ?/ + = 0, 

dar, wo 0= a y^-l/3 eine der beiden imaginaren Kubik- 
wurzeln der Einheit ist. 

4) Man soil die GroBe a 12 so bestimmen, da8 die Gleichung 
x*+ Sa^xy + y* 5a;72/-f6 = zwei Geraden darstelli 

Indem man die Werte der Koeffizienten in die allgemeine 
Bedingnngsgleichung (11) einsetzt, erhalt man ftir a 12 die quadra- 
tische Gleicliung 12a 12 2 35a 12 + 25 = 0, aus der fiir # J2 die 
Werte a f 12 -f, a ff 12 =* \ hervorgehen. 

63. Die in der Yorigen Nummer angewendeten Methoden, 
obgleich besonders einfacb. in dem Fall der Gleicliung zweiten 
Grades, sind auf Grleichungen boherer Grade nicbt anwendbar; 
wir geben daber im folgenden noch eine andere Losung 
der Aufgabe. 

Dieselbe verlangt zu erkennen, ob die gegebene Gleicliung 
zweiten Grades mit dem Produkt der Gleichungen zweier Ge- 
raden (ceo? + fry 1) (a'x + fly 1) = identiscb werden 
kann. Wir dividieren dazu unter der Voraussetzung a,^ ^ 
die allgemeine Gleicbung des zweiten Grades durcb a 83 und 
vergleicben die Koeffizienten ibrer Glieder mit den entsprecben- 
den Koeffizienten in der Entwickelung jenes Produkts; da- 
durcb erbalten wir funf Bedingungsgleicbungen, von denen 
Tier die Bestimmung der vier unbestimmten Grofien a, ft, a*, /3' 
liefern mussen. Durcb die Substitution der erbaltenen Werte 
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in die fiinfte Bedingungsgleiehung finden wir dann die ver- 
langte Bedingung. 

Jene ftinf Gleichungen sind 



Die vier ersten liefern sofort zwei quadratisehe Gleichungen 
zur Bestimmung von a, a', j3, ft'. Wir kftnnen dieselben 
auch durch die Bemerkung erhalten, da6 diese vier Grofien 
die Reziproken der Aehsenabschnitte der Geraden sind, nnd 
daB die durch die Gleichung 

(14) a n # 2 + 2a^xy + a^y* + 2a n % + 2a 23 2/ + a S3 = 
dargestellte Kurve in den Achsen Punkte ausschneidet, deren 
Koordinaten sich ergeben aus 

y ; a^x* + 2a ls # + a SB = 0; 
x 0, a 22 2/ 2 + 2a2 3 t/ + a 33 0. 

Bezeicimen wir durch. L, L r , M ? M r die vier so erhaltenen 
Achsenschnittpunkte des bezeichneten Ortes, so miissen, wenn 
derselbe aus Geraden zusammengesetzt ist, diese entweder 
das Paar LM, L'M 1 oder das Paar LM', L'M sein; die 
Gleichungen dieser Paare sind 

(ax + fty - 1) (a'x + py - 1) - 0, 
(ax + f y - 1) (cc'x + fty - 1) - 0. 

Die gleichmaBige Berechtigung derselben lehrt, daB fiir 
*- nicht allein der zuvor gegebene Wert a/3 ; + cc'/S, sondern 

^33 

auch der andere a/J + a f /3' gelten muB. Die Suname beider 

ist (a + a'} (ft + /3') - ^ 8 ~4 1A und ihr Produkt 
aa' (p* + $'*) + pp' (a* +<*'*) 



Daher bestimmt sich a la : a 38 aus der quadratischen Gleichung 

l 1 * O a i a ?! f ^il^' + ^M^H* ~ a ii a 22 a 83 A 

^V"" - "^ M "%s + ^. 8 " 

die, von den Nennern befreit, die Bedingungsgleichung A = 
der vorigen Nuramer wiedergibi 
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AJmlich. ist zu verfahren, wenn in (14) das Glied a 33 
fehlt, also mindestens eine der beiden Geraden eine Gleichung 
von der Form ax + $y = hat, bei der das absolute Glied 
fehlt. 

B. 1) (Vgl. Nr. 62, 4.) Man bestiinme % 2 so, da8 

x 2 + 2a^xy + f - 5z - 7y + 6 = 

zwei Geraden darstellt. 

Die Abschnitte in den Achsen sind durch die Glcichungen 

$ - 5x + 6 = 0, if 7y + 6 = 

gegeben, deren Wurzeln #' = 2, a5 f ' = 3; y' 1, 2/^ = 6 sind. 
Indem wir die Gleichungen der Yerbindungsgeraden der so ge- 
fundenen Punkte bilden ? selien wir, daB die Gleicliung, wenn sie 
Geraden darstellt, entweder von der Form 

(a+22/-2)(2z + 2/- 6) - 0, 

oder von der Form (x + 3y 3) (Bx + y 6) = sein muB. 
Daraus ergeben sicb. durcli Ausflihrung der angedenteten Multi- 
plikationen die Werte von a 12 . 

2) Man bestimme die Zab.1 der Bedingungen, unter denen 
die allgemeine GleicbuDg n iQn Grades = 



gerade Linien darstellt. Wir vergleichen dieselbe nacli Division 
durcli das absolute Glied mit dem Produkt der n Faktoren 

(ax + py - 1) (ct'x + /J'y - 1) (" + "y - 1) usw. 0. 

Nun ist die Gliederzah] N von jener die Summe der arithme- 
tischen Eeihe 



und die Gleichsetzung der Koeffizienten gibt N I oder 

> 

Gleichungen, von denen 2n zur Bestimrcmng der 2n unbekannten 
Grofien cf ; ci f usw. dienen. Die Anzahl der notwendigen Be- 

dingungsgleicliungen betrSgt daher N 1 2?? ~ ?-T - 

1 * 2 



Viertes Kapitel. 

Symbolisclie Gleichungea 
uad duale homogene Koordiiiateii. 

64. Gleichtuagssymbolik. Pur viele Untersuchungen ist es 
zweckmaBig, zur Bezeichnung der ganzen Funktionen von x \ y, 
die gleich Null gesetzt die vorgelegten Gleichungen liefern, 
Abkiirzungen anzuwenden, wie dies Plucher zuerst gezeigt 
hat. 12 ) Bedeutet also 8 erne ganze Funktion n im Grades, so 
definiert 8 eine Kurve w ter Ordnung, die wir kurz die 
Kurve S nennen. Alsdami konnen wir das dem Satze von 
Nr. 44 zugrunde liegende wichtige Prinzip einfach so formu- 
lieren: Bind 8 i => 0, 8. 2 = die Gleichungen irgend sweier Kwven, 
so enthalt die dwrcli die Gleidiung S l 7^/S 2 - dargestellte 
Kurve alle ScUnittpurihte der beiden gegelenen, welches auch der 
Wert der Konstanten 7c sei. Dean natiirlich maclien Koordiuaten- 
paare, die die Gleichungen ^==0, ^^O befriedigen, auch 
das lineare Aggregat S, kS% zu Null. Eine Konstante 7c, 
deren Wert unbestimmt bleibt, nennt man zum Unterschied 
von den festen Konstanten einen Parameter der Gleichung, 

1m folgenden sollen die Symbole immer lineare Funktionen 
bedeuten, 

(1) 8=^a i x + a^y + a^ S 1 ^ a\x + a\y + a' B , 
so da8 S = 0, S' = die Gleichungen von Geraden in ail- 
gemeiner B^orm sind. Es ist wiinschenswert, die Normalform 
einer solchen Gleichung besonders zu charakterisieren, und 
wir wollen zu diesem Zwecke die kleinen Buchstaben $ ver- 
wenden; es bedeute stets 

Sj = x cos cti + y sin ^ jp 1; 5 2 = x cos c^ + y sin <% ~-p r 
Abktirzend sprechen wir von den Geraden S oder s und vom 
Punkte $! |$ 2 ; d. h, dem Schnittpunkte von ^=0 und 5 2 0. 
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Zugleich gibt bei der soeben getroffenen Vorzeichenwahl 
der Wert von s ; nach Einsetzung beliebiger Koordinatenwerte 
x | y, den senkrechten Abstand des Punktes x \ y von der Ge- 
raden 5 = an (Nr. 42), wahrend das Symbol S nur eine 
za demselben proportionale GroBe darstellt ? da (Nr. 35) 



65. Die einen Parameter enthalten.de Gleiclmng 
S 1 &$ 2 = stellt das Strahlenbiischel vom Scheitel s t |$ 2 dar. 
In der Tat stellt sie nacli dem vorigen Prinzip fur jeden Wert 
von & eine Gerade durch den Schnittpunkt der Geraden ^ , s 2 
dar, und umgekehrt kann iiber /c so verfiigt werden, daB die 
definierte Gerade noch einen beliebigen Punkt entlaiilt (Nr.44). 
Unter den unendlich. vielen Strahlen (Nr. 30) des Buscliels s l \ s% 
ist jeder einzelne durch seinen Parameter bestimmt. 

Die geometrisclie Bedentung des Parameters ergibt sich 
aus fc5 a :5 2 als das konstante Verbaltnis der senkrechten 
Abstande irgend eines Punktes der Geraden _s x -- 7cs 2 = 
von den Geraden s 1 ^0 und $ 2 0, demnach (Nr,43) als das 
Sinusteilverhaltnis des Teilstr allies t im Wirikel (s^ 

(2) k - sin (s, t) : sin (<s 2 ) (Nr. 30). 

Einem positiven Parameterwert entspricht ein innerer 
Teilstrahl desjenigen Winkels (5^3), der den Nullpunkt ent- 
halt, einem negativen ein auBerer Teilstrahl desselben. 

Innere und auBere Teilstrahlen von entgegengesetzt gleichen 
Parametern sind bezuglich^i, s% harmonisch konjugiert (Nr. 30). 
Die Halbierungslinien sind insbesondere s 1 s 2 = 0, $ l + s% . 0. 
Dieselben Winkelhalbierenden wie ^ 0, 5 2 =0 haben also 
alle Paare ^ - 7c$ 2 0, ^ - $ 2 . ; deren Parameter reziproke 
Werte haben. Auch. folgt dies daraus ; daB die eine der Ge- 
raden offenbar mit s^O denselben Winkel bildet, wie die 
andere mit $ 2 = 0. 

Eaben die beiden gegebenen Geraden allgemeiner die 
Gleichungen S' - 0, S" 0, so stellt 

(3) S'~W = 

die Gleichung des durch die Geraden bestimmten Biischels 
dar. Der Teilstrahl T~ S' - WS rr ~ beschreibt das gauze 
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Biiscliel, wenn k* wiederum alle Werte von oo bis + oo 
durchlauft. 

Jedoch. ist jetzt der Parameter 7c' nur proportional zu dem 
Smusteilverh*altnis ? namlich 



U\ *' _ *1 1/*V+ g V flinpSfT) -, AV + oV 

W /c - 8 n y a'^ + a"!* *in(T8") V aV + V* 

Die folgenden Beispiele zeigen, wie die Reclaming rait 
diesen Symbolen die explizite Durchfftlirung ersetzt. Die 
Beispiele beziehen sicli auf Dreiecke, und zwar wird angenommen, 
daB der Nuttpv/rikt jedesmal im Inneren des gunachst gegebenen 
Dreieclts liegt. 

B. l) Die drei Halbierungslinien der Winkel ernes Dreiecks 
sclineiden sick in einem Punkte (vgl. Nr. 45, 4). 
Die Glelcliungen der Halbierungslinien sind 



wcnn die Gleichungen der Seiten durch s t = 0, $ 2 0, $ s =- 
ausgedriickt sind. Da die drei Gleiclmngen die Identitat = 
zur Summe geben, so haben die Halbierungslinien selbst einen 
gemeinsamen Schnittpunkt (Nr. 45). 

i?) Die Halbierungslinien von zwei iiuBeren Winkeln eines 
Di^eiecks sclineiden sicli auf der Halbierungslinie des dritten inneren 
Winkols, 

In den) man sicb dor Ubereinkunft binsicbtlicb der Zeichen 
erinnert, erkennt man leicht, daB die Gleicliungen der beiden 
ersten Halbierungslinien durch s^ + s 2 = 0, s 1 + s 3 = gegeben 
sind; ilire Subtraction liefert 5 2 s 3 = 0, die Gleicbung der inneren 
Halbierungslinie des dritten Winkels. 

3) Die drei H6hen eines Dreiecks scbneiden sicb in einem 
Punkte (Nr. 41,6; 45, s). 

Wonn man die den Seiten s^ == 0, 5 2 0, S B = bez. 
gegenuberliegenden Winkel durcb A v A^ A 3 bezeichnet, so er- 
geben sicb die Grleichimgcn der Hohen als 

s l cos AI j? 2 cos Ji 3 = 0, 5 2 cos A% 5 8 cos A% = 0, 
$x cos AS $i cos .^ = 0, 

weil jede dorselben don Winkel, von dessen Scbeitel sie ausgent, 
in Teilwinkel zerlegt, die die Komplemente der beiden anderen 
Dreiecks winkel sind; die Summe dieser Gleichungen ist identisch Null. 

4) Die Mittellinien (Scbwerlinien) des Dreiecks gehen durcii 
einen Punkt (Nr. 45, l). 
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Die Lote, die man von dem Mittelpunkte der Seite s 3 = auf 
die Nachbarseiten fallen kann, stehen im Verhaltnis sin A : sin A% 
somit sind die G-leicliungen der Mittellinien 

SJL sin A l $ 2 sin -4 2 = 0, s 2 sin A% s 3 sin A$ = 0, 
S B sin J. 3 S L sin ^ = 0. 

5) Die Langen der Seiten eines Vierecks sind Z 1? Z 2 , ? a , ( t - 
die Gleichung der Geraden, die die Mittelpunkte der Diagonalen 
verbindet, ist l l s i Z 2 $ 2 + Z 3 s 3 Z 4 s 4 0. 

Denn die durch sie dargestellte Gerade geht durch den Schnitt- 
punkt der Geraden Z^ Z 2 s 2 0, Z 3 $ 3 2 4 5 4 = 0, die nach 4) in 
zwei Dreiecken, die eine Diagonale als gemeinschaftliche Basis 
haben, den Mittelpunkt derselben mit der bez. Gegenecke vorbinden. 
Ebenso schneiden sicn die Geraden l^ ^^=0 und 7 2 s% Z 3 s 3 = 
im Mittelpunkte der anderen Diagonale. 

6) Die Gleichung der auf der Basis $ 8 = eines Dreiecks im 
Scheitel des Winkels A z errichteten Normale ist s t + 5 5 cos J 2 =0. 

7) Wenn zwei Dreiecke so gelegen sind, daB die Norinalen 
von den Ecken des ersten auf die Seiten des zweiten sich in eineiu 
Punkte schneiden, so gehen auch die Normalen von den Ecken 
des zweiten Dreiecks auf die Seiten des ersten durch einen Punkt. 

Man bezeichne durch S 1 = 0, s 2 = 0, 5 3 =0; $^=0, 
s' 2 ~0, 5 f s =0 die Seiten der beiden Dreiecke, so ergibt sich 
die Gleichung der von der Ecke s i \ 5 2 auf die Seite 6' f 3 = ge- 
fallten Normale in der Form s cos (5 2 s f s ) $ 3 cos ($ 1 s' s ) ; 
und die der beiden Normalen von $ 2 1 ^ 3 auf i>\ = und voii 
S 8 1 &i auf 5 r 2 = in den Tormen 

5 2 cos 3 s'i) - 5 3 cos (sgs'J - Q 7 s 3 cos 3 s' 2 ) - ^ cos (^5 f 2 ) - 0- 

In dem man zwischen den beiden ersten Gleichungen .^ eli- 
miniert und die erhaltene Gleichung mit der dritten verbindet, 
erhalt man die Bedingung, daB diese drei Geraden durch oinen 
Punkt gehen, in der Form 

cos (v' 2 ) cos (v' 3 ) cos (vV) . cos (s'^t) cos (s' 2 * a ) cos (^3^). 

Die vollstandige Symmetric dieser Gleichung zeigt, daB sie 
ebensowohl die Bedingung ausdriickt, unter der die von den Ecken 
des zweiten Dreiecks auf die Seiten des ersten gefallten Normalen 
durch einen Punkt gehen. 

8) Wird durch jede Ecke eines Dreiecks eine Gerade gezogon 
und gehen diese drei Geraden ^, ^, # 8 durch einen und deusolben 
Punkt, so schneiden sich auch diejenigen Geraden t'^t'^ t\ in einem 
Punkte, die mit \ bzw. * 2 bzw. ^ 8 dieselbe Winkelhalbierende liaben 
wie die betreffenden Ecken des Dreiecks. 



Dreieck und vollstiindiges Viereck 

'0, $0=0, 
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Sind s l = 0, > = 0, s z = die Seiten des Dreiecks und 
*h s i "~ *V 9 2 ess " W 2 5 2 ~" n s s & ^s 5 3 ~~ Vi = die drei von 
den Ecken ausgehenden Geraden tf 3 , f 2 , 3 (die sich offenbar in einem 
Punkte schneiden),so sind die Gleichungen der drei Geraden $' 1? < f s , tf' 3 : 

0, 8 $, ?2 2 s s = 0, ^s s ^ 8 5 X 



(vgl. S. 120, Zeile 10 8 von unten), und diese Geraden schneiden 
sich auch in einem Punkte. 

66. Das vollstandige Viereck. Von besonderer Wiclitig- 
keit in der Theorie der harmonisclien Gruppen erweist sich 
das vollstandige Viereck, gebildet von vier Punkten A 9 B, C 9 D 
als Ecken und ihren seclis Verbindungslinien als Seiten. Zwei 
Seiten, die keine Ecke ge- 
meinsam liaben, heifien Gegen- 
seiten, z.B. AD, BC, und ihr 
Sclinittpunkt ein Diagonal- 
punU des Vierecks, z. B. 
(Pig. 45). Nennen wir das Drei- 
eck OHF&er Diagonalpunkte 
das Diagonaldreieck, so besteht 
der fundamental Satz: An 
jedem Diagonalpunld eines vollstandigen Viereclcs Ulden die 
Geyenseiten des Vierecks und die leiden Seiten des Diagonal- 
dreiecks harmonisehe Stratilenpaare. 

Bexeichnen wir die Gleichuugen der Seiten OE, OF, EF 
des Diagonaldreiecks bez. mit s t =0, S 2 = ; s s ; so 
die Seiten AH und AC durch # 2 s 2 a$$ & 




konnen wr 

uud a 8 5 d a^^ darstellen und erhalten fiir AD die Glei- 
chung a i $ 1 a 2 $ 2 = 0, da die drei Geraden den Punkt A ge- 
rnein haben (Nr. 45 und 65). Nehmen wir nun nocli an, die 
Gleichung von JIG laute 0!^- a f 2 s 2 -0, so muB die Gleichung 
von CD sein a^a\s^ a^^ = 0. Die Gerade CD gelit nam- 
licli durch den Schnittpunkt C von CA und CB } hat daher 
eine Gleichung von der Form a H s :i -~ a l s i + ^(a\s i a' 2 s 2 )=0; 
da aber CD auch durch den Schnittpunkt F von $% und 
$ 3 ass geht, mtissen sich die Glieder mit ^ aus der Gleichung 



fiir CD herausheben, was fxir K % 
muB die Gleichung von DB sein 



a der Fall ist. 



Ebenso 
als 
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identisch. mit a' 2 (a 2 $ 2 - a s s 8 ) + ^(a'^ - tf' 2 s 2 ) - 0. Endlich 
soil aber der Schnittpunkt von GD und D B auf A D liegen, d. h. 
ein Parameter Jc = p : v muB so bestimmt werden konnen, da6 
OjSjL OgS a =0 mit ^(%a' 1 s 3 -a 1 a f 2 5 2 )^i/(a 2 a f 1 5 1 -~%aU 8 )===0 
identiscb. ist. Aus den Bedingungen ^-^ i/a 2 a' ly aa^f^Xa? 
pa' t == ^a' 2 folgt aber a f x 3 : a' 2 2 = a x 2 : a 2 2 oder a' a : a f s = a x : a 3; 
da dock u4D von J5(7 verschieden ist. 

Also ist nach Annahme des Diagonaldreiecks und zweier 
Nachbarseiten das ganze Viereck vollig bestimmt, und zwar 
driicken sicla die Grleichungen der Seitenpaare mit Hilfe dreier 
Konstanten a ly a 2 , a & in folgender Weise aus: 

AD a^ a 2 5 2 -> BO a l $ 1 + a^ = 

AS a 2 5 2 a s s 3 GD a 2 s 3 + a 8 $ 8 = 

AC a s s s ajSj^O DB a 3 $ 3 + <*& = 0, 

Diese Gleichungen beweisen sofort die zuvor erw'ahnten barruo- 

nischen Eigenschaften. Man kann nach Nr, 60 auch sagen: 

In jeder Seite des VierecJcs sind der DiagonalpunU und der 

ScfmittpunU mit der Verbindungslime der beiden anderen Dia- 

gonalpunkte JiarmoniscJi Iconjugiert in le&ug auf das Ecltenpaar. 

Hierauf griindet sicli die Linealkonstruktion des vierten 

harmonischen Punktes zu drei gegebenen Punkten einer Reihe, 

z. B. zu -4, jB, -Fmittelst OE, oder die Konstruktion des vierten 

harmonischen Strables EO zu drei Stralilen EA, EB, EF 

eines Biischels. 

67. Wenn drei Geraden $ = 0, $ 2 = 0, S B = gegeben 
sind, die ein Dreieck bilden, so kann die G-leicfrung jeder 
beliebigen Geraden in die Form gesetzt werden 
(5) ai$ t + a^s 2 + a B s B 0. 

Denn wenn man die Werte von s 19 5 2 , $ 3 in voller Lange 
einfuhrt, so wird a 1 s l + a 2 5 2 + a s $ 3 = zu 
(a x cos c^ + a 2 cos a 2 + a$ cos a 8 ) x + (a 1 sin c^ + ^ s ^ n ^2 + a s s ^ n ^3) J/ 

- (ijPi + tt 2 p fi + ^sJPs) 0, 

und diese Gleichung wird mit der Grleichung einer beliebigen 
Geraden cx + c%y + c 8 identisch., wenn gleichzeitig 

a t COS Cfj + #2 COS ^2 + #3 COS ^8 ^ ^1? 

a t sin ^ + ^ sm ^ + a s sin a s c 2; 
Oi A + ^i> 2 + 
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Die GroBen a ly a 2 , a s konnen aber stets so bestimmt werden, 
da8 sie diesen Gleichungen geniigen; vorausgesetzt nur, dafi 
die drei gegebenen Geraden nicht durch einen Punkt gehen, 
weil dann die Gerade a^ + a^s^ + a s s s notwendig aucli 
durch diesen Punkt gehen mttfite und mit einer ihn nicht ent- 
haltenden Geraden nicht identifiziert werden konnte. 

Den vorstehend bewiesenen Satz kann man auch so aus- 
sprechen: 

Z^vischen den lirilcen Seiten der Gleichungen von vier Ge- 
raden lesteht stets eine lineare Identitat } vorausgesetzt da/3 Tceine 
drei der vier Geraden durch einen und densellen Purilct gehen. 
Mit anderen Worten: 

Bind 

(6) Si^aiX + hy + Ci-Q (t- 1,2, 8, 4) 

die Gleichungen der vier Geraden, so gibt es stets vier Konstanten 
*D fy, 3 8 , K^ von solcher Beschaffenheit, da/3 die Summe 

(7) x 1 S l + ^S, + x B S 3 + KtSt 
ist. 

Da der Ausdruck (7) in 19 1%, K^ u^ homogen ist, so 
miissen auch mx l9 wjc 2 , wx 5 , m^, wo m eine beliebige Zahl 
bedeutet, Konstanten der gleichen BeschaiBPenheit sein; es lassen 
sich daher nur die Verh'altnisse x t : 3 : H 3 : JC A eindeutig be- 
stimmen, und zwar geschieht dies, wie aus (7) hervorgeht, 
mit Hilfe der Gleichungen 

KJL^ + K 2 a 2 + x s a 3 + K^ == 

(8) Xj*! + K 2 & 2 + s&8 + *A ^ 

^1^1+^2^+ ^3^3 + ^4^4 0- 

Setzt man zur Abktirzung 



und haben (a 3 6 4 c x ) ? (a^ \ c 2 ) und (a t 6 2 c a ) analoge Bedeutung, 
so findet man aus (8): 

Zur Kontrolle dieses Brgebnisses dient die Tatsache, daB 
man mit Hilfe der Werte (9) jede der Gleichungen (8) in 
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Gestalt einer identisch. verschwindenden Determinante schreiben 
kann, z. B. die erste Gleichung (8) in der Gestalt 



(10) 



a 3 



0, 



wahrend die zweite und dritte Grleichung (8) aus (10) dadurch 
hervorgehen ; dafi man die erste Zeile durch die Elemente 6 rf 
bzw. durch die Elemente GI (i= 1, 2, 3, 4) ersetzt. 

Nimmt man vier Punkte A, B, C, an und zieht ihre 
Verbindungslinien (vollstandiges Viereck); yerbindet man die 
neuen Schnittpunkte derselben unter sich und mit den alten 
durch neue Geraden und yerfahrt man mit den Schnittpunkten 
in dieser neuen Figur wiederum so, so erzeugt man ein yco- 
metrisches JVJgfe. 18 ) Nehmen wir drei der ursprtinglichen Ver- 
bindungslinien als ^ = 0, 5 2 0, $ 3 = an, so lassen sich die 
Gleichungen aller Geraden des Netzes nachNr. 66 mitHilfe nur 
dreier Konstanten a x , a%, % und rationaler Zahlen als lineare 
Aggregate yon jenen ausdrticken. 

B* l) Man untersuche 
die Anordnui3g der Schnitt- 
punkte der Sextan des voll- 
standigen Vierecks ABCO 
mit den Seiten seines Diago- 
naldreiecks DEF (Fig. 46)* 

Nehmen wir die Glei- 
chungen der drei Seiten JB 0, 
GA, AB an als bez, s l = 0, 




0, 



0, so sind die 



anderen Seiten die durch 
gehenden Ecktransversalen , als deren Gleichungen wir wahlen 
kSnnen (Nr. 66) 



OA 
OB 
00 



== 
= 
= 0. 



Hierdurch sind aber die Gleichungen aller anderen Geraden der 
Figur bestimmt. Da z. B. EF durch den Schnittpunkt geht von 



Earmonikale eines Punktes in bezug auf ein Dreieck J27 

s 3 0, <*!$! o^ a- und den von s 2 ; a s s B a 1 s i 0, 
so 1st die 



Gleichung von EF a l s l + a 2 s 2 + a s s s = 0; 
ebenso die von FD a x 5 x a 2 $ 2 + s $ 3 0, 
und die von DE a^ + a 2 s 2 a 3 s s = 0. 

Danach ergibt sich leicht, daB die Punkte L, M, 2V", d. h. 
die Schnittpunkte von s = mit a^ + a 2 s 2 + a s s s 0, 
von 5 2 s mit fl^ a 2 s 2 + ^s 5 s ^ 

und von 5 8 = mit a^ + a 2 5 2 a s s s 

in einer Geraden liegen, deren Gleichung ist 
a 1 s L + a 2 $ 2 + a 3 ^ 8 0. 

Wir nennen die G-erade I/MN die HarmoniJcale des PunJctes 
in bezug auf das Dreieck ABC, wegen folgender Eigenscnafi Die 
Gleichung von ON ist a t % + <%%$%=* 0, denn dies ist eine durch 
die Ecke $ 1 \ s 2 und durch den Schnittpunkt N von S 3 = mit 
a l s 1 + a a s 2 a 3 5 3 > gehende Gerade. Daher ist -4J5 in .F, 
JV harmonisch geteilt, denn die Geraden CA, CB; CF, ON 
haben die Gleichungen 

$% = 0, Sj = 0; a 1 s 1 (Zg^g = 0, a^ + a%$ 2 0. 

In derselben Weise folgen auch die Punktepaare J5, (7; D, L 
und (7, JL; J5J, M als harmonisch. Man kann also sagen: 

Die Sclmittpmlde der Harmonikale von mit den Seiten des 
DreiecJts ABO werden durch die Ecken liarmonisch getrennt von 
den Seitenschnitfpunkten dcr durch gcssogenen Ecltfransversalen. 1 *) 
Offenbar gilt auch der Satz: Wird ein Punlct in der Ebene 
eines Dreiecks mit den EcJten A, B, dwell die Geraden OA, 
OB, 00 verbunden und &ield man durch jede EcJce den vierten 
Jiarmonischen Strahl zu der letreffenden Verlindungslinie und dem 
durch die Ecke gehenden Seitenpaar, so schneiden diese drei vierten 
harmonischen Strahlen die Gcgenseiten des Dreiecks in drei Punkten, 
die in einer Geraden, der Harmonikale des Punktes mit Bezug 
auf das Dreieck, liegen. 

2) Die Harmonikalcn des Hohenschnittpunktes H und des 
Schwcrpunktcs S in eineni Dreieck A 1 A Z A Z sind be#. 

,? 1 cos AI 4- S 2 cos A% + 5 3 cos -4 3 s s 0, s sin A l + 5 2 sin A z + 5 3 sin -4 3 = 0. 

Denn nach Nr. 65, 3 ist s i cos A 5 2 cos A% => die 
Gleichung der Hohe HA S , die nun an Stelle der Geraden 00 mit 
der Gleichung a l s 1 2 5 a in Beispiel 1 tritt; man hat da- 
her bei der Harmonikale a 1 s 1 + a 2 s 2 + 08^3 = des Hohenschnitt- 
punktes a A : a 2 cos-4^ cos .A 2 , us w. Ebenso ist S L sin A^ 
nach Nr. 65 ; 4 die Gleichung der Schwerlinie S-4 8 , usw. 
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3) Harmonische Eigenschaften des vollstandigen Vierseits (vgl, 
Hr. 66). Vier Geraden und ihre sechs Schnittpunkte "bilden die 
Seiten und Ecken eines sog. vollstandigen Vierseits; die drei Ver- 
bindungslinien der nicht auf einer Seite liegenden Gegenecken- 
paare heiflen die Diagonalen und bilden das Diagonaldreiseit. 1 *) 
In Figur 46 bildet die Gerade LMN mit EF, FD, DE ein 
solches vollstandiges Vierseit von den Diagonalen BC, CA, AB, 
Daher geben die dreigliedrigen Gleichungen von 1) die Seiten des 
Vierseits, ausgedriickt durch die Gleichungen seiner Diagonalen. 
Aus der Definition der Harmonikalen folgt: In jeder Diaponak 
eines vollstandigen Vierseits "bilden die "beiden Gcycncckcn desselben 
und die Ecken des Diagonaldreiseits harmonische Pimktcpaare 
oSer: An jeder Ecke des Vierseits sind die Diagonale und die 
VerUndungsgerade mit dem ScJinittpunkt der leiden anderen J)ia- 
gonalen harmonisch getrennt durcli das Seitenpaar, Hier tritt be- 
sonders die vollkommene Analogic zu den Eigenschaften des voll- 
standigen Vierecks in Nr. 66 hervor. 

"Cbrigens enthiilt 1) auch den Satz: Sucht man in einem 
vollstandigen Viereck die Harmonikalen der Ecken in bezug auf 
je die drei anderen, so bilden dieselben ein vollsttindiges Vicrseit, 
dessen Diagonaldreiseit sicb mit dem Diagonaldreieck (DEF) des 
Vierecks deckt. 

4) Sind zivti Dreieeke ABO und DEF so gelegen, daft die 
Schnittpurikte L, M, N der Seiten 0, CA> AB des einen und 
der entsprechenden Seiten EF, FD, DE des anderen in einer Ge- 
raden liegen t so gehen die Geraden AD, J?JB, OF, die die ent~ 
spreehenden Ecken beider Dreiecke verlinden, durch densellen Pmld 0. 

Es ist dies der Satz von Desargues l6 ) tiber perspektiv Hegende 
Dreiecke. Wenn die Seiten des ersten Dreiecks durch ^ = 0, $$ = 0, 
$ 3 = dargestellt werden und ^^ + a 2 5 2 + a 3 ,9 3 = die Gleichung 
der Geraden ist, in der sie den entsprechenden Seiten des zwoiten 
Dreiecks begegnen, so miissen diese bez. durch Gleichungen von 
der Form 

a\$i + a 2 5 3 + a 3 % 0, a^ + a'^ + a^ 0, 

a l s l + a z $t + a' 8 5 3 ==0 

dargestellt werden, und man erhalt als Differenzen jo zweior dieser 
drei Gleichungen die folgenden 

fa - a\}s i - (a, - a f 2 )5 2 , fa - a f .)*j - fa - *',)%, 

fa - a't) s s fa "~ a i)i, 

die nach dieser ihrer Ableitung Geraden durch die Ecken des 
zweiten Dreiecks und nach ihrer Form auch Geraden durch die 
entsprechenden Ecken des ersten darstellen, zugleich aber augen- 
scheinlich solche, die durch einen Punkt gehen. 
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tf 68 Bedingungen der Orthogoaalitat und des Paralle- 
lismus der Geraden 

(11) <*!! + a 2 $ 2 + a 3 s 3 = ; a'tSt + a' 2 s 2 + d s $ B = 0. 

Wenn man wie in Nr.67 diese Gleichungen in entwickelter 
Form schreibt, so kann man die Kriterien (19) und (18) in 
Nr. 36 anwenden. Danacli besteht unter Voraussetzung recht- 
winkliger Koordinaten Orthogonalitat, wenn die aus dern Pro- 
dukt der Koeffizienten von x und dem Produkt der Koeffi- 
zienten von y gebildete Summe gleich Null ist. Man findet 
also dafiir die Bedingung 

fl-Xi + oga'a + a 3 a' 3 + (flea's + a.a'a) cos ( 2 - cc s ) 
+ (a A a\ + rti^'s) cos (oj 3 cc^ + (a^a\ + a z a\] cos (^ cc%) =- 0. 

Da aber cc 2 und a s die Winkel sind, die die Normalen auf 
die* Geraden &> ; 5 3 mit der rc-Aclise bilden, so ist cos (c^ cu 3 ) 
gleicli dem Kosinus des Winkels dieser Norraalen, der gleich 
oder supplementar dem Winkel der Geraden selbst ist. Liegt 
der Anfangspunkt der Koordinaten innerlialb des Dreiecks, 
und bezeichnen wir durch A 17 A^ A% seine Winkel, so ist 
cos ( 2 tt.j) = cos (a -4 1 ) cos A v Die Bedingung der 
Orthof/onalittit "be! der Geraden ist also 

( h a '\ + a a a 'ii + ^jXu ~~ C^s^'s + %^ f 2^ cos^j 
^ ^ --(a^a^+aja^cosJ-j (a 1 a r z + a 2 a f 1 ) cos -4 8 0. 

Als ein besonderer Fall des vorigen ergibt sich die Bedingung, 
unter der die Gerade a^ + a^5 2 + a<j$ 3 zur Seite s s 
normal ist als a B == a 2 cos A^ + ^ cos ^.3. 

Auf demselben Wege jfinden wir, indem wir Proportio- 
nalitat der Koeffmenten von x und y in beiden Gleichungen 
verlangen, das Kriterium des Parallelismus der Geraden (11): 



,_ , s 82 sn ^ 

' ^ -^ ^ 



oder, wenn wir l ly / a , Z 8 als die Liingen der den Winkelu 
At, A, A 9 bex. gegeniibeiiiegenden Seiten des Dreiecks 
5 $ einftiliren: 



(14) 

R a 1 na o n - 1M e d 1 o r : anal. G oom. d. Kogelsclm. 8. Aufl. 
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Die beiden Funktionen, deren Verschwinden Parallelismus, 
bez. Ortliogonalitat nacli sich zieht, treten daher als Zahler, 
bez. Nenner auf in dem Ausdruck der Tcwgente des von den 
leiden Geraden gebildeten Winkels (Nr. 36), tg S 

{ (o a' 8 - <*s ') sin A + fa a\ - fli a'a) sin A + foi a 'a - a a 'i ) sin -4 1 _ 
(a 9 a r & +a B a f l )cOQA 1 -(a A a\+a L a' s )coQA s -(a^ a', + a a a\) COB "^ 

Endlich liefert die Anwendung der Form el (31) in Nr.42 
auf die explizite Form der Gleichung a^ + a 2 s 2 + 3 t% = 
c2ie iaw^6 der Normale von dem PunUe x' y r auf die Gerade. 
Falls wir das Ergebnis der Substitution von x' y r in eine 
Funktion s abkiirzend mit (V cos a + y f sin a p) = $' 
bezeiclanen, wird die Formal fur den Abstand 



V ( a i S + #2* + a 8 8 *" 2CE 2 a S COS A ~" 2a 8 a i COS -^2 "" 2a i ^3 COS -^-a) 

Wenn der Zahler dieses Ausdrucks verschwindet, so liegt der 
Punkt x f | y 1 in der Geraden selbst (ISTr. 42). Das Verscliwinden 
des Nenners erscheint nach (12) als die Form der Bedingung 
der Ortliogonalitat fur zwei Geraden, die sicli decken, oder 
fur eine Gerade mit sich selbst. Diese Eigenschaft charakte- 
risiert, wie wir in Nr. 61 gefunden liaben, die imagin&ren Ge- 
raden absoluter Ricttung; von diesen haben in der Tat auch 
die im Endlichen gelegenen Punkte unendlich grofien Abstand. 

B, 1) Die Gleichuug einer Normalen zu ,9 3 == im End- 
punkte A 2 ist s 1 + S B cos A 2 = (vgl. Nr. 65, 6). 

Denn sie ist notwendig von der Form a^ + a 3 s 3 = 0, xmd 
die Bedingung (12) gibt a s = a t cos A 2 . 

2) Die Gleichungen der in den Mitten der Dreiecksseiten 
erricliteten Lote. 

Da der Mittelpunkt von A^A^ nach Nr. 65,4 der Schnitt- 
punkt von s s = mit $ l sin A 5 2 sin A% = ist, so itat eine 
durch ihn gehende Gerade die Gleichung s l sin A 1 5 3 sin A 2 
+ <*>$$& = 0, und die Bedingung (12) gibt tf 3 <= sin (A^ A%\ 
Also sind die Gleichungen der Mittellote 

s 1 sin A 1 5 2 sin A% + s 8 sin (A l A%) = 

5 2 sin A% $ B sin ^1 8 + $ t sin (-4 2 ^4 8 ) 

5 3 sin A s 5 1 sin J x + $ 2 sin (J. 3 A^ = 0, 

3) Die Mittellote der Dreiecksseiten schneiden sich in einem 
Punkte. 



Abstand von Punkt und Gerade 

Indem man je zwei der drei Gleichungen in B. 2 zueinander 
addiert und hierdurch je eine der Grb'Ben s 1? s 2 , $ 3 eliminiert, 
bestimmt man die Yerbindungslinien des Schnifrfcpunktes zweier 
Mittellote mit dem Schnittpunkt der zugehSrigen Seiten des 
Dreiecks. Die Gleichungen dieser drei Verbindungslinien lassen 
sich zusammenziehen in 



cos A l cos A 2 cos AS 

und die vollkommene Symmetrie dieser drei Gleichungen in bezug 
auf $ 1? s s , 5 S usw. zeigt, daB auch das dritte Lot durch den- 
selben Punkt geht. In der Tat ist die Summe der Produkte der 
drei Gleichungen der Mittellote mit bez. sin 2 .A s , sin 2 ^, sin 3 ^ 8 
identisch gleich Null. 

4) Man beweise ; daB die Geraden 

$ 1 cos A + $ 2 cos A% + $ 3 cos AS und s 1 sin 2A 1 sin (A 2 J. 3 ) 

+ s 2 sin 2 A% sin (A 3 Aj) + s s sin 2A & sin (A^ A^ = 
zueinander reclitwinklig sind. 

5) Die Gleichung der Normalen durch den Punkt s' t , 5 f 2 , $ f s 
zur Geraden $ 3 - ist 

^(5 f 2 + S' 3 COS ^ x ) - S 2 (S f x + 5 f s COS -4 a ) + % (^* COS ^2 ~ 5 'l COS A) 5 

hierbei bedeutet der Punkt s' n s f 2 , 5' 8 denjenigen Punkt, fur dessen 
Koordinaten die Ausdriicke s t , 5 2 , 5 S die Werte s\, 5 f 27 5 f 3 an- 
nehmen. 

6) Die Gleichung der Normalen durch den Punkt 5 r 1? s f 3 , 5 f 3 
zur Geraden %,v a + 0$$% + %s s = ist 

a cos ^ 

0. 



fl i + a 2 cos -^3 + a * cos 
cos -4 8 2 + a B cos ^-i 

cos A + a cos ^ a 3 



69. Homogen Normalkoordinaten des Punktes. Wir 

haben in Nr. 67 gesehen, daB in Beziehung auf drei beliebige 
feste Geraden s i 0, S 2 * 0, 5 3 die Gleichung jeder yierten 
Geraden in der Form 0^+ o^s + <V*s ausgedruckt 
warden kann, und daB es moglich ist, Aufgaben zu losen 
durch eine Reihe von Gleichungen, die ohne direkte Beziehung 
auf 0, y nur Glieder mit s l9 $ f , s 8 enthalten. Daraus entspringt 
fur das im vorigen ausfuhrlich erlauterte Prinzip ein neuer 
Gesichtspunkt. Anstatt $t nur als ein Symbol fur die GroBe 
x cos cti + y sin a t jp t - anzusehen, nehmen wir an (Nr. 64), 
daB Si den senkrechten Abetand eines Punktes von der Ge- 

9* 
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raden S; = bezeicline. Wir konnen die Lage eines Punktes 
durch seine Entfernungen von drei festen Greraden bestimmen 
und diese Entfernungen als Koordinaten des Punktes bezeiehnen. 
Wir nennen die Abstdnde s 19 s 3 , s s eines PunUes von drei 
festen Fundamentallinien % = 0, s 2 = 0, s 3 =-= die Normal- 
Koordinaten desselben in dem gegebenen FundamentaldreiecJt (Koor- 
dinatendreieck). Im System d&r Normalkoordinaten wird cine 
Gerade durcli eine liomogene Gleiclmng ersten Grades dargesMU: 
(16) a 1 $ l + a 2 s 2 + a 3 $ 3 = 0. 

In dieser Homogenitat liegt ; wie die weitergehenden 
Untersuchungen lehren werden ; der hauptsachlicliste Vorzug 
des neuen Koordinatensystems, An dieser Stelle erkennt man 
nacli dem Vorhergehenden einen Vorzug desselben vor dem 
System der Cartesischen Koordinaten darin, dafi in diesem 
die lioclistmogliclie Vereinfacbung der .Gleicliungen eines 
Problems durch die Wabl sweier der merkwiirdigsten Geraden 
der Figur zu Koordinatenachsen erlangt wird, walirend bei 
der Anwendung von Normalkoordinaten zugunsten der Ein- 
facUieit tiber drei Fundamentallinien verfiigt warden kann. 
Daraus vornehmlida entspringt die groBere Kiirze der in 
Nr. 65 f. erhaltenen Ausdriicke, verglicben mit den ent- 
sprechenden des zweiten Kapitels. 

Die drei Fundamentallinien zerlegen die Ebene in sieben 
Felder, die wiederum durch die Vorzeichen der Koordinaten 
unterschieden sein inussen, da sie durch die Orte der Null- 
werte je einer Koordinate getrennt werden. Wir wollen stets 
die Normalkoordinaten eines Punktes im Inneren des 
Fundamentaldreiecks positiv annehmen, d. h. zur Einftihrung 
der in x \ y expliziten Werte von $ t jeweilen den Nullpunkt 
innerhalb voraussetzen. Dann sind in den Scheitelwinkeln 
des Dreiecks zwei ? in den iibrigen aufieren Feldern ist eine 
der Koordinaten negativ. 

#70. Identisohe Fundamentalrelation. Die MaBzahlen 
der Abstande eines Punktes von den drei Fundamentallinien 
konnen wir nicht ganz willkiirlich wahlen, denn schon swei 
reichen zur Bestimmung aus. Es muB also eine Beziehung 
zwischen ihnen bestehen. 
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Wenn 1 19 1%, Z 3 die Langen der Seiten des Dreiecks 
AAvA$ bezeichnen, so driicken ls v Z 2 s 2; Z 3 s 8 bez. die doppelten 
Inhalte der Dreiecke OA 2 A 8 , OA B A i} OA t A 2 aus, die von 
einem willkiirlich gewahlten Punkte der Ebene mit je zwei 
Fundamentalpunkten gebildet werden. Ftir jeden im Inneren 
des Dreiecks gewahlten Punkt sind die Abstande positiv 
und die Teildreiecke gleichstimmig, konnen also auch positiv 
genommen werden. Fur einen auBerhalb gewahlten Punkt 
wechselt nicht nur ein Abstand das Vorzeichen, sondern auch 
der Sinn des zugehorigen Dreiecks. Daher folgt (Nr. 7) fiir 
jede Lage YOU 0: 
l l$1 + l j2 + l^ 2 (OA,A, + OA,A, + OA.A,] - 2A,A,A S . 

Somit ist) wie auch der Punkt genommen sei, die be- 
sondere lineare Function 

(17) l lSi + l,s,+ l,s^M 

Constant und deni doppelten Inlialt des FundamewtaldreiecliS 
(jlcich. Da die GrroBen sin A t den St proportional sind, so ist 
auch ; mit E als Radius des umgeschriebenen Kreises 

( 1 8) $ l sin A l + s. 2 sin A^ + S 3 sin A% = -g 

erne Konstante. Dies kann man auch direkt nachweisen, in- 
dem man nach Nr. 68 die mit sin ( 2 a s ) ; sin (cc$ ccj), 
sin (cq c^o) ^ jez - multiplizierten trinoinischen Werte von 
* s 'i; ^2; #3 addiert; denn in der Summe verschwinden die 
Koeffizienten voa % mid y und es bleibt die oben angegebene 
Konstante. 

Die Abstande Si irgend eines PrnJctes von den Fundamental- 
linlen f/enilgcn einer linearen Identitdt und sind daher sclion 
ilurck ihre VerhiiUnisse bestimmt. Sind o? 1; x^ x$ drei zu den 
wirklichen Abstanden Si(i^i,9 9 B) proportionate Zahlen und 
bedeutet Q einen Proportionalitatsfaktor, so daB s^ = QX I} S^ = p# 2? 
s\j = QXM so ist p durch die Gleichung bestimmt 

(19) Q (1& + I^x 2 + l B x s } = M. 

Solange wir nun homogene Gleichungen zwischen den s f 
betrachten, konnen wir diese wirklichen Abstande, ohne die 
Bedeutung der Gleichung zu andern, durch proportionale 
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GroBen ersetzen. Denn 1st f (s 1} s 2 , s s ) eine homogene 
Funktion n* n Grades, so 1st bekanntlich f(Q%i, ^#2? QOC^) 
sa $ n f(x 19 # 2 , o? s ). Daher 'andern wir die Definition in Nr. 69 
dahin ab, daB wir trimetrische Normallcoordinaten eines Punktes 
drei Zdhlen # 1? # 2 , % s nennen, deren Verhaltni-sse gleich sind 
den VerMUnissen der Abstdnde s v s 2J s 3 des Pmlctes von drei 
Fundamentallinien, oder kurz, PrqportionaUahlen su diesen 
Abstanden. Diese Verhaltniskoordinaten eines Punktes be- 
zeichnen wir spaterhin mit x l9 %%, x$ und den Punkt selbst 
als ^ | # s | # 8 oder a?;. 

Damit finden wir die frtllier gewonnene Einsicht bestatigt, 
dafi zur Bestimmung des Punktes nur zwei unabh'angige 
Grofien bekannt sein mtissen. Denn drei Proportionalzahlen 
^i? #2? X B *i n & angebbar ; sobald wir nur zwei ihrer Verhaltnisse 
z, B.^:^, # 2 : # 3 kennen, und Q kann dann so bestimmt 
werden, daB QXi die Abstiinde selbst sind. 

*71, Die Gleichung jeder Geraden muB sich durch die 
Gleichungen der Fundainentallinien als lineares homogenes 
Aggregat darstellen lassen. Die Identitat (17) in Nr. 70 
erlaubt uns aber ; iiberhaupt jede lineare Gleichung in 
trimetrischen Koordinaten, auch der Form nach ; homogen 
zu machen; denn, ware z. B. eine formell nicht homogene 
Gleichung gegeben wie s l = 3 (offenbar eine Parallele zu 
s 1 = 0) ; so kann sie in der liomogenen Form geschrieben 
werden Ms i 3 (I 1 s i + I$s 2 + l & s s \ 

tlberhaupt sind in Cartesischen Koordinaten die Glei- 
chungen aller zu c^x + c%y + <? 3 = parallelen Geraden von 
der Form cx + c%y + c% + It == ; da sie sicli nur im kon- 
stanten Gliede unterscheiden (Nr. 32). 

1st also die Gleichung der gegebenen Geraden in Normal- 
koordinaten a,^ + as 2 + < ** so * s * *&*& Nr. 70 



(20) a^Si + a^ + a s $ 8 + fc ($ t sin A + $ 2 sin A% + $$ sin J. 3 ) 

die Gleiclimg einer Parallelen in Normallcoordinaten. 

Sind umgekehrt a l s t + a 2 5 2 + # 3 5 3 = 0, \ $ t + /> 2 $ 2 + 7> 8 5 a 
irgend zwei Parallelen, so muB sich unter den Geraden ihres 
Btischels eine mit der Gleichung 
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(21) 5 X sin A l + S 2 sin J. 2 + $ 3 sin A 3 == 

befinden. In der Tat wird gerade dies durcb das Kriterium 
des Parallelismus in Nr. 68 ausgesagt, wenn man dasselbe 
nacb Nr. 37 deutet. 

Da die Gerade (21) die Schnittpunkte aller Parallelen 
(Nr. 31 ScliluB) entbalt, so ist sie der Ort aller unendlich 
fernen Purikte oder die unendlich feme Gerade der Ebene. In 
diesen Uberlegungen konnen an Stelle der s* aucb die Xi ge- 
setzt werden. 

B. 1) Haben zwei Gleichungen 8 - 0, S 1 = solche Koeffi- 
zienten, daB S S' const., so stellt S + 8 ! ihre Mittel- 
parallele dar. 

2) Die Gleicbung der Parallelen zur Seite 6 3 eines Dreiecks 
durcb die Gegenecke desselben ist s 1 sin A 1 + 5 2 sin JL 2 = 0; denn 
diese Gerade geht durcb den Punkt s l \ $% und ist s s parallel, 
well man sie in der Form scbreiben kann 

$ 3 sin A t (^ sin J. 1 + s a sin ^L 2 + 5 8 sin ^L 3 ) = 0. 

Die vier Geraden s l ==0, 5 2 = 0, ^ sin ^ 5^ sin ^ = 0, 
'deren letzte nacb Nr. 65, 4 die von der Spitze A B ausgebende Mittel- 
linie des Dreiecks ist, bilden ein harmonisches Btischel. Der Mittel- 
punkt einer Strecke und der unendlicb ferne Punkt ibrer Geraden 
sind in bezug auf die Endpunkte der Strecke barinoniscb konjugiert 
(vgl. 1). 

3) Die Gerade, die die Mittelpunkte zweier Seiten eines Drei- 
ecks verbindet, ist zur dritten Seite parallel. 

Die Verbindungslinie der Mittelpunkte der Seiten s^ = und 
&> = bat nach Nr. 65, 4 eine Gleicbung von der Form 
s% sin A% s a sin A$ Is^ = 0, sowie von der Form $ l sin A l 
s 3 sin -4 3 ft5 2 = 0; daber muB ^ = sin A und ^ = sin A% 
sein, d. b. man erbalt 

s l sin A l + S 2 sin J 2 5 3 sin A = 
oder 2 S 3 sin ^L a = s l sin ^4.! + ^ sin -4 2 + s a s ^ n A- 

4) Die Gerade Zj^ Z 2 $ 2 + / 3 5 3 ^5 4 in Nr. 65, 5 gebt 
durcb den Mittelpunkt der Verbindungslinie der Punkte s x $ 3 , s a 5 4 . 

Denn (7^ + Z 8 5 3 ) (Z 2 5 2 + \s^) ist eine konstante GroBe, 
namlicb oftenbar das Doppelte der Flacbe des Vierecks. Infolge- 
dessen sind 

?1*1 + k% " aB : ? 2 5 2 + ^4 S 4 =" 

parallele Geraden, und (I 1 s 1 + l B s$) (? 2 5 2 + Z 4 3 4 ) =* ist ibre 
Mittelparallele (1), halbiert also aucb die Verbindungslinie der 
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Punkte S 1 j S B und $ 2 1 $ 4 , von denen der eine der ersten, der andere 
der zweiten Geraden angehQrt. 

#72. Verbindungsgerade zweier Punkte. Die Punkte x 1 \ y' 9 
x n y n liaben die Normalkoordinaten $/, s,-" ; wenn diese die Substi- 
tutionsergebnissevona' |y',#" |2/"in (re cos a,- + 2/sin a, jp/)be- 
zeichnen. Eine Gerade von der Gleichung ^ 5 t 4 % $ 2 4 % $ 3 = ent- 
halt beide Punkte, wenn die Koeffizienten so gewahlt werden, da6 
zugleich a 1 s\ + a^s' z + <v's "* und a i s "i + % s// s "+ ^a s ' f 3 = () - 
Die Elimination der a ly (%, a$ ergibt fur die Vt- : '> - , ''":/'., 
<?er Punkte s/, s/" die Gleicfmng 



(22) s 1 (^s^~ 5 ' 3S 

Sie ist zugleich die Bedingung dafiir, daB drei Punkte von 
den Koordinaten s i} $/, 5/' in einer Geraden liegen (vgL 
Nr. 40).*) 

Andererseits finden wir, dafi fiir einen Teilpunkt St, der die 
Strecke zwischen 5/ und 5/ f im Verhalinis n ! : n n teilt, die Ab- 

standevon denFundamentallinien wegenn t :n f '=($i$i f ):(s/ l -~ s^ 

n"s.' + n'8." 
wie in Nr. 14 durch 5 == - * lt ' ausgedrtickt sind. Daher 

tl ~p Vb 

konnen wir als die trimetrischen NormalJcoordinaten des Punktes, 
der die Stre cite x\ \x' 2 |^ f 8 , % l \\x"% # ff 3 im Verhctltnis n l : n n 
teilt, nehmen 

(23) n n x\ + n'x\ \ n"x' 2 + n'x", n tr x f , + n'x\ 

Offenbar liaben (Nr. 15) zwei in bezug auf a;/ und ,c t n 
konjugiert Jharmonische Punkte die Koordinaten w"#/ w'iP/'. 

* 73. Wenn eine Gleicliung a 1 5 l + er s s 2 4 ^ 8 5 3 oder 
aj^ 4 a 2 # 2 4 ^^s 3 * gegeben ist ; so kann die durch sie dar- 
gestellte Gerade bei gegebenem Fundamentaldreieck A 1 A^A^ 
leiclit konstruiert werden. Ihre Schnittpunkte Z, M, N, mit 
den Fundamentallinien BC, CA, AB oder A^A ( ^, A^A lf A { A^ 
(vgl. Fig. 46) sind bez. durch die Gleichungspaare bestimmt 

%i = ij? 2 ^ = 

^rr 2 4 ^3% 0; a 3 5? 3 4- ^1^1 - 0; ^^ 4 



*) Dabei wird wieder die Gleicliung niclit geiindert, wenn wir sie 
in den x., x[ 3 xj' schreiben. 
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Die Geraden A^L, A 2 M } A$N teilen aber die Dreiecks- 
winkel A^A l A B , A 9 A$A 19 A^A^A^ so, da8 das Sinusverhaltnis 
der Teilwinkel gleich a 2 : a s , a 3 : a t , ^ : r/ 2 ist, derm es 
ist in A 1 L x$ : # 2 S B : S 2 = a 2 : a 8 , usw. Vollzieht man also 
einfach diese durch die Koeffizienten der Gleiehung bestimmte 
Teilung der Winkel des Fundamentaldreiecks, so liegen die 
drei Punkte, in denen die Teilstrahlen die Gegenseiten schneiden, 
in der durch die Gleichung dargestellten Geraden.*) 

Ganz ebenso finden wir einen Punkt von gegebenen tri- 
metrisclien Normalkoordinaten a^ a 2 \ a%. Seine Verbindungs- 
geraden mit den Fundamentalpunkten 100, 0|1|0, 0|0|1 
haben nacli Nr. 72 die Gleichungen a$x.>~ a^XQ=0, a^a^ 
= ? a^ a x r 2 = oder 

^ M ^ ^ fi. oder -^ = ^ i ( oX 
! a 2 <7 8 a t a- 2 a s v Yy 

Diese Geraden teilen also die Winkel A^A^A^ A B A 2 A 19 
A t A^A.) bez. nach. den Sinusverhaltnissen a 3 : a g; a a : s? 5 : a t 
und konnen demgeniilB konstruiert werden. Dabei bemerken 
wir nach Nr. 67, i ? da8 ^er Punkt mit den Koordinaien i\:a.>:a% 
die Gerade 



^wr Harnwnikale in bc$ug aitf das Fundamentaldreieclt hat. 
Aus den Koordinaten a : a% : a & folgen die Abstande des 
Punktes von den Fnndamentallinien durch Multiplikation mit 

M : (l^ + fgft, + k a *) (N" 1 "- 7 )- 

Die trimetrischen Normallwordinaten der /i-''/^-/////'/-.;;./, ,? 
Punkte im Fundamentaldreieck kann man durch Anwendung 
der Gleichung der Verbindungsgeraden zweier Punkte (vgl. 
Nr. 65, 14) oder mit Hilfe der soeben gemachten Bemerkutig 
direkt bestimmen. So ist 

*) Wendet man insbesondere diese Konstruktion auf die Gleichung 
x^ ein A^ + # s sin A%+ seisin A^ (Nr. 71) an, so findet man die Teil- 
strahlen den Gegenseiten parallel, also drei Punkte des definierten 
Ortes in unendlicher Entfernung. Somit ist wiederum diese besondere 
lineare Gleichung als Ausdruck der unendlich fernen Geraden der 
Ebene erkannt. 
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-T j- : . ", : .- A der Scliwerpunkt, 

der Hohenschnittpunkt, 



cos A l : cos ^[ 2 : cos -^3 der Mittelpunkt des umgeschriebenen, 
1:1:1 der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises, 
sin-4 1? sin A 2 , sin J. 3 der Schnittpunkt von drei Geraden, 

die in bezug auf die Winkelhalbierenden zu den Schwer- 

linien symmetriscli liegen, 
1:1:1, 1 : 1:1,1:1: 1 bestimmen die Mittelpunkte 

der auBerlicb. eingescliriebenen Kreise, usw. 

B. 1) Die Gleichung der Verbindungsgeraden des H5hen- 
schnittpunktes mit dem Scliwei-punkt 1st (vgl. Nr. 68, 4) 



%i sin 2- 1 sn . 2 B + * sn 2 sn 8 1 
+ # 3 sin 2 A B sin ( A 1 A 2 } = 0. 

2) Die Gleicnung der Geraden, die die Mittelpunkte des ein- 
gescliriebenen und des umgescnriebenen Kreises verbindet, ist 

$i (cos -4g cos AS) + # 2 (cos A$ cos A ) + x% (cos 4 t cos A) * 0. 

3) Der Hohenschnittpunkt, der Scnwerpunkt und der Mittel- 
punkt des dem Dreieck umgeschriebenen Kreises liegen in einer 
Geraden. 

Die Koordinaten dieser Punkte sind cos -4^ cos A%, usw.; 
sin A z sin .4 8 , usw. und cos A, usw. Zum Beweis geniigt die Be- 
merkung, daB die Koordinaten des zuletzt genannten Puuktes die 
Differenzen der vorher erwahnten sind, denn es ist 

cos A l = sin AJ sin A% cos A z cos A & , usw. 

Der Punkt mit den Koordinaten cos(A 2 A^ cos (A, A^ 
cos(u4 1 -4 a ) liegt offenbar gleichfalls in derselben Geraden und 
ist ein vierter harmonischer Punkt zu den drei vorigen. Wir 
werden weiterhin sehen, daB er der Mittelpunkt des (sog. Feuer- 
bacnschen) Kreises ist, der die Seitenmitten des Dreiecks entblilt. 

* 74. Entfernung zweier Punkte P r , P" Oder s/, s" 
in Normalkoordinaten. 

Setzt man a x s f ^$ ff ^ s" a s' s , a* s' 3 s rf i 5 fr 3 $ r 17 
% = 5^5^ s'^'g, so ist a i s 1 + ^2 s s + % 5 s *" die Gleichung 
der Verbindungsgeraden P ! P". Zudem gelten naeh Nr. 70 
die Beziehungen 

(25) l lS \ + ? 3 s' 2 + * 3 s' 3 - M=l lS \ + Ls", 



, 
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aus denen man durcli sukzessive Elimination von ? 1; Z 2 , l s erhalt 
{26) 



-M"(S' 3 ~ S" 8 ). 

Verbindet man nun die Punkte P', P" mit der Ecke A l 
des Fundamentaldreiecks und schneidet A^A durch die Gre- 
rade P'P" in P 7 so ist bei strenger Beachtung der in NT. 7 
gegebenen Vorzeichenregel 

A ^P f P" - ^PP" - -4 x PP f . 

Da die letzten beiden Dreiecke die gemeinschaftliche Basis 
A P und die zugehorigen Hohen s" 3? s f 3 liaben, folgt fiir die 
Entfernung d der Punkte P f , P n und den Abstandp der Geraden 
P f P ff Tom Punkte A die Beziehung pd - ^P-^ - s f 3 ). 
Nun ergibt sich ftir den Abstand der Seite AA% vom Punkte P 
mit den Koordinaten a* \ a^ \ einerseits 

#! M a t 

^Ot-^Oj, **",- ^ ' 

andrerseits JlP-sin also ist 



wo JB der Radius des umgeschriebenen Kreises ist. Feruer 
findet man nach Nr. 68 ftir p, wenn man den Nenner der 

Abstandsformel daselbst mit S bezeichnet, p -j- ? J Daher 

O ID 

ergibt sich rf == -=jr 5 oder 



cos . s . 

Mit Hilfe der drei Gleichungen (26) findet man andere, 
bequemere Formeln fiir diese Entfernung. Quadriert man jene, 
multipliziert sie bez. mit \ cos A ly ? 2 cos-dL 27 ? 3 cos -4 3 und 
bildet die Summe der rechten und linken Seiten, so reduziert 
sich wegen \ = 1 2 cos JL 3 + / 3 cos A%, usw. die Summe links 
auf W^d*. Man erhalt durch Substitution in (28): 

i cos A, (s\ - s'W + 1, cos A, (s<, - *",)! 
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Multipliziert man aber dieselben Gleichungen (26) paar- 
weise und bildet die Summe der bez. mit Z,, Z 2 , ? 8 vervielfachten 
Produkte, so reduziert sich wegen l^ + J 3 2 ^ S^Zg cos A v 
usw. die erste Summe auf IJJ S 3 2 > Folglich erhalt man 
darch Substitution in (28): 



j_ i ( s * _ 5 " )($' _ s" ) 

Fur die letzte Form des Wertes sei auch eine direkte Ab- 
leitung angedeutet: Zuerst zeigt man, clafi das Quadrat der 
Entfernung durch eine Summe von Vielfachen der Produkte 
der Differenzen der Koordinaten ausdrtickbar sein inuB, da 
d 2 versclrwindet, sobald irgend zwei Koordinatendifterenzen 
zu Null werden; dann ermittelt man durch die Spezialisieruug 
der Formel fur die Ecken des Fundamentaldreiecks die Faktoren 
jener Produkte. 

B. Der doppelte Inhalt des durch drei Puukte $/, x' r , a 

bestimmten Dreiecks ist -^Tjjr ( rt i 5// 'i + 3 s'" 2 + tt$s in ^). 

Mit Hilfe der zuvor benutzten Bezeichnungen hat man ftir die 
Gerade s f f , s n i die Gleichung a^ + a 2 5 2 + %% =s:i 0. Yerm<5ge 
des Ausdrucks (28) fur die L&nge der Basis und der Formel (15), 
S. 130 fur die zugehorige Hohe des Dreiecks erhalt man leiuht. 
die gewtinschte Formel , in der der Klammerfaktor des ZilhJers 
als eine in den Koordinaten der drei Ecken syinineirische Dclor- 
minante geschrieben werden kann. 

^ 75. Die geometrisohe Bedeutung der Gleichung 

(31) # t sin AI + $2 sin A% + # 3 sin A z ~ 

ist die unendlicli feme Gerade der Ebene, wie wir in Nr. 7 1 
gesehen haben. Zu derselben Einsicht fiihrt die Benierkung, 
da8 die Gleichung zwar in der allgemeinen Form der Gleichung 
einer Geraden inbegriffen ist ? aber keine endlich bestinnn- 
baren Punkte enthalten kann, weil itir die Koordinaten jetles 
solchen die GroBe a\ sin A + # 2 sin A% + o? 3 sin A$ eiuev 
gewissen Konstanten gleich, aber nicht Null wird (Nr. 70). 
Sie ist daher nur als eine Grenzform moglich, der sich wirk- 
liche Gleichungen nahern konnen. 

In der allgemeinen Gleichung a^x + a%y + a 3 be- 
stimmen a s : Oj und a s : a 2 die Abschnitte der Geraden 
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in den Koordinatenachsen; je kleiner also a x und a^ werden, 
desto grofier sind diese Abschnitte bei unverandertem Werte 
von # 3? desto weiter entfernt ist daher die Gerade vom Ur- 
sprung. Fur a = ? # 2 sind jene Abschnitte <x>, und 
alle Punkte der Geraden sind in unendlicher Entfernung ge- 
legen. 

In der Tat kann die Gleichung 0-# + 0-j/ + a 3 = 0, 
wenn aucli niclit fiir endliche Werte von x und y, so docli 
ffir unendlich groBe Werte erfullt werden, weil das Produkt 
oo einen endlichen Wert haben kann. 

Somit ist die Gleiclmng der unendlicli fernen Geraden in 
Cartesischen Koordinaten 

Q-x + Q-y + a s 0. 

Zur Abkiirzung des Ausdrucks werden wir sie gelegentlich in 
der minder exakten Form a 3 = brauchen. 

Wenn wir nun diese Gleichung homogen machen ahnlich 
wie in Nr. 71 die Gleichung s x =- 3 homogen gemacht wurde , 
so entspringt wirklich wieder die Gleichung 

x 1 sin^ + x% sin-4 2 + # 3 smA B = 0. 

Uberbaupt erweisen sich nun die Gleichungen paralleler Ge- 
raden S + 7c = als nach dem Prinzip von Nr. 65 gebaut, 
wenn man das Biiscbel durch S = und die unendlich ferae 
Gerade k *= bestimmt denkt. 

55. 76, Cartesisohe Koordinaten sind nur ein besonderer 
Fall von trimetrisohen Normalkoordinaten. Man glaubt 
vielleicht zuerst einen wesentlichen Unterschied zwischen 
beiden darin zu finden ? daB Gleichungen in trimetrischen 
Koordinaten bomogen sind, wahrend man in den Gleichungen 
mit Cartesischen Koordinaten ein absolutes Glied von Gliedern 
des ersten, zweiten, ^ ten Grades unterscheidet. Aber eine ein- 
fache Uberlegung zeigt, daB Gleichungen in Cartesischen 
Koordinateu in Wirklichkeit ebenfalls homogen sein miissen, 
wenn sie es auch nicht in der Form sind. Der Sinn der 
Gleichung x = 3 kann beispielsweise kein anderer sein, als 
daB der Abstand x drei Langeneinheiten gleich ist, wahrend 
die Gleichung xy 9 aussagt, daB das Kechteck xy gleich 
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9 Quadraten einer gewissen Langeneinheit ist; usw. Um solche 
Gleichungen aucli der Form nach homogen zu machen, kann 
man die Langeneinheit durch # bezeichnen und dann die Glei- 
chung der Geraden in der Form schreiben: 
(32) #i# + a 2 y + a^ = 0. 

Vergleicht man dies mit a^x l + a 2 x% + a s # 3 = und er- 
innert sich, da8 die Gleichung der unendlich fernen Geraden 
die Form g annimmt, so erkennt man, daB in (32) an 
die Stelle der willkiirlichen Geraden ^ 0, # 2 0, ^ 8 ** 
insbesondere ^0 ? ^ = ? ^=0 getreten sind. 

Also sind Gleichungen in Cartesischen Koordinaten nur die 
lesondere Form, in der Gleichungen in trimetriscJien Koordinaten 
erscheinen, wenn $wei der Fundamentallinien m Koordinaten- 
achsen gewahlt werden, wahrend die dritte die unendlich feme 
Gerade ist. (Vgl. Nr. 88.) 

Es ist jedoch nicht uberflussig zu bemerken, daB wir 
nicht dasselbe geometrische Gebilde, dessen Gleichung in 
Cartesischen Koordinaten vorliegt, auch erhalten, wenn wir 
nun x, y y # als trimetrische veranderliche Koordinaten be- 
tracbten. Gerade so, wie wir mehrfacb homogene Gleichungen 
zu rechtwinkligen Koordinaten transformierten durch die Sub- 
stitutionen QXI^X cos a* + y sin a,- pi (Nr. 64) ; mtissen wir, 
um gegebene nicht homogene Gleichungen in glefchledeutenrfe 
homogene zu verwandeln, aus diesen Substitutionen x und y 
als Funktionen der x it berechnen und in sie einsetzen (vgl. 
Nr.81). 

$ 77. In dem Vorhergehenden ist eine wesentliche AV- 
weiterung des urspriinglich angenommenen Begriffs der Koordi- 
naten enthalten. 

Man versteht hiernach leicht, wie jeder lesondwcn Art, 
die Lage eines PunUes in 'bemg auf feste Punhte oder Linim 
#u bestimmen, deren Lage als ftekannt vorausgesetst wird, ein 
besonderes Koordinatmsystem entsprechen mufi. Nachdem die 
Bestimmung eines Punktes durch Koordinaten erlangt ist, wird 
jede gerade oder krumme Linie als eine Reihe von Punktea 
aufgefafit, und das Gesetz der gegenseitigen Abhangigkeit ihrer 
Koordinaten durch eine Gleichung zwischen denselben dar- 



Linienkoordinaten 143 

gestellt. So geniigen die Cartesischen Koordinaten aller Punkte 
einer Geraden einer vollstandigen Gleiehung des ersten Grades 
zwisclien zwei Veranderlichen, die trimetrisclierL Koordinaten 
derselben Punkte einer liomogenen Gleichung des ersten Grades 
zwisclien drei Veranderlichen, und umgekehrt definieren diese 
Gleichungen die Gerade als Ort. 

Sefat man an die Stelle des Punldes als des ursprilnglichen 
durcli Koordinaten 011 lestimmenden Raumelementes irgend ein 
anderes geometrisclies Gebilde, so erlialt man dadurcli in einem 
anderen Sinne neue Koordinatensysteme. Immer dber stellen 
Gleichungen swischen den Koordinaten die aus jenen elementaren 
Gebilden tsusanwnengeseteten rdumlichen Formen dar. 

Nun hat in der Geometric der Ebene neben dem Punkte 
kein anderes geometrisclies Gebilde so viel Berechtigung, als 
elementar oder als Raumelement betrachtet zu werden, und 
kein anderes bietet so leicht die Mogliclikeit, durcli stetige 
Reihung neue Gebilde als zusammengesetzte zu erzeugen, wie 
die Gerade. Indem man jede Gerade in liezug auf gewisse feste 
Punlde odcr feste Geraden durcli Koordinaten in verschiedener 
Weise lestimmt, erlialt man die versehiedenen Systeme von Ko- 
ordinaten der Geraden oder von Linienlwordinaten (StraMen- 
oder Tangentialkoordinaten).} 

Von da an verfolgen die analytiscUe und die reine Geo- 
metrie von demsdben Pringip aiis auf versduedenen Wegen das 
yleiche Ziel. 

78, Linienkoordinaten. Die Gleichung a^x + a z y + 3 -= 
einer Geraden hangt nur von den Verhaltnissen der drei 
Koeffizienten, also von zwei wesentlichen Konstanten ab (Nr.38). 
Wir konnen daher die Gleicliimgslzoeffmenten a 1; a 2; a B als 
komogene Koordinaten der Geraden betrachten, oder als nicht 
homogene zwei Quotienten derselben. Wie schon in Nr. 38 
angedeutet, v&rwendet man nach PlucJcer die negativen Hessi- 
pro'ken der Achsenabschnitte als nicht homogene Koordinaten 
der Geraden, also 

(33) a % : a 3 w, a 2 : a s = v 

und bezeichnet die Gerade von den Pluckerschen Linien- 
koordinaten t*, v mit u | v. Somit sind die Geraden 1 v der 
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#-, u\Q der y-Achse parallel und-0|0 ist die unendlich feme 
Gerade (Nr. 75). Bei Strahlen a^ + a^y = durch den An- 
fangspuiikt sind natiirlich die reziproken Werte u, v der 
Achsenabschnitte unendlich groB, das V^erhaltnis itiv^a^ia^ 
bleibt jedoch endlich, falls nicht a 2 = ist. 

Unter gleichzeitiger Verwendung Cartesischer und Pliicker- 
scher Koordinaten erhalt man die sog. Gleiclwng des In- 
einanderliegens 

(34) ux + vy + 1 

als die Bedingung dafur, da8 der Punkt x \ y in der Geraden 
u\v liege oder die Gerade u\v durch den Punkt x\y gehe. 
Diese Bedingung vereinigter Lagc eines Punktes und cincr Gt>- 
raden ist in den Koordinaten ladder Elemente symmetrise!*,. 
Darin liegt die ZweckmaBigkeit der Pliickersclien Wahl der 
Linienkoordinaten begrundet (vgl. unten Nr. 88). 

AuBerdem findet nun eine gewisse Reziprozitiit in fol- 
gender Weise ihren Ausdruck: Haben u } v bestimmte ZaHen- 
werte u = w 0? v = V Q , so stellt .die Gleichung 

(35) u^x + v,y + 1 

in den laufenden Punktkoordinaten #, y die Gerade mit den 
Koordinaten M,| O dar, Haben x, y bestimmte Zahlenwerte 
x ~x 0) y j/ so stellt die Gleichung 

(36) X Q U + y Q v +1-0 

in den laufenden w Linienkoordinaten" u, v den Punkt mit 
den Koordinaten x Q \y^ dar ? denn die Gleichung (36) driickt 
die Bedingung aus, daB alle Geraden, deren Koordinaten it v 
ihr gentigen, durch den gegebenen Punkt # 1 y gehen; wir 
nennen sie daher die Gleicliung des Pimktes in LlnienJcoordi- 
naten. Dieser neue Begriff ist bereits in Nr. 53 enthalten; 
denn hiernach ist A^ + A%v + A 3 => 0, wenn A^ A^ A% 
Konstanten, u, v Veranderliche sind*), diejenige Gleichuug 
in u, v, die alle durch einen festen Punkt gehenden Geraden 

*) Es ist fur die dortigen &.; SL, 3. gesetzt A.; u, t?. 
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ux + vy + 1 bestimmt. Jede Gleichmg ersten Grades in 
LinimJcoordinaten 

(37) A^ + A%v + A$ = 

stellt einen Punkt dar, und zwar den Punkt ~- 
so, wie die Gerade mit der Gleichung ax + a$y + 
die Koordinaten ~- -- bat. 



-~> genau 

* 

= 



Man iibersiebt sofort, wie sicb von dieser Gleichung des 
Punktes aus eine zur bisherigen Untersucbung der Geraden 
ganz analoge Behandlung der analytiscben Geometrie des 
Punktes durcbfiihren Ia8t. Man kann leicbt in die Ausdrticke 
fiir den Abstand zwiscben Punkt und Gerade, ftir den Winkel 
statt der Gleicbungskoeffizienten die Strablenkoordinaten ein- 
ftibren. So sind z. B. die Koordinaten aller Strahlen des 
durcb zwei Geraden u, \ ^ und u% \ v% bestimmten Biiscbels in 



der Form 




darstellbar, wobei das Sinusteil- 



verhaltnis bedeutet. Offenbar baben aucb die direkten analy- 
tiscben Entwickelungen bier und dort grofie Ahnlicbkeii So 
ist die Bestirnrnung des Schnittpunktes zweier Geraden bin- 
sichtlicb. der analytiscben Operationen nicbt verscbieden von 
der der Verbindungslinie zweier Punkte. Sind gegeben 



die Geraden 



b^x + l%y + 6 8 === 0, 

so sind die Koordinaten 
Schnittpunktes (Nr. 37) 



Oder: der SchnittpunU der Ge- 
raden % | ^ , w 2 1 1? 2 hat die 
Gleiclmng 



1-0. 



Salmon- Fiedler: anal. Geom. d. Kegelscku. 8. Aufl. 



die Punkte 







so sind die Koordinaten ihrer 
Verbindungsgeradm 



Oder: die VerUndungsgerade der 
Purilcte x^\y^ x z \y 2 hat die 
Gleiclmng (Nr. 40) 



10 



146 IV. Symbolische Gleichungen und duale homogene Koordinaten. 79. 

B. 1. Per Winkel zweier Geraden mit den Koordinaten 
v^ , resp. u% \ v% 1st bestimmt durch 

Z. (Nr. 36.) 

^ J 



2* Die, Transformation der recktwwikligen LinienJcoordi- 
mien folgt aus der der Punktkoordinaten mit Hilfe der Beziehung 
ux + vy + 1 =0. Substituieren wir in dieselbe die durch eine 
Drehung # transformierten x 1 \ y 1 vermoge der Formeln 58 inNr. 12, 
so folgen die neuen Koordinaten aus 

(u cos & + v sin #) x' + ( u sin ^ + y cos ^) y f + 1 = 
als u' = w cos ^ + v sin ft, t; f = u sin ^ + v cos #. 

Die Punkt- und die Linienkoordinaten erleiden also durch 
Drehung umgekehrte Transformationen. 

Dagegen wird bei der Paralleltransformation x = x r + ^' , 
y = 2/ f + j/ die Gleichung (34) zu 

y + 1 = 0, 



so daB u 

Diese Formeln haben einen von den tibrigen abweichenden Cha- 
rakter, da in ihnen ein Nenner auftritt, der im neuen Anfangs- 
punkt verschwindet. 

79. Hullkurven oder Bnveloppen. Wie die Wertepaare 
x,y, die einer Gleichung f (x,y) -= gentigen, als Koordinateu 
yonPunkten gedeutet, in ihrer Gesamtheit die Kurve f(x,y) = 
als eine Aufeinanderfolge von Punkten darstellen (Nr. 24), so 
liefern die Wertepaare u,v, die einer Gleichung F(ti,v) = 
geniigen ; als Koordinaten von Geraden gedeutet, in ihrer 
Gesamtheit eine Aufeinanderfolge von Geraden, die Tanyenten 
der Kurve F(u,v) = heiBen sollen. Der Inbegriff dieser 
samtlichen Tangenten ist die geometrische Bedeutung der 
Gleichung F(i^v) = 0; diese stellt eine Kurve als Eingehiillte 
oder Enveloppe von Geraden dar. Denn wie in Nr. 24 die 
Aufeinanderfolge aller der eine Gleichung in Punktkoordinaten 
befriedigenden Punkte ein Vieleck und durch die statthafte 
tmbegrenzte Annaherung der benachbarten Punkte aneinander 
eine umgeschriebene Kurve bildete, so entsteht hier aus der 
Aufeinanderfolge aller der der Gleichung F(u,v) geniigenden 
Geraden mit Hilfe eines umgeschriebenen Vielecks eine einge- 
schriebene Kurve. 
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Eine Gleichung f(x,y) = vom w teu Grade bestimmt fur 
jeden gegebenen Wert x ! von x die zugehorigen?/ der w Punkte, 
die die Kurve mit der Geraden x = x' gemein hat; die Gleichung 
F(u,)V) = bestimmt ftir jeden gegebenen Wert u 1 von u die 
zugehorigen v der n Greraden d. h. Tangenten, die die Kurve 
mit dem Punkte n> = u r gemein tat. Und allgemein: wenn 
man zwisclien einer Gleiehung vom w ten Grade in Punktkoor- 
dinaten x \ y und einer Gleiclaung ersten Grades in x \ y die 
gemeinschaftlichen Wertepaare der Unbekannten x, y bestimmt; 
o erhalt man die Koordinatenpaare der n Punkte, die die Kurve 
mit der Geraden gemein hat; wenn man aber zwisclien einer 
Gleichung n i&n Grades in Linienkoordinaten u v und einer 
Gleichung ersten Grades in u \ v die gemeinschaftlichen Werte- 
paare der Unbekannten u, v bestimmt, so erhalt man die 
Koordinatenpaare der n Tangenten, die die Kurve mit dem 
Punkte gemein hat. 

Jede Kurve kann man sowohl als Ort ihrer Punkte, wie 
auch als Hiillkurve ihrer Tangenten betrachten, also durch 
eine Gleichung in x y oder in u\v definieren. Man versteht 
unter Ordmmg einer Kurve den Grad ihrer Gleichung in 
Punktkoordinaten und unter Klasse der Kurve den Grad ihrer 
Gleichung in Linienkoordinaten, Demnach bezeichnet die 
Ordnungszalil der Kurve die Zahl ihrer Schnittpunkte mit 
einer Geraden, die Klassen&alil derselben die Zahl ihrer Tan- 
genten aus einem Punkte; denn jene stimmt mit dem Grade 
ihrer Gleichung in Punktkoordinaten x \ y, diese mit dem Grade 
ihrer Gleichung in Linienkoordinaten u \ v tiberein. Ordnung 
und Klasse sind im allgemeinen verschiedene Zahlen. Dazu 
nehmen die Elemente Gerade und Punkt selbst Ausnahme- 
stellungen ein. Die Gerade ist der einzige Ort erster Ordnung 
und nullter Klasse, der Purild die einzige EingeMlllte nultter 
Ordmmg und erster Klasse. Bei der ITbertragung metrischer 
Ausdriicke in Linienkoordinaten, z. B. in der Formel (31), 
S. 76 ftir den Abstand eines Punktes x \ y von einer Geraden u v 



tritt im Nenner die Quadratsumme der Linienkoordinaten auf. 

10* 
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Die durch Verschwinden des Nenners dargestellte besondere 

Eingehuttte 

rf + tf _ 

lestimmt die leidw absoluten EicUimgen (wie Nr. 61 verlangt\ 
denn die linke Seite der Gleichung zerfallt in das Produkt 
der beiden linearen Ausdriicke ^^, iv = und diese stellen, 
gleich Null gesetzt, die unendlich fernen Punkte von den 
Richtungskoeffizienten i dar. Uberhaupt zerfallen Hiillkurven 
w ter Klasse, deren Gleichungen in u a v ]8 komogen sind^ 
in n Punkte der Geraden a \ /? (vgl, Nr. 56). 

80. Panktreiben. Ganz so allgemein wie in Nr. 64 gilt 
bier das Parameterprinzip: Bind ^ =* ^md -2 2 = die 
Gleichungen von ewei Hulllmrven in LinienTtoordinaten, so hat 
die durcli 27j A2J 2 dargestellte HullJcurve fur h (ils 
einen beliebigen Parameter jede Gerade &ur Xangenfe, die 
fur die durcli 2 l =* and 2 = dargcstdlten Kurven ykich- 
zeitig langente 1st. Denn Koordinatenwerte u\v, die gleich- 
zeitig den Gleichungen 2/\ = 0, 2? 2 = geniigen, ertullen not- 
wendig fur jeden Wert von i aucb die Gleicbung S l A-2 S = 

Sind insbesondere 2^ = ; ^ = linear (also JJ t ^ ^ 7e 

+ |3i^ + yu -Sj^ ^2^ + i^j^ + ^2)1 oc ^ er s ^ n( ^ ^ e beiden ge- 
gebenen Eingebiillten Punkte ^|2/ 1? ^ 2 i?/i> ? so ist ihre 
Verbindungslinie ibre einzige gemeinsame Taugeute, und 
2 l yL27 2 = kann als Gleicbung eines Punktes nur die 
Gleicbung eines Punktes dieser Geraden sein. 

"\Vir untersucben die Bedeutung des veriinderliclien Para- 
meters h, der alle Werte von + oo bis -co durcblauft, 
wabrend der dargestellte Punkt die ganze Gerade bescbreibt. 
Man bat I - ^ - n(^ + ^ + l) uud wenn die senk . 

z* y( + ^+i) 1? 3 

rechten Abstande der gegebenen Punkte von irgend einer durch 

den dargestellten Punkt gebenden Geraden sind ; so ist (Nr. 42) 



wo % : y^ eine fiir alle durcb den Punkt gehenden Strahlen 
unveranderlicbe Konstante ist. Die GroBe >L wird also ganz 
wie ia den Betracbtungen von Nr, 65 proportional dem Yer- 
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haltnis der Abstande und folglich dent Teilverhaltnis (Nr. 1 4), 
nach dem der betrachtete Punkt die Strecke zwischen den 
beiden festen Punkten teilt, Daher bilden z. B. die vier Punkte 



0, 
derselben Geraden eine harmonische Gruppe. 

Geht man zur Betrachtung von drei Punkten 23^ = 0, 

27 2 = 0, JEj = weiter, die nicht in einer Geraden liegen, 
so kniipfen sich daran eine Reihe von Entwickelungen, die 
ganz denen von Nr. 67 analog sind. Ein Beispiel gibt die 
Betrachtung der Schnittpunkte einer geraden Transversalen 
mit den Seiten des durch jene bestimmten Dreiecks. Drei 
Punkte in den Seiten des Dreiecks sind 

JSi + ^-0, 2^ + ^-0, ^ + ^=0. 
Damit die Koordinaten einer Geraden diese Gleichungen gleich- 
zeitig erfullen, muB die Beziehung bestehen Afti/ = 1; diese 
gibt aber nach der Bedeutung von A 7 fa v genau die Relation 
von Nr. 54, l unter den Teilverhaltnissen wieder, die die drei 
Schnittpunkte in den Seiten des Dreiecks bestimmen. 

Ebenso iaBt sich die Gleichung jedes beliebigen vierten 
Punktes a^u + /J 4 ^ 4-^ = durch die von drei festen Punkten 
seiner Ebene 2^-- cc^u 4- ^v + ^=0,, 27 2 ~ <x z u + j3 a v + y 2 = 0, 

27 3 . a s w + fav + y a = iu der Form 7^2^ 4- J%2^ + 7t 3 27 3 == 
ausdriicken. Man hat dazu nur den Bedingungen 



zu gendgen, die die 7^ bestimmen, sobald jene drei Punkte 
nicht in einer Geraden liegen (vgl. Nr. 67). 

Man erhalt nun offenbar entsprechend dem trimetrischen 
Punktkoordinatensystem auf ganz analogem Wege ein tri- 
metrisclies Linienkoordinatensystem (Nr. 78) und kann dieses 
in den Untersuchungen mit den namlichen Vorteilen ver- 
wenden wie jenes; denn es teilt mit ihm den Vorzug der 
Homogenitat der Gleichungen. Wir wollen diese homogenen 
Koordinaten in der Folge durch % u%, u $ und die aus ihnen 
bestimmte Gerade mit Ui oder ^ | % | u 3 bezeichnen. Nach 
dem Vorhergehenden ist die geometrische Bedeutung dieser 
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Koordinaten die, daB sie die Abstande der Geraden u t von den 
Fundammtalpunkten ^ 0, w 2 0, U B = oder allgemeiner 
Proportionalzahlen mt denselben bedeuten (barywntrische Linien- 
koordinaten genannt mit Riicksicht auf die spater, in Nr. 88 
folgenden Betrachtungen). Man erkennt dies unmittelbar, wenn 
man sich die drei unabhangigen linearen Punktionen in der Form 

(38) QUi XiU + yiV + l, (/== 1,2,3) 

gegeben denkt. 

B. 1) Wenn man mit ? x , Z 2 , / 3 wie friiher die Seiten und mit 
AI, A%, A die Winkel des Fundamentaldreiecks bezeichnet, so sind 
t* 2 + w 3 = 0, usw. die Mittelpunkte der Seiten; L 2 u l s u^ = 0, 
usw. sind die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden mit den Gegen- 
seiten bez. im Falle des Minuszeichens die Schnittpunkte der 
Halbierungslinien der AuBenwinkel mit den Gegenseiten. Ferner 
sind u t tg A% + u s tg A 3 = 0, usw. die Ausdriicke fiir die FuB- 
punkte der Hohen. 

Es ist A % + w 2 + W 3 = der Schwerpunkt des Dreiecks, 
MI tg A l + u% tg A$ + U B tg ^. 8 der Hohensclxnittpuukt, 
w j sin 2A l + u 2 sin 2A.> + u z sin 2A$ = der Mittelpunkt des urn- 
geschriebenen Kreises, l^u^ 4- Z 2 w 2 + Z 3 M 3 =* der Mittelpunkt des 
eingescbiebenen Kreises, usw. Wie ein durcli die allgemeine 
homogene Gleichung angegebener Punkt konstruiert werden kann, 
zeigt 2); die Konatruktion entspricht vollstandig der in Nr. 73 
fiir eine durcli die allgemeine homogene Gleichung gegebene Gerade. 

2) Man deute die in Nr. 67,1 angewendeten Gleichungen 
nach dem System der trimetrischen Linienkoordinaten. Sind 
u = 0, w 2 = ; w 3 die Gleichungen der Punkte A, B, 0, so 
kfinnen \u% 7c 3 w 3 == 0, A? s w 3 ft^^O, 7^?^ Zg ?/ a dio 
Gleichungen der Punkte L, M, N seiu; alsdann sind 

0, A 3 w 3 + friW'i 7r 3 w 2 0, 
== 



die Gleichungen der Ecken des durch die Geraden LA^ MB, NO 
gebildeten Dreiecks, und \u t + A; 2 w 2 + 7^ stellt den Punkt 
dar, in dem sich auch die Verbindungslinien der Ecken dieses 
neuen Dreiecks mit den entsprechenden des alten schneiden. Die 
Gleichungen & 2 w 2 + & 3 % 0, 7c 8 w 3 + 7^ 0, ^^ + A> 2 % 
bezeichnen die Punkte D, JB, JP, die zu L, M, N bez. in bezug 
auf C, CA) AB harmonisch konjugiert sind. 

3) Wenn die Koordinaten der Geraden die Abstande der- 
selben von den drei Fundamentalpunkten sind, so soil man dio 
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Fig. 47. 



Beziehung zwischen ihnen und den Seiten oder Winkeln des 
Fundamentaldreiecks entwickeln. 

Sind jij, A^ A% die Funda- 
mentalpunkte und A^B^ 
A S B 5 die Koordinaten u t 
der Geraden J5 a JB 8 (Fig. "47)", 
so hat man A% A f % = u$ w l9 
A$A! = w 3 ^ und, fiir 



sin o? = - 



sin o; 3 




4 4 

Nun ist die Summe dieser Winkel gleich it A l , also 



/on\ ^ 

(39) cosa 2 -cosa s =sino; 2 - sma s cos.^*- 
Bestimmt man nun aus 



" 



cos <v 2 =* cos t-^-i + a $) ==: cos -^-i cos a s "~ 
und cos a* ==! cos ^L 1 cos <&> -^ - sin 2 

o la 7 

die Werte sin ^ cos a 3 = -^ ~-j - cos A lt 

m ._ _ COS ^*-1 f 



j Wg Wj ^ 

Sin jci,* COS CCo ""* y ' """" " 

so erhtilt man durch Substitution in (39) 



COS 



Setzt man 2Z 2 / S cos ^^ Z 2 2 + 2 3 2 l^ ein, so erhalt man die 
verlangte Beziehung in der Form 



fiir Jf als den doppelten Inhalt des Dreiecks A^A^A^. Die Auf- 
Ib'sung der Klammern gibt ihr mittelst derselben Umformung und 

der Einftthrung der H5hen 7?,- = y die Gestalt 



Dieselbe Beziehung laBt sich auch nach der Analogic von Nr. 70 
ableiten, indem man von Pliickerschen Koordinaten ausgeht. 

81. Das Charakteristische Tind Wichtige in den vor- 
hergehenden Entwickelungen ist die groBe Analogie, die zwischen 
den beiden Systemen der homogenen oder trimetrischen Koor- 
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dinaten fur den Punkt und fur die Gerade stattfindet. Diese 
Analogie vervollstandigt sick zu klarer Auspragung bei einer 
Begrundung dieser Systeme, die zum Ausgangspunkt den Um- 
stand macht, daB die Koordinaten nicht sowohl die Abstande 
selbst, als vielmehr zu denselbenproportionale GroBen bedeuten. 
Wir nehmen in einem Dreieck die Seiten als Funda- 
mentallinien der Punktkoordinaten und die Ecken als Funda- 
mentalpunkte der trimetrischen Linienkoordinaten. Haben die 
Seiten die Gleichungen 

(41) c^x + a$y + a 3 0, b^x + ^y + b^^ 0, cfi + cy + c$ 0, 
so finden wir nach. Nr. 37 als die Gleichungen der Eckpunkte 

(42) ^+-40+ 4, -0, BiU+BtV+B^Q, 0^+0^ + 3 0, 
wenn wir die Abkurzungen einfiihren 



usw. 



C f 1 



usw. 



Umgekehrt mfissen wir von den letzten Gleichungen a/us 
die ersten finden, indem wir nach Nr. 78 zur Bestimmung 
der Koordinaten der Verbindungslinien dieselben Formeln an- 
wenden, wie vorhin zur Berechnung der Schnittpunkte. Daher 
muB notwendig 

(43) J3 2 C S B S C 2 = A #1; usw., (7 2 A$ C 9 A$ == A i& x , usw^ 

A^B^ j4.g J5 2 = A #1; usw. 

sein, und in der Tat findet man durch Ausrechnung den 
gemeinsamen Faktor A gleich der nun nicht verschwindendeii 
Determinante (39) in Nr.45. 

Jetzt kann man leicht beide Koordinatensy stern e mit fast 
denselben Worten begrunden. 

Setzt man Setzt man 



so sind x' f y r die Parameter 
von zwei Strahlenbtischeb, die 
durch die dritte Seite mit den 



so sind u', v f die Parameter 
von zwei Punktreihen, die 
durch die dritte Ecke mit den 
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beiden anderen bestimmt wer- 
den. Wahlen wir also drei 



Zahlen 



so da8 



x l = , y ! = -*, so verhalten 

sich dieselben wie die Ab- 
stande pi des Punktes x\y von 
den Seiten, multipliziert mit 
gewissen Konstanten r i9 nam- 
lich 



mit 



(Nr. 65). Also gelten bei Ein- 
fiihrungeines Proportionalitats- 
faktors ^ die Beziehungen 






und uragekehrt folgt durch 
Auflosung dieser Gleichungen 
nach. x ? y: 



4- <?* 



(45) 



Man sieht daraus, da6 
(46) ^3^ + R& + G^ - 

die unendlich feme Gerade der 
Bbene darstellt. 



beiden anderen bestimmt wer- 
den. Wahlen wir also drei 
Zalilen u 19 w- u so 



u f = ^, v' = ^-, so verhalten 

sich dieselben wie die Ab- 
stande ^ der Greraden u\v von 
den Ecken, multipliziert mit 
gewissen Konstanten 9,-, nam- 
lich mit ft = -4 8 , ft 5 87 
Ps = C 3 (Nr. 80). Also gelten 
bei Einfuhrung eines Propor- 
tionalitatsfaktors i/ die Be- 
ziehungen 

^M + ^lo^ + -^a 



und urngekekrt folgt durch 
Auflosung dieser GHeichungen 
nach u 9 v: 



(mit Rucksicht auf die Be- 
ziehungen (43)). 

Man sieht daraus, dafi 



die Gleichung des Nullpunkts 
darstellt. 



In tJbereinstimmung mit der fruheren Definition, ge- 
brauchen wir die Bezeichnung als trimetrische oder Dreiecks- 
koordinaten vorzugsweise fur die Falle ; wo die Konstanten r { 
untereinander gleich sind und ebenso die 9,-, wo also die 
linearen Funktionen in der Normalform gedacht werden, 
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Fur den allgemeinsten Fall werden wir eine andere Bezeich- 
nung einfiilireji (Nr. 87). 

Die Ausdrftcke fur x\y bez. ti\v zeigen, da8 durch ihre 
Substitution eine vollst'andige Gleichung n ion Grades in Car- 
^tesischen bez. Pluckerschen Koordinaten in eine homogene 
Gleichung n i6 Grades in ^ | x. 2 \ x 3 , bez. W A | w 2 1 w 3 tibergeht. 
tTbrigens laBt sich aucli die Gleichung vereinigter Lage 
ux + vy + 1 = dazu benutzen, um aus den Substitutionen 
in Punktkoordinaten die in Linienkoordinaten abzuleiten, in- 
dem man in diese Gleichung fur % und y die Ausdriicke (45) 
links einftilirt, alsdann init dem Nenner A^ + B^x, 2 + 0^x $ 
multipliziert und neu ordnet (vgl. Nr. 78 B. 2). 

82. Die vorigen Entwickelungen begrtinden das wichtige 
Prinzip der Dmlitat (Correlation)^) Die analytisclie Geometric 
entwickelt geometrische Satze durch analytisclie Operationen; 
diese Satze sind die geometrischen Deutungen ihrer Rechnungs- 
ergebnisse. Nacli der vollstandigen Analogie der beiden 
hier begriindeten Koordinatensysteme wird xiberall bei An- 
wendung der homogenen Gleichungen jede analytiscte TJnter- 
suchung mit einem Kedmungsresultat wesentlich zwei fffio- 
metrische Satee lief era: der eine ist die Deutung dieses Er- 
gelnisses nach dem System der P^wl{koordinat&^, dor andere 
die Dewbung desselben Ergelnisses nacli dem System der L'mien- 
hoordinaten. 

Wo in dem einen Satze Punkte und Geradeu, Kurven 
^ter Qrdnung oder Klasse, Punktreihen oder Stralilenbtischel usw, 
auftreten, da werden ini anderen bez. Geraden und Punkte, 
Kurven w ter Klasse oder Ordnung, Strahlenbiischel oder Punkt- 
reihen usw. erscheinen. Jedem Sat#e,jedem Problem, jeder Ifigur 
mtspricht so im allgemeinen ein dualistisches (duales, korrelatives) 
Gegenbild, und die analytische Arbeit ist fur beide nur einmal 
zu leisten. Geometrisch gesprochen heiUt dies: die Geometrie 
der Ebene Jcann ebensowohl auf die Gerade wie auf den Purikt 
als Element des Bawnes gegrilndet werdm; die Ebene ist als 
Gesamtheit ihrer Punkte oder Geraden ein zwei-dimensionales 
Gebilde (Nr. 23), da beide Elemente Eeprasentanten je zweier 
unabhangiger Veranderlichen sind. 
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Beispiele fiir dualistisclie geometrische Walirheiten sind 
in dem Bisherigen schon zahlreieh enthalten und werden aucli 
im Folgenden in groBer Zahl auftreten. Unmittelbar und rein 
pr'agt sich der duale Charakter in den Satzen aus ; die sich 
nur auf die sog. deskriptiven (projeMiven) Eigenschaften beziehen, 
d.h. auf solche ; die daraus entspringen, da8 gewisse Punkte 
und gewisse Strahlen ineinander liegen. Der eine folgt aus 
dem anderen, wenn man die Ausdriicke ; ,Verbindungsgerade 
zweier Punkte" und ;? Sclmittpunkt zweier Geraden" miteinander 
vertauscht (Nr. 78). Sobald dagegen metriscJie Eigenschaften 
auftreten, d. t. Langen und Winkel dafur zu messen sind, 
sind die dualen Ausspriiche nicht mehr so einfacb, und ent- 
halten in der Regel Beziehungen der Figur zu den Funda- 
taentalelementen der Koordinaten. Legen wir in diesen Fallen 
nicht-homogene Koordinaten zugrunde ; so ergibt sich. als Grund 
jenes Umstandes, dafi fur die unendlicfi, ferne G-erade (0|0) 
dualistiscli der Nullpurikt eintritt. Indessen werden wir auf 
Grund der Entwickelungen im nachsten Kapitel spater auch 
in diesen Beziehungen die Allgemeingtiltigkeit des Dualitats- 
prinzips erkennen. 



Funftes Kapitel. 
Yon der Projektiyitat und deu kollineareu GeMlden. 

83. Doppelverhaltnis von vier Blementen. Sind vier 
Punkte A } JS } C, D einer geraden Linie gegeben und be- 
stimmt man die Teilverhaltnisse 

7 __ AC , AD 
1 ~~ OB 9 2 



so nennt man nach Mobiiis den Quotienten dieser beiden Ver- 
haltnisse: 



. 

" > 2 ~~ CB ' DB BO BD 

das Doppelverhaltnis I der vier Punkte 19 ), uud zwardesPunkte- 
paares C } J) zu dem Punktepaare A, B. Man be^eichnet dieses 
Doppelverhaltnis kurz durch das Symbol 

A0 



Offenbar bleibt Jl unverandert, wenn man die beiden Punkte- 
paare miteinander vertauscht ? d. h. es besteht die Beziehung 



Ferner andert Z seinen Wert nicht, wenn man in (1) oder in 
(2) die beiden Punkte in beiden Paaren miteinander vertauseht, 
es ist daher 



(3) i-:-(^J)0) and 

(4) i--g|:^--(DOB^), also 

(5) (^BCD) - (CD.4JS) = (J54 DC) - (DOJ3A) 



Die Vertauschung der Punkte nur ernes Paares verwandelt 
den Wert I des Doppelverhaltnisses in den reziproken Wert, 
es ist 
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Ebeuso folgt (DCAB) - (CDS A) = ~, es 1st somit 

(6) (ABDC) -\BACD) = (DCAB) - (CDS A) - i- 

Bei den Grleichungen (5) und (6) sind die vier Punkte 
Aj By Oj D in die Paare A, S und C 9 D getrennt. Dieser 
Trennung entspreclien acht Doppelverhaltnisse, von denen vier 
den Wert i, die vier tibrigen den Wert 1 : ^ haben. Nun ist 
aber aucli eine Trennung der vier Punkte A, B, C, Dm die 
Paare A, C und B, D oder in die Paare A, D und J3 ; C 
moglicb.; die zugehorigen Doppelverhaltnisse (ACBD] und 
(A DBG) lassen sich leicht berechnen. Aus den beiden Identi- 
taten 

AB + BC^AC und AD^AB 

folgt namlicla durch Multiplikation 

AB-AD + BC-AD-AO-AB 
und hieraus 

AB(AD-Afy + BC-AD-AC-BD~0 oder 

(7) AB-CD + BC-AD-AC-BD^Q. 
Nach Division mit AD-BC erhalt man 

AB-CD , 1 AC-BD A 1 

'- 10 oder 



(8) -(4OBD)+ 1-Jl-O oder 

Durch Division der Gleichung (7) mit BD AC erh'alt man 

J^Q , 
] " U der 



BD-AC 



- ' daher 

(9) (4JDBO)-l-j-^- 

Ahnlicli wie aus (1) die Gleichungen (5) und (6) folgten, 
ergeben sich aus (8) und (9) die Gleichungen 
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Die Gleichungen (5), (6) und (10) zeigen, daU unter den 
24 Doppelverhaltnissen, die man aus den Absclinitten zwischen 
vier Punkten bilden kann, je vier einander gleich sind, 

Vier Punkte bestimmen daher seclis verschiedene Doppel- 
verhaltniswerte; dtirch einen derselben I sind die iibric/en mit- 
bestimmt, die sechs Werte sind namlich 

/n\ i l 1 1 1 *""* l 

(11) I, I? 1-A, ^p - i'* ^ l ' 

Deswegen diirfen wir schleclithin von dezn Doppelverhaltnis 
der vier Punkte sprechen. 

Sind drei Punkte A, J5 ; C test gewahlt, so definiert nicht 
nur jeder vierte Punkt D der Geraden einen Wert cles Doppel- 
verhaltnisses (ABCD)=*l, sondern der Punkt D ist auck 
umgekekrt durch. den Wert I eindeutig bestimmt ? da dan a 

BD:DA~Ji-(BC: CA) (Nr. 14). 
Das Doppelverlialtnis des PunMes D le^tiglich der drei Punkte 
A^ B, C ist also gleich dem Teilverhaltnis desselben bet'iiglich sweier 
By A, .! ' 1 *'fj'''ii':r* mit ewer durch G bestimmt&i Konstantcn. 

Also durchlauft D die ganze Gerade, wenn I der Reihe 
naoh alle Werte von oo "bis + oo annimmt. Negativ ist 
der Wert des Doppelverhaltnisses nur, wenn G und D durch 
einen der Punkte A oder B getrennt werden. Piir A <= cx> 7 
0, 1 fallt D bez. mit A } B, zusaminen. Der be$ondere 
Wert (A BCD] = 1 ergibt die harmonisclie Lage der Paare 
AB, CD-, denn er fiihrt zu AC:CB = - AD:DB, also zu 
dem Kriterium von Nr. 15. Daher heifit der allgemeine Wert A 
auch das anharmoniseJte Verhaltnis von vier Punkten?^} 

Das DoppelverhaUnis von vier Pimlctcn reduzlert sich auf 
ein einfacJies TeilverMltnis, wenn ein PimU des swtiten der 
Mittelpunkt M des ersten Paares oder der unendlich feme Punld 
der Geraden isti 

(12) (ASOM} = ^, (ABC oo) -|g- 

Insbesondere kann auch die Mafizahl einer Strecke als ein 
DoppelverMltniswert definiert werden; ist namlich OE = 1^ 
so ist 

(13) OA (c OS A). 
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Denkt man sich die vier Punkte A, B, C } D auf einer 
Abszissenaclise gelegen und haben sie die Abszissen 



so ist AG^XSX^ BC=*XQXZ, usw.; daher wird 



und ahnlich lassen sich die iibrigen Doppelverhaltnisse durch 
MI* x z> X sj #4 ausdriicken. 

Das Doppelverhaltnis (A BCD) lafit sich auch in dem 
Fall leicht bereclinen, wo die auf der Abszissenachse gelegenen 
Punkte A } B, C, D nicht durch ihre Abszissen gegeben sind, 
sondern durch die Teilverhaltnisse A x , A 2 , A 3? A 4 , in denen sie 
die durch zwei Punkte O 1 , O n bestimmte Strecke der Abszissen- 
achse teilen. Fur den Punkt A ist alsdann ^= O l A:AO n , 
und Entsprechendes gilt fiir A 2 , A 3 , A 4 . Haben O f ; O 1 ' die 
Abszissen 00 f = x f , 00 n =x n , so gelten fiir die oben mit 
#i? #2? ^s> ^4 bezeichneten Abszissen der Punkte A, B, C, D 
die Beziehungen (vgl. Nr. 14): 



Zur Berechnung von (ABGD) sind die Werte Xi in die 
Gleichung (14) einzufuhren ; zunachst erhalt man 



und da die Differ enzen x^ %& und ^ 2 x analoge Werte 

haben, folgt schliefilich 

/t *\ 
(15) 



der Wert des Doppelverhaltnisses ist also vollig unabhangig 
von den Abszissen x', x" der zwei Punkte 0', 0" und drtickt 
sich durch die Teilverhaltnisse A, in derselben Weise aus wie 
durch die Abszissen x& 

Wenn man fragt, in welchen Fallen unter den sechs in 

(11) angegebenen Werten der Doppelverhaltnisse von vier 

Punkten gleiche Werte vorkommen, so folgt leicht, daB es drei 

solche Falle gibi Im ersten Fall (A = 1) hat man die Werte 

1, 1, 0, oc, 0, oc; 

PROPERTY OF 

CO1CI aSTITfllE OF HBIKOUISY 
UBRART 
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im zweiten Fall (I = 1, harmoniscke Lage der Paare A, B 
und O y D) hat man die Werte 

-1, -1, 2, I, 2, I- 

1 71 

Im dritten Fall ist A ^^ und zugleich A = , also 

tf- I + 1 x oder A = ~]/3, wo i /^l. Hier ist 

A A 

A eine komplexe Kubikwurzel aus der negativen Einheit, denn 
nach Absonderung des reellen Faktors A + 1 aus der linken 
Seite der Gleichung A 8 + 1 bleibt A 2 - A + 1 - 0. Von 
den sechs Werten (11) des Doppelverhaltnisses sind nnn drei 
gleich. der einen komplexen Kubikwurzel aus 1, die anderen 
drei gleicli der konjugiert komplexen Wurzel. Man sagt in 
diesem Falle, daB sich die vier Punkte A, B, C, D in aquian- 
liarmoniscJier Lage befinden; aber diese Punkte konnen nun 
nicht samtlich reell sein. 

84. Die groBe Wichtigkeit des Doppelverlialtnisses be- 
ruht auf dem Satee des Pappus* 1 }: Wenn vier Geraden a, I, c, d 
vines Buscliels von einer beliebigen geraden Transversalen t 
in den PunUen A, B, (7, D geschnitten werden y so ist das 
DoppelverMltnis (A BCD} der Reilie der vier SchnittjnmUe iwi- 
abhangig von der Lage der Transversale, also Constant. Man 
beweist diesen Satz ; indem man den senkrecliten Abstand jp 
des Scheitels von der Transversale t einfiihrt und bemerkt, 
daB die Flachen der Dreiecke AOG, BOD, AOD, BOO die 
Gleichungen liefern 

p. AC=* OA-OC<sin(ac), p-BD= OB-OD-mityd), 
p>AD=OA-OD- sin (ad), p EG - OB - OG - sin (be). 
Denn aus diesen entspringen durch Multiplikation 



und als Quotient dieser letzten 

/ 1 /.\ AC AD _ sm(qc') sin (ad) 

( } "" "" " 



BO 

wo die rechte Seite von der Lage von t unabhangig ist. 

Den Quotienten der Sinusteilverhaltnisse werden wir aber ; 
da diese im Buschel (iberliaupt an die Stelle der Teilverhalt- 



Satz von Pappus 

nisse in der Reihe treten (vgl. Nr. 30), als das Doppelv&rhaltnis 
der vier Stralilen a, &, c, d des Buscliels und mit dem 
fruheren Symbol bezeicbnen 
(1 7) (abed) = {sin (ac) : sin (&c)} : {sin (ad) : sin (bd)}. 

Je vier PunMe, in denen eine beliebige Gerade vier StraJilen 
eines Biiscliels scJineidet, Jiaben das gleiche DoppelverJialtnis wie 
diese Stralilen 11 '}] und nacb demselben Beweis: Je vier StraJilen, 
die einen beliebigen Punkt mit vier Punkten einer Reihe ver- 
linden, haben das gleiclie DoppelverMltnis ivie diese PunJtte. 
Bezeicbnen wir das Doppelverbaltnis eines uber der Reibe 
A, B, C, D stebenden Buscbels aus mit (0-ABCD} und 
das einer durcb t aus dem Btiscbel a, 6 ; c, d gescbnittenen 
Reibe mit (t^alcd), so sind die obigen Satze auszudriicken 
durch 

(ABCD) = (0-ABCV). 



Fnfolgedessen gelten die Satze von Nr. 83 fiber das Symbol 
(A BCD) aucb von (abcd) } nur ist bei den besonderen Fallen 
statt des unendlicb fernen Punktes der recbte Winkel ein- 
zufiihren, Unter der Voraussetzung 

^(a6)-(o;y) =-;-* 
gebt das Doppelverbaltnis in das einfaclie Tangentenverhaltnis 



tiber ; und ist d die Halbierungslinie h des recbten Winkels, 
also tg (xli) 1 ; so ist die Winkelmessung zu grtinden auf 

(xych) = tg (xc) == cot (yc). 

Mit Hilfe des Hauptsatzes dieser Nummer kann man 
zu drei Punkten A } B, C einer Reihe oder zu drei Strablen 
a, b } c eines Btischels den Punkt D oder den Strabl d be- 
stimmen, der mit jenen ein gegebenes Doppelverhaltnis A 
bildet. Scbneidet man das gegebene oder fiber der Reibe 
ABC gebildete Biiscbel abc mit einer durch A parallel zu c 

*) Fur harmonische Gruppen ist dieser Satz schon in Nr. 60 ab- 
geleitot. 

Salmon- Fiedler: aiial. Geonx. d, Kegelschn. 8. Aufl. 1 1 
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gezogenen Geraden in A, B', oo, so 1st D' als Schnittpunkt 
mit d, wegen 

I - (alcd) = GAB' oo D') - J?'D' : 4D', 

durch sein Teilverhaltnis - I == B'D' : D r A auf jener Paral- 
lelen gegeben. 

85. In Nr. 83 wurde das Doppelverhaltnis von vier auf 
der Abszissenachse gelegenen Punkten A, B, C, D berechnet, 
und zwar waren diese Punkte durch die Teilverhaltnisse ^ 
(i = 1, 2, 3, 4) gegeben, in denen sie die durch zwei Punkte 
0', 0" bestimmte Strecke der Abszissenachse teilen. Es er- 
gab sich ftir das Doppelrerhaltnis der Wert 

(18) (ABOW-fc-Ufc-Q 

Sind nun vier Punkte A, B y C } D auf einer lelicbigen 
Greraden O 1 0" gelegen und haben 0', 0" die rechtwinkligen 
oder schiefwinkligen Koordinaten x 1 , y l bez. # ff , y 11 , die Punkte 
A, By (7, D die Koordinaten 

( . 1 a .. 

(*-l, 8, 8, 4), 



so hat das Doppelverhaltnis (A BOD} wieder den in Glei- 
chung (18) angegebenen Wert. Dies ist selbstverstandlich, 
denn der Ausdruck (18) hangt nur von den Teilverhaltnissen 
^L, >1 2 , A 8 , A 4 ab; ob die vier Punkte auf der Abszissenachse 
oder auf einer beliebigen Geraden liegen, ist daber gleichgiiltig. 
Aufierdem folgt die erwahnte Tatsache aus dem Satze von 
Pappus^ wenn man die Punkte A, B, C, D 
durch Parallelen zur y-Achse auf die Ab- 
szissenachse projiziert, denn nach diesem Satze 
haben die Projektionen A 1} B ly G lf D^ das- 
selbe Doppelverhaltnis wie A, B 7 C, D 
(Kg. 48). 

Die beiden Punkte O f , O n seien nun durch ihre Glei- 
chungen 2' 0, 2" gegeben, wobei die Symbole 2J', 2?" 
die Abkftrzungen 




= a' 



Doppelverh&ltnis von vier Strahlen eines Buschels 

bedeuten. Alsdann haben die vier Punkte A^ , C, D der 
Geraden 0*0" der Keihe nacli Gleichungen von der Form 
2?' - 4,2?" - (< - 1, 2, 3, 4), 

und wir behaupten, da8 das Doppelverhaltnis (A BCD) nun 
durch 

/IQ\ / A r>ri r\\ ^ $1 ~~~ ^s) ffia "" %t) 

(19) ( ^ CI))ra ______ 

gegeben ist. 

Zum Beweis sei daran erinnert, da6 die GroBe ^ nach 
S. 148 dem Teilverhaltnis proportional ist, in dem der be- 
treffende Punkt die Strecke 0' 0" teilt; es ist z. B*) 

(20) j..__gjJ..ZL, 

und wenn man wieder wie oben (S. 159) das Verhaltnis 
O'A : A 0" gleich ^ setzt, erhalt man 



Analog folgt fttr die Punkte JS : C, D: 



7 



Bei Einfiihrung dieser Werte in den Ausdruck (18), der ; 
wie wir salien, aucli fiir das Doppelverhaltnis von vier Punk- 
ten einer beliebigen Geraden gilt, liebt sich y 2 : y t weg und 
man erhalt die Gleichung (19). 

Wir bestimmen nun nocb. das Doppelverhaltnis von vier 
Strahlen a, 6, c, d eines Buschels, die der Eeihe nach durch 
ihre Gleichungen 

(21) Sj-0, S 2 = 0, ^-*S f -0, S^lSt-0 
gegeben sind, wobei die Symbole S lf S% die Abkiirzungen 



bedeuten. 

Nach (4), S. 121, ist nun 

sin ( 




*) An Stelle der Grofien I, s l , s 2 anf S. 148 stehen in G-leichung 
(20) der Reihe nach die GrOfien ^, O'JL, O^J.. 

11* 
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daher hat das Doppelverhaltnis der vier durcli (21) gegebenen 
Strahlen a, b, c, d den Wert 

/OON f^j\ sin ( a ) . sin (* sin(ac) m sin (ad) , , , 
(22) (abed) - sl ^ . -^ - g^ - g - >" . J. 

/fewer rfie wer StraUen a } b, c, 



wo 5', /S' 7 ' wieder Symbole fur lineare Ausdriicke in a?, T/ sind, 
50 Aa^ to DoppelverMltnis (abed) den Wert 

f**\ 

(23) 



Zum Beweis fiihrt man zunaclist die Abkiirzimgen ein: 



alsdann mfissen die Gleidmngen S'-lCsS'^Q tmd S'-7i; l 5"-0 
der Strahlen c und d in die Form $ t 7c5 2 => xmd 
fi 1 ! Z^ 2 = gebracht werden konnen, weil die Strahlen c 
und d nait a und & einem und demselben Biischel angelioren,, 
und der Quotient h : I ist alsdann nach dem soeben bewiesenen 
Satze der Wert des Doppelverhaltnisses (abed). In der Tat ist 
8 l - IcS, E S' 



die GHeichung /S^ TcS 2 = ist dalier gleiclibedeutend mit 



S 1 V^T 1 ^"' ** > un< ^ weim J ec * e dieser Gleichungen den 
Strahl c darstelleu soil, muB (7q JcJc 2 ) : (1 /;)== /J 3 sein, 
also , , 



In derselben Weise findet man bei dem Strahl d fur den 
oben mit I bezeichneten Parameter den Wert 

7 M ?xzA, 
* if 

^2 ^4 

so daB fur das Doppelverhaltnis (abed) = h : I der in (23) an- 
gegebene Wert hervorgeht. 

86. Projektive Busoliel und Eeihen. Schneidet man ein 
Strahlenbiischel a, b,c,d,... vom Scheitel mit Transversalen 
* und t f in A, B,C,D,... und A!, J3', C', D f , . . . so heiBen 
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diese PunUreihen perspektiv filr das Zentrum 0. Jede 1st die 
Zentralprojektion der anderen aus 0, und zwei Punkte P, P f 
der Reihen sind entsprechende Punkte, wenn ihre Verbindungs- 
gerade PP' durcli das Zentrum geht. Die dualistischen 
Begriffsbildungen lauten: Projiziert man eine Punktreihe 
A, B, C, D, . . . vom Trager t durcli Strahlen a, J, c } d, . . . 
und a ! , b r , c f , d', . . . aus den Punkten und 0', so heiBen 
diese Strahlenbuschel perspektiv filr die Achse t, und zwei Strahlen 
p, p' der Btischel sind entsprechende Strahlen derselben, wenn 
ilir Sclinittpunkt pp' auf der Achse t liegt.*) Endlich heifien 
in beiden Fallen auch das Biiscliel a, &, c } d, ... und die 
Reihe A, B, G, D, . . . perspektiv. Nun folgt aus Nr. 84 ferner 
(24) (*-a6cd)-t*'-a6cd), (0- JJ3CD) - (0'-ABOD\ 
d. h. m perspelctiven Rcihen und BiiscJieln hdben je vier ent- 
sprechende Elemente dasselbe DoppelverMltnis. 

Daher haben auch noch in drei Reihen (bez. Biischeln) 
4,J?,0,JD,...; A',B', OM)', ...; 
A", B", C", D ff , . . ., von denen zwei 
zur dritten Reihe (bez. zum dritten 
Btischel) zugleich perspekfciv sind 
(Fig. 49) ; je vier entsprechende Ele- 
mente dasselbe Doppelverhaltnis, 
(ABCD] = (A"B"C"D") = (A'B'C f D'\ 
obwohl die Reihen A, B, C, D, . . .; A, B 1 , C', D 1 , ... im 
allgemeinen nicht auch zueinander perspektiv sind. Umgekehrt 
konnen wir aber ? wenn in zwei Reihen oder Biischeln drei 
Paare von Elementen A 9 B, C und A', B 1 , G ! einander ent- 
sprcclaen ; zu jedem Element D des einen Gebildes ein einziges 
entsprechendes D 1 des anderen so finden, daB die Doppel- 
verhaltnisse (ABOD] und (A'B'C'D 1 ) gleich sind. Bdhm, 
bez. BUsdiel, deren Elemmte einander eindeutig so mgeordnet 
sind, daft das Doppelverhaltnis von je vier entsprechenden 
gleich ist, heifien projcUive Elementargebilde erster Stufe. Man 
nennt projektive Reihen, bez. Bftschel auch Tcollinear (homo- 
graphiscti) und entsprechende Elemente homolog. In solchen 

*) Solche perspektive Gebilde liegen sclion in Nr. 60, 51, 67 vor. 
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projektiven Gtebilden sind nach der Definition die homologen 
zu vier harmonischen Elementen ebenfalls in harmonischer 
Lage, doch geht die Halbierung einer Strecke oder eines 
Winkels in die allgemeinere harmonische Teilung fiber. 

Die Definition zeigt, da/3 projelctive Gebilde dwell drei 
Paare homologer Elements eindeutig "bestimmt sind. Dalier sind 
projektive Gebilde insbesondere perspektiv, sdbald ihr gemeinsames 
Element mit sich selbst liomolog oder ihnen entsprechend gcmein 
ist. Denn 



entspricht in zwei Reihen 
A,B,C,..,A,B',0',... der 
Schnittpnnkt A ihrer Trager 
sick selbst ; so schneiden sich 
die Verbindungsgeraden der 
Paare BB 1 , CC r in so ; dafi 
wegen 



entspricht in zwei Biischeln 
a, b,c, .* ., a ; V, c 1 , ... die Ver- 
bindungsgerade a ihrer Schei- 
tel sich selbst ; so werdeu die 
Schnittpunkte zweier Strahlen- 
paare 6& f , cc r in t so ver- 
bunden ; da8 wegen 



auch DD 1 durch geht. auch dd r auf t liegt. 
Soniit Wnnen iswei projektive GeMde stets durch Hope Lagen- 
anderung des einen zueinander perspeMiv gemacht werden, denn 
dazu ist nur ein Element mit semem homologen zur Deckung 
zu bringen. 

Der analytische Ausdruck fiir projektive Grebilde gestaltet 
sich sehr einfach. Da die Gleichheit der Doppelvertialtnisse 
mtr eine Beziehung zwisclien den Paramctern sein kann (Nr. 85), 
so sind die Buschel $! &/S 2 = 0, S^ kS^ Q und die 
Eeihen 2^ It 2% = 0, 2? f x &JS' a - projclctiv, wenn homologc 
Elemente $u demselben Parameterwert gehoren. Dabei ist also 
gleichgtiltig, wie die Trager und die fasten Elementenpaare 
gewahlt wurden, doch sind alsdann diese offenbar in den 
Paaren S 19 S { ^ 5 2 , S f ^ 2 l} 2? f l5 Z 2 , 2\ selbst homolog. 
Insbesondere k^nnen perspektive Gebilde, wenn ihr entsprechend 
gemeinsames Element S 0, bez. 2? ist, stets durch die 
Gleichungspaare 8^ 1tS = 0, S^ ftS=0, bez. JS^ Jk2=0, 
2\ Jc2 - dargestellt werden. Alsdann ist offenbar 
/$! S\ i die perspektive Achse, bez. S t ^ das 
perspektive Zentrum. Selbstverstandlich sind auch das Bftschel 
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= und die Reilie 27 a 7c27 2 = durcli die Parameter- 
gleiclilieit projektiv anfeinander bezogen. 

SehlieBlich sei bemerkt, daB diese Zuordnung durcli 
gleiche Parameter in bezug auf zwei feste Elementenpaare 
in der Tat die Angabe eines dritten implizite voraussetzt. 
Denn S lf S^ 8 ! 1} S f % sind nur bis auf konstante Faktoren 
bekannt und erst, wenn noch. S B = 0, $ f s = homologe 
Elemente sein sollen, werden jene Faktoren durcli die Iden- 
itaten 3 EE S l - JcS 2J S' s == S' ~ ftS" 2 bestimmt. 

87. Projektive Koordinaten. In der geraden Punktreihe 
und im Strablenbiiscbel konnen wir jedes Element durcli sein 
Doppelverlialtnis in bezug auf drei feste Elemente bestimmen. 
Offenbar gentigt in der Ebene eine zweimalige Anwendung 
dieses neuen Koordinatenprinzips, um einen Punkt P zu be- 
stimmen als Schnittpunkt der zu gegebenen Doppelyerhaltnis- 
werten gehorigen vierten Strahlen in zwei Btisclieln, und eine 
Oerade p als Verbindungslinie in gleicher Weise bestimmter 
vierten Punkte in zwei Reihen. Wir konnen so vollig all- 
gemeine und rein dualistische Systeme homogener Koordi- 
naten Xi und Ui direkt geometrisci. begriinden, die wir wegen 
der grundlegenden Bedeutung des Doppelverbaltnisses fiir die 
Projektivitat projektive Koordinaten nennen. 22 ) AucL. der Name 
Dreieckskoordinaten oder trimetriscbe Koordinaten ist ge- 
brauchlich, da, wie wir sofort sehen werden, ein festes Dreieck 
die Basis dieser Koordinaten bildet. Sie sind eine Verall- 
gemeinerung der sclion friiher (in Nr. 70 und 80) betrachteten 
trimetrisclien Punkt- und Linienkoordinaten. 



Nelimen wir vier feste 
Punkte A 19 A%, A & , E an, von 
denen keine drei in einer Gera- 
den liegen, so bestimmen die Ver- 
bindungsgeraden jedes Punktes 
Ai mit den drei (ibrigen und 
einem beliebigen Punkt P 
Biischiel mit drei festen Strahlen. 
Also sind die Strablen -4 X P, 
A 2 P u4P, und damit P als 



Nehmen wir vier feste Ge- 
, a 2 , a 8 , e an, von denen 
keine drei durch einen Punkt 
gehen, so bestimmen die 
Schnittpunkte jeder Geraden a t - 
mit den drei iibrigen und einer 
beliebigen Geraden p Reihen 
mit drei festen Punkten. Also 
sind die Punkte a^, 0y>, a 8 p, 



und damit p als ihre Verbin- 
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ihr Schnittpunkt, durch die 
Doppelverhaltnisse bestimmt 



Bezeichnen wir durch e l 
- die Abstande der Punkte 
E und P von den Greraden 
AjAk(Fig0), gemesseninihren 
Iformalen oder in Schiefen 
gleicher Neigung, so sind die 
Werte der Doppelverhaltnisse 




4 



Pig. 50. 



JPa Ps ; 



(26) 



e l Pi 

und wir flnden 
Setzt man mit Benutzung eines 
Proportionalitatsfaktors Q 

(27) QXj Pi * $ij 

so sind a^, ij; 2; # 3 drei alge- 
braische Zahlen, deren Ver- 
haltnisse fy : x k =* mi jene Dop- 
pelverhaltnisse bestimmen und 
daher aus den festen Punkten 
den Punkt P zu konstruieren 
erlauben (Nr. 84). 



dungsgerade, durch die Doppel- 
verhaltnisse bestimmt 



Bezeichnen wir durch s t 
und #; die Abstande der Ge- 
raden e undjp von den Punkten 
a,ja k (Fig. 51} ; gemessen in ihren 
Normalen oder in Schiefen 
gleicher Neigung, so sind die 
Werte der Doppelverhaltni&se 




l^ig. 51. 



und wir finden ft^ 2 ^ a = L 
Setzt man mit Benutzung eines 
Proportionalitiitsfaktors <y 



so sind MJ, w 2; w 3 drei alge- 
braische Zahlen, deren Ver- 
haltnisse % : W A = ^ jene Dop- 
pelverhaltnisse bestimmen und 
daher aus den festen Geradeu 
die Gerade p zu 'konstruieren 
erlauben (Nr. 84). 
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Wir nennen die Zahlen Xi 
die trimetrischen Punktkoordi- 
naten ; D reieckskoordinaten oder 
projektiven Koordinaten des 
Puriktes P; erst ihre Verhalt- 
nisse sind vollig bestimmt. 
Fallt P nach E, so hat man 

^ : # 2 : x z - 1, 

und wir bezeichnen daher E 
als den Einlieitspunkt, die A { 
als die Fundamentalpunkte des 
projektivenKoordinatensystems 
der X{ 9 das Dreieck AA%A 
als das Fundamentaldreieck 
(Koordinatendreieck). 

Die Ecke A 
ordinaten Xj = 
QXi = hi : &i fur 
gehorige Hohe 



hat die Ko- 

jt = und 

' als die zu- 

des Funda- 



mentaldreiecks; Q ist ein Pro- 
portionalitatsfaktor. 

Fur die Punkte der Funda- 



Wir nennen die Zahlen w z - 
die trimetrischen Linienkoor- 
dinaten, Dreieckskoordinaten 
oder projektiven Koordinaten 
der Geraden p; erst ihre Ver- 
haltnisse sind vollig bestimmt. 

Liegt p in e, so hat man 

und wir bezeichnen daher e als 
die EinJieitslinie, die a f als die 
Fundamentallinien des projek- 
tiven Koordinatensystems der 
Ui } das durch die Geraden tf D a 2 , % 
gebildete Dreiseit als Fundamen- 
taldreiseit(Koordinatendreiseit). 

Die Seite a L hat die Koordi- 
naten Uj = Wft = und <? HI Jif : ,- 
fur 7*i als zugehorige Hohe des 
Fundamentaldreiseits; 6 ist ein 
Proportionalitatsfaktor. 

Fur die Geraden durch 
den Fundamentalpunkt %#* ist 
Ui - 0. 



mentalgeraden A^A* ist ^- = < 

Damit ergeben sich auch die Vorzeichen der Quotienten p t : d 
und Xi : i fiir die Punkte und Geraden der Ebene nach der 
Wahl der Einheitselemente aus ihrer Lage in bezug auf die 
Fundamentalelemente (vgl. NT. 3). 



Wenu z. B. der Einheits- 
punkt wi Inneren des Funda- 
mentaldreiecks liegt ; so haben 
alle Punkte dieses Inneren drei 
positive Quotienten pi : e t . 

Tritt P iiber die Seite a t 
aus dem Inneren heraus, so 
wird QXI negativ. 



Wenn die Einheitslinie 
niclit in das Innere des Funda- 
mentaldreiseits hineingeht, so 
haben alle Geraden, die dies 
nicht tun ; drei positive Quo- 
tienten MI : s^ 

Tritt p iiber die Ecke A t 
in das Innere hinein, so wird 
GUI negativ. 
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Nun vereinigen wir das Dreieck der Fundamentalpunkte 

mit dem Dreiseit der Funda- 
mentallinien derart, dafi der 
Ecke AI die Seite a* gegen- 
iiberliegt. Seien dann EI und 
Pi die Schnittpunkte von a f 

iP > ferner E * 

Schnittpunkte <^e 



(28) = 




(Nr. 84) die Koordinatcndeflni- 
tionew aucli 



(29) 



Zur Bestimmung der Lage von JB gegen e konnen wir aber 
offenbar setxen 



denn die Teilverhaltnisse der E h bezi. der E,- in den Seiten haben 
(Nr. 54) das Produkt + 1 7 bez. 1, so daB das Produkt der drei 
Doppelverhaltnisse 1 sein muB. 

Die Multiplikation der untereinauder stehenden Ausdriicke 
ergibt wegen 



die drei Grleichungen 



Wir betraehten weiter das Paar eines von drei analogen 



TInter der besonderen Voraussetznng, daB P in jp liegt, 
wie in der Figur ; ist 

(31) 
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Derm (Nr. 84) (^ S ^ 1 P 2 P 2 ) = (P.JL 3 ^ 1 P 2 P 2 ) = ( 



), und nach Gtleiclrang (8) in 

S"r. 83 ist 



Liegt also P in p oder geht p durch P ; so besteht nach (31) 
mit Rticksicht auf (30) zwischen den Koordinaten x { von P 
and ui von p die Bedingung des Ineinanderliegens 

[32) ^u^ + ^u^ + A 3 w 8 a 3 = 0, 

wo die Konstantea h nur von der Lage des Einheitspunktes 
and der Einheitslinie abhangig sind. Diese Konstanten werden 
einander gleich, also ihre Verhaltnisse gleich. Eins, wenn e 
die Harmonikale von E in bezug auf das Fundamentaldreieck 
ist (Nr. 67,l); diese Wahl soil weiterhin stets vorausgesetzt 
sein. Dann ist 

(33) u^ + %# 2 + %^3 = 

bei konstantm u, die G-lciclntng in Purikthoordinaten fur die 
G-erade mit den Koordinaten u^ und T)el Konstanten %i die Glei- 
cliung in LinienJcoordinaten fur den Punkt mit den Koordinaten X;. 

88. Diese auf den Begriff des Doppelverhaltnisses gestutzte 
Auffassung der allgemeinenliomogenenKoordinatenbestinimung 
ist ihrem Ergebnis nacli von der in Nr. 81 nicht verschieden. 
OiBFenbar stimmen die x t bez. Ui hier und dort iiberein, 
sobald wir die lleziproken der Abstande e f bez. t - als die 
in jener Entwickelung auffcretenden Konstanten r t bez. ^> t - 
ansehen, mit denen die Abstande pi bez. #/ zu multiplizieren 
waren, 

Das durch das Fundamentaldreieck und die Einheitsele- 
mente definierte Koordinaten system umfaBt eine groBe Anzahl 
wichtiger besonderer Falle. Lassen wir das Dreieck der At 
allgemein, so konnen wir als E einen der besonderen Punkte 
desselben wahlen und dadurch oft Vereinfachungen der Unter- 
suchung erzielen. So erhalten wir nach. der obigen Bemer- 
kung die Normalkoordinaten von Nr. 70, d. h. die r t - propor- 
tional den Abstanden des Punktes von den Fundamentallinien 
a h sobald wir die e t einander gleich. annehmen, also zwm Em- 
heitspunkt den MittelpunU des eingeschrielenen Krems wahlen. 
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Jedoch sind dann nicht auch. ohne weiteres die w< die trimctri- 
scJien Linienkoordinaten von Nr. 80, wenn die Gleichuug 

!! + '^2 #2 + %#3 ^O 

gelten soil. Dazu inussen yielmehr die s t gleich grofi seiu, 
und dies kann nur eintreten, wenn die unendlicli feme Gerade 
die Einheitslinie e ist; in der Tat sind dann die Verhaltnisse 
der Ui gleich. denen der Abstande yt t der Geraden von den 
Fundamentalpunkten A;. In diesein Palle ist aber die Ein- 
heitslinie ; also die unendlich feme Grerade, nicht die Har- 
monikale des Einheitspunktes. 

Die unendlich feme Gerade gehort vielmehr als Harmoni- 
kale zum S&werpunkt des Fundamentctldreicelts als Einheits- 
purikt. Dann sind die ^ == J h t , und die X L konnen als Zahleu 
aufgefafit werden, die zu den Flaclieninhalten der Dreiecke 
AjA k P proportional sind; denn es ist, wegen 

(34) p0/-i>, :!/*/- &A 3 A k P: 1 A A.A.As, 

(35) a^: ar a : ^ - A A^A^Pi A A^P: A A^ 



Daher kann man diese Koordinaten, die ofter vorteilhaft zu 
verwenden siud, als Flactienltoordinaten des Punktes bezeiclinen. 
Sie LeiBen auch larysentrische Koordinaten; man kann boi 
ihrer Anwendung die a? 1? x,^ # 3 als Ausdriicke fur Massen an- 
sehen 7 die in den Ecken des Fundamentaldreiecks anzubringeu 
sind, wenn der Punkt x l \ x% \ % 3 in den Schwerpunkt des Drei- 
ecks fallen soil. 

Man findet leieht, dafi die unendlich feme 0-crade als 
Harnxonikale des Schwerpunktes des Fundamentaldreiecks lei 
beliebiger Lage des Einheitspiwlttes E die Gleichung hat 

(36) I^ + ^ + t*'- - 

Weitere wichtige besondere Falle liefert die Annahme un- 
endlicli fem&r Fundamentalelemente. Wird eine Ecke des Drei- 
ecks ; z. B. AS, als unendlich fern gedacht, so erhalt man die 
einfachen Teilverhaltnisse 
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1st ferner E aguidistant von den parallelen Fundamental- 
linien, somit e parallel zur dritten (Fig. 53) 7 so lauten, mit 
AiEz=A< i E lL =~-A l Ec i =A>Ei = l, die 
Definitionen der Koordinaten 




(38) L-_^P S _Z7, - 

8 * Pig, 53. 

Endlich. liegen der Punkt X\ Y und die Gerade U\ Fvereinigt, 
wenn 

(39) DX+VY+l = Q 

1st. Wir konnen diese nicht-honiogenen Koordinaten etwa 
Streifenkoordinaten nennen und insbesondere denFundamental- 
streifen rechtwinklig und auch A^E^^E^A^^l nehmen. 

Denken wir aber eine Seite des Fundanientaldreiecks, z. B. 
A^AI oder a B) unendlich fern, so daB PP 1? EE t und PP 2; 
EE% zu a 2? bez. a x parallel sind, so folgt fur die Punktkoor- 
dinaten 



Nehmen wir -4 3 ^ = J. 3 JS 2 = 1 als Langeneinheit ; also E in einer 
Halbierungslinie des Winkels (a^a^ so sind ^r^ -4 8 P 8 ar, 
a; 2 : ^ 3 == J 4 3 P 1 == y Abszisse und Ordinate vonP in einem System 
von Cartesischen Koordinaten (vgl. Nir. 76). Und ist e die 
Harmonikale von E 9 also A,^ ^l 8 E a ~ 1, so haben wir 
fiir die Linienkoordinaten 



M 8 .j) 2 W 8 -a t 

Somit hat man w 4 : % = ^ 3 w 2 : w s == ; als die Pliickerschen 
Linienkoordinaten (Nr. 78). Damit wird der tFbergang von 
homogenen zu elementaren Koordinaten (Nr. 76) klar und es 
erhellt, daB die Wahl der Langeneinheit und des positiven 
Sinnes in den Achsen die Bestimmung des Einheitspunktes 
und der Einheitsgeraden elementar vertritt, 

Man erkennt nun leicht, wie die Achsenkoordinaten und 
die Streifenkoordinaten dualistisch. entsprechende, metrische 
Sonderfalle sind. Diese letzten sind librigens, wenn man die 
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Achsen durch. die beiden Parallelen ersetzt, die Reziproken 
der Cartesisclaen und Pluckerschen Koordinaten. Als gleich- 

~ ~* , ~* , ^ , ^ 
. 



bedeutend mit den Doppelverhaltniswerten -, ~ 



von Nr. 87 liefern uns die allgemeinen Definitionen ^, y, | . ; 
i, v, J, bez. ~, i; J; -ft, V, , womit z.B. das bedeutsame 
Auftreten der Richtungskoeffizienten neben den Koordinaten 
erklart ist. 

B. 1) Wiederholt man die Untersuchungen in Beispiel 1 von 
Nr. 67 unter der Annahme, dafi ABC das Koordinatendreieck ist 
und der Einheitspunkt sich in befindet, so sind a x = a 2 = a, } = 1 
zu setzen. 

2) Zieht man durch die Sclinittpunkte der Fundamcntallinien 
a>i mit der Einheitslinie x l + % 2 + x% Geraden a/, so baben 
diese die Gleicliungen 

(1 + ^X + a% + - 0, ^ + (1 + Ao)jr 2 + o; 8 = 0, 



Somit baben die Yerbindungsgeraden A l A t lf A%A f <^ A^A f z die 
Gleichungen A 2 a; 2 = A 8 a,' s , A 3 % - ^ ^ , ^ ^ A 2 ^ ; diese Ge- 
raden schneiden sicb also in einem Puukte /V, und zwar ist fur 

diesen X 1 : x%:x 3 = ^ : r- : -*- J zwei Ecken A^ Al bilden mit # 
und dem Scbnittpunkt von J.^/ mit der Einheitslinio c. das Doppel- 
verhaltnis - !- - r - (Vgl. Nr. 67, 4.) 

1+ + 5 + 

3) Die Plachenkoordinaten sind fur den HShenscbnittpunkt 
tg A l : tg J 2 : tg ^ 3 , far den Mittelpunkt des umgescbriebenen 
Kreises 8^2^:8^2-42:8^2^3, Mr den Mittelpunkt des 
eingeschriebenen Kreises /i:^ : ^? wo 1^ / 2 , / 3 die Lilngen der 
Seiten des Pundamentaldreiecks bedeuten. Dabei ist / x : L, : 1% 
= sin A} : sin J[ 2 : sin J. 3 . 

89. Das bisherige empfiehlt ojGfenbar, als das zweck- 
maBigste Bezeicbnungsprinzip fur die in den analytisch-geo- 
metriscben Untersucliungen auftretenden Konstanten und Ver- 
anderlichen, gleicliartigen GroBen denselben Buchstaben als 
gemeinsames Symbol beizulegen und die einzelnen durch hin- 
zugefugte Indizes zu unterscheiden. Alsdann lassen sich 
homogene Ausdrttcke allgemeiner Art, bezogen auf willklirlicli 
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gewahlte Fundamentalelemente, sclion darch ein einzeLa.es Grlied 
vollig charakterisieren, da sie gewissen Symmetriegesetzen 
unterliegen (vgl. Nr. 48). So get en in Ausdriicken, die in 
bezug auf jede Reihe gleichartiger GroBen linear sind ; die 
Glieder durch zyklische Permutation aller Indizes auseinander 
hervor (vgl. S. 71 Anm.). Wir bezeichnen eine derartige drei- 
gliedrige Summe dadurch, dafi wir 27 vor ihr allgemeines Glied 
setzen. So ist a^ + a%x% + a s # 3 gleicb 2?a t -#,- ; also 2/a^ = 
die allgemeine Gleichung einer Geraden; die der Verbindungs- 
geraden der Punkte #/, x? (Nr. 72) ist 27^(0/0*" xjx/ 1 ) = 0; 
die Verbindungsgerade des Schwerpunkts und des Hohensclinitt- 
punkts (Nr. 73 ; l) hat in trimetrischen Normalkoordinaten die 
Gleicltung Sxi sin 2.4; sin (Aj A&) = usw. Ferner wird 
bei Benutzung der Koordinaten in Nr. 68 der Ausdruck fiir den 
Abstand des Punktes xl von der Greraden JL'a^^O: 
2}a>iXl : y (So,* 22aja t cos -4*); 

die Bedingung der Orthogonalitat zweier Geraden SonXi ==> 0, 
SalXi = ist -2a<a/ -Z/(%a/ + a A a/) cos At = und die ihres 
Parallelismus H(a^ak #*%') sin -4,-= 0, usw. 

Eine noch weiter gebende Abkurzungssymbolik fiir all- 
gemeine lineare Punktionen bat die neuere Algebra 23 ) ein- 
gefiibirt. Danacb setzen wir 
(40) a^Xi + a*x z + a 8 a? 3 = a x , a^ + OjWj, + <X B U B = a w , 

und a x = ist also die Gleichung einer Geraden von den Ko- 
ordinaten a,i, cc u *** die G-leichung eines PimJctes von den Ko- 
ordinaten a t ] die Gleicbung vereinigter Lage von Xt und u t ist 
sowohl u x = als x u = 0. Ein Punkt a?/ bez. y< gebort der 
Geraden a=0 an, wenn a^^ bez. a y =0. Zwei Geraden 
^=0, &*=() bestimmen das Biiscbel a a . 7c& a 5=0 von dem 
Scheitel C u -0 (Nr. 81). 

Dieses Prinzip fubrte weiter auch zu der symbolischen 
Darstellung der Jiomogenen Funktion w ten Grades durch die 
n te Potenst einer linewren Funktion a$. Vergleichen wir z. B. 
die allgemeinste bomogene Punktion zweiten Grades ^mit dem 
Ausdruck a/, so konnen wir diesen an die Stelle jener Punk- 
tion setzen, wenn wir nur annelimen, die a i; a*^ a 3 seien 
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bloBe Symbole von der Eigenschaffc, daB erst ihre Produkte 
zu zweien wirkliche Zahlen bedeuten: <* ^^^ a ki . Hier- 
nach eignen sich fur Funktionen zweiten Grades Koeffizienten 
atk mit doppelten Indizes i, k, die mit den Indizes der beiden 
Veranderlichen des Gliedes #/#* ubereinstimmen, so daB a/ 
gleich ist mit 



90. Das wichtigste Mittel zur vollen Verwertung des Vor- 
teils der Homogenitat und Symmetrie bei Benutzung der homo- 
gen en Koordinaten bietet aber die fiir das ganse Gelriet der 
homogenen Funktionen fundamentale Theorie der Dcterminanten. 

Schon in Nr. 8 wurden einige Satze aus den Elementen 
der Determinantentheorie abgeleitet; wir lassen liter einen Sate 
liber das Produkt zweier Determinanten clritten Grades folgen, 
da er weiterhin benutzt wird. Der Satz lautet: 

Das ProditU A-B der beiden Dcterminanten 



n 



und JB 



laflt sich als eine Determinante clritten Grades C sehreiben, deren 
Elemente c ik C, 7j= 1, 2, 3) durch 

(41) C ik 



Zum Beweis dieses Satzes beach te man, dafi die Glei- 
chung = nach S. 81 als das Ergebnis der Elimination von 
Xj y } aus den drei in x } y, # homogenen Gleichungen 



(42) 



angeseh<en werden kann, denn die in (42) auftretenden. Koeffi- 
zienten von O0j y, sind die durch (41) definierten CM. Nun 
lassen sich die Gleichungen (42) nach Einflihrung von 



g - 0, 
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auch in der Form 



schreiben, und diese bestehen nach Nr. 45 nebeneinander, wenn 
die aus den Koeffizienten a tjt gebildete Determinante A ver- 
schwindet. Hieraus geht hervor, daB A in C als Faktor ent- 
halten sein mu6. Ein zweiter Faktor yon G ergibt sich, wenn 
man beachtet, daB ein die Gleichungen (42) erfiillendes Wert- 
system %, y, s jedenfalls dann gefunden werden kann, wenn 
es ein System gibt, das die Gleichungen X= Q, Y=Q, Z^ 
6rfiillt ; und die Bedingung hierfiir 1st S = 0. Daher ist auch 
B ein Faktor von und es kann somit C von AS hochstens 
urn einen Zahlenfaktor verschieden sein. Indem man G mit 
AS vergleicht, findet man diesen Faktor gleich 1 und hat daher 

C-AB. 

Das Produkt AS kann noch in drei anderen Arten als 
erne Determinante dritten Grades geschrieben werden. Da 
namlich A und B bei Vertauschung der Zeilen mit den Spalten 
ihre Werte nicht tindern ? lassen sich die Elemente der das 
Produkt AB darstellenden Determinante auch durch die Glei- 
chungen 

oder 
c r a =- anbije + ^i^k + flzs&s* oder 



definieren. 

Flir Determinanten zweiten Grades gilt die Formel 

(46) 

deren Beweis dem Leser tiberlassen werden moge. Auch hier 
lassen sich die Elemente der Determinante rechts noch in drei 
anderen Formen schreiben. 

Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, daB auch das 
Produkt zweier Determinanten n ien Grades durch eine einzige 

Salmon-Eiedlor: anal. Geom. d. Kegelsohn. 8. Aufl. 12 
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Determinante w ten Grades dargestellt werden kann. Ihre Ele- 
mente CM sind durch ngliedrige Summen von der Form (41) 
oder (45) definiert; man hat i und 7s die Werte 1 ; 2 ... n 
zu erteilen. 

Bin weiterer wichtiger Satz, der spiiter mehrfach benutzt 
wird, lautet: Die aus den Unterdeterminanten A/ k der Elements 
aw von A gebildete Determinante ist gleich dem Quadrat der 
Determinante A. 

Zum Beweis dieses Satzes bilden wir das Produkt aus 



A 



*13 



^liS 



Dieses lafit sich als eine Determinante dritten Grades clar- 
stellen, deren Elemente nach (41) durch 

+ a^Aki + 



gegeben sind. Nach S. 20 sind also nun samtliche Cu- gleich 
Null, bei denen die Indizes i und 7c verschieden sind, wahrend 
c n == (jgg = c S3 == J. wird. Somit reduziert sich das Produkt G 
oder J.X' jetzt auf c u c 22 c S8 =Jl s ? man hat daher die GHeichnng 

4-^-J, 8 oder ^-4 2 . 

Der Satz tiber das Produkt zweier Determinanten ist auch 
auf das Produkt zweier sogenannter Matrices ausgedehnt wor- 
den. Es sind dies solche mit Elementen a^ ausgefiillte recht- 
eckige Schemata, bei denen die Anzahl m der Zeilen von der 
Anzahl n der Spalten verscJiieden ist. Wir wollen zunachst an- 
nehmen, bei einer solchen Matrix sei m < n. Unter dem Produkt 



versteht man alsdann die Determinante m ten Grades, deren Ele- 
mente Cik durch (41) definiert sind und also dadurch entstehen, 
daB man die Summe der Produkte aus den Elementen einer 
Zeile der einen Matrix und einer Zeile der anderen Matrix 
bildei So ist z. B. 



12 



Produkt zweier Matrizes 

011&11 + 012&12+013&13 
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und hierfiir kann, wie man leicht einsieht, gesetzt werden: 



23 



Eigenartig ist der Fall, wo die Anzahl der Zeilen die der 
Spalten ubertrifft (m > n). Auch hier versteht man unter 
dem Produkt der beiden Matrizes die Determinante der zeilen- 
weise gebildeten Cn\ sie ist vom Grade m und man hat 



Aber diese Determinante der c ik hat den Wert Null, denn 
man wtirde sie auch erhalten haben, wenn man jede der beiden 
Matrizes durch Beiftigen von m n aus Nullen bestehenden 
Spalten zu eigentlichen, allerdings identisch verschwindenden, 
Determinanten erweitert hStte, und das Produkt dieser Deter- 
minanten ist natiirlich Null. So ist z. B. 



(48) 



denselben Ausdruck wtirde man aber durch Multiplikation der 
beiden verschwindenden Determinanten 



"31 



und 



erhalten. 

Auch inanche nicht aus der Theorie der linearen Grlei- 
chungen stammende Ausdriicke konnen in Determinantenform 
gebracht werden, z. B. das Quadrat der Bntfernung zweier 
Punkte mit den trimetrischen Normalkoordinaten a?$ bez. xl 
(Nr. 74): 

1 COS A* 

cos A B 1 

cos AX cos . 

x'. 



12 



d*- 



COS AS 


x\ 


x l 


cos A t 


*', 


0% 


1 


*', 


x s 


a', 








a? 3 
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B. 1) Die Flache F des Dreiecks dreier Geraden ist durch die 
Koefftzienten ihrer Gleichungen fur trimetrische Normalkoordinaten 
in Determinantenform auszudriicken. Sind aj = 0, aj 1 = 0, aj " = 
die Gleichungen der Geraden und bezeichnen 7/ 1? 7/ 2; 7^ die Werte, 
die ihre linken Seiten durch Substitution der Koordinaten der 
Gegenecken #/, a?/', #/" annehmen ; so gelten die Beziehungen 

f 7 f f\ f f\ 

a x ' = /f 1? Q>x" 0, <v = ^5 



Bildet man aus den neun links stehenden Trinomon die Deter- 
minante, so muB ihr Wert der Determinate der rechten Seite 
gleich, d. i. gleich 7^7^ 7/ 3 sein. Sie ist aber andrerseits nach S. 176 
gleich dem Produkt der beiden Determinanten 





a' 




a' 2 


a 


r 

8 




'i 




'j *'s 






-4 = 


a 1 


i 


a" 2 


a. 


rr 

3 


, *- 


., 




^ ff 2 a;" 3 


i 






a' 


! 
1 


fl'" s 


a 


3 




*" f , 


L 


"' S ^ r/ JJ 






und da B nach 


dem 


Ergebnis von Nr. 74 


gl 


rt-J rtl^ 


ist 


, so 




fnln-f 


-2F 


= 


/W 


3- 


Nun ist l x > = ^ = 


=3 


^/' = jji, und 


man 


lOlgt , , , 



kann zwischen je einer von diesen Gleichungen und je drei be- 
ziiglichen Gleichungen oben die Koordinaten a;/, j/', #/" bez. elimi- 
nieren. Dies ergibt 



1 








a{ , 




JK 



0, 



^ , Ug 



oder 



ar J. 



?! 



MA 






" 



daher durch Substitution in 2P- J ~4r3 endlich 

AM. 1 



( s > 

c 

f 7 

1 7 i 

2J<' 



l. i 



-ff m 

a g 5 "3 



I **i ) "a 7 W 8 
! ^1 ? ^2 ^8 



Man hatte diese Gestalt des Ausdrucks nach Nr. 87, 5 er- 
warten diirfen; denn die Detenninante des Zahlers verschwindet 
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wie dort fiir drei Geraden, die durch einen Punkt gehen, und 
eine Determinante des Nenners verschwindet, wenn zwei unter den 
drei Geraden parallel sind. 

2) Die linke Seite der quadratischen Gleichung 





ist das Produkt von zwei linearen Faktoren, wenn in der mit ihr 
identischen Form 



- 



die drei linearen Funktionen 



zueinander in konstantem Verh&ltnis , etwa wie m l :m^:m B) stehen; 
denn dann ist sie das Produkt von zwei zu Sa^x^ Sm^Xi pro- 
portionalen Faktoren. Die zu erfQllende Bedingung ist also die 
Erfullung der Gleichheiten 



fiir alle Werte von aJ 1? a^, # s oder die Existenz solcner Werte 
von x l9 x 2 , i 3 , fur die gleichzeitig a n x t + a 12 # 2 -f- a 13 o; 3 = 0, 
ajg^ + a 22 # 2 + a 23 a: 3 = 0, a^x^ + a^ B x 2 + % 3 sind. Die 
Elimination von x ly OJ 2 , % zwischen diesen Gleichungen gibt die 
gesuchte Bedingung in der Form 



0. 



Vgl. (11) und (12) in Nr. 62. 

3) Die Bedingung des gleichzeitigen Bestehens der Gleichungen 



lautet 



1 , 1 , 1 , 1 



C 2 



oder J. + J5 + JD, 



wenn -4, J5, C, D die Schemata der zu den Elementen der ersten 
Zeile gehc5rigen Unterdeterminanten bedeuten. 

Die Bedingung ist erfullt, wenn die linearen Funktionen, 
gleich Null gesetzt, die Gleichungen von vier Tangenten desselben 
Kreises in der Normalform sind und x\y der Mittelpunkt ist. 
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Und zwar stellen dann die Unterdeterminanten die Produkfce je einer 
Seite des Tangentenvierecks in die Sinus der beiden anliegenden 
Winkel dar. 

91. Wir behandeln mit Hilfe der Determinantentheorie 
hauptsachlich die Lehre von den linearen Substitutionen. Bei 
Beschrankung auf drei Veranderliche versteht man darunter 
die Einfuhrung von drei linearen homogenen Funktionen der 
Veranderlichen als neue Veranderliche. Es ist hier zweck- 
maBig, die Substitutionskoeffizienten durch Doppelindizes zu 
unterscheiden. Wir setzen unter Benutzung eines Proportio- 
nalitatsfaktors a: 



(49) 



v^di + a^x\ + 
\ + i 8 f 3 + 
f i + ^33^2 + 



auf den Index der Veranderlicken 



also allgemein, wenn sich 

bezieht, 

(50) t 

Der erste Index i von cc ik stimmt mit dem Index der un- 
gestrichenen Veranderliclieii tiberem, in der en Gleichung cc^ 
vorkommt, der zweite Index 7c mit dem Index der gestriche- 
nen Veranderlichen, zu der cc^ als Koeffizient geliort. Die 
Determinante der Koeffizienten 



(51) 



hei6t der Substitutionsmodul] ihr Wert sei immer von Null 
verschieden vorausgesetzt. 

Ist wieder A,-* die zu cc ik in A gehorige Unterdetermi- 
nante, so heifit die Determinante der A^ die Reziprolzaldeter- 
minante zu A oder die Determinante der adjungierten Elcmente; 
sie ist nach S. 178 gleich A 2 , 



^82 9 

^28 9 



^81 
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und die zu A^ gehorigen Unterdeterminanten sind gleich 
A #,-, wie man leicht durch Ausrechnen bestatigen kann 
(vgl. auch S. 81). Die Auflosung der Substitutionsgleichungen 
liefert die umgeTcehrten Substitutionen 

(52) xi = UhkiXk, 

wobei nun der zweite Index die Gleiehung charakterisiert. 

Unter dem Gesichtspunkt einer linearen Substitution in 
ein System linearer Gleichungen hat besondere Wichtigkeit 
fur die analytische Geometric der schon in Nr. 90 abgeleitete 
Satz iiber das Produkt zweier Determinanten. Dieser lautet 
dann so: Wenn ein System von linearen Tiomogenen Gleichungen 
durch lineare Substitutionen fur die Verdnderlichen transformiert 
wirdj so ist die Determinante de$ transformierten Systems gleicli 
dem Produkt aus der Determinante des ^lrsprunglichen Systems 
in dm Substitutionsmodul. 

Sind die Gleichungen ^=0, 63 ==0, ^=0 gegeben, so 
werden sie durch die Substitutionen (49) zu neuen Verander- 
lichen Xt transformiert in 



(53) 



0, 

V x - x\Sb>** + x'tZb t *n + x^Sb iM - 0, 
c'j =*x\2Ciai\ 4* x'tSdUft + so^Zdcc^ 0, 

und die Determinante der transformierten Koeffizienten a/, 

6/ f , Ci wird 



(54) 



a' t 

&'. 
c\ 



a' 



Hat nun die ursprtingliche Determinante den Wert Null, gehen 
also die Greraden a x) b x? c x = durch einen Punkt oder liegen 
die Punkte a u , l u , c u = Q in einer Geraden ; so verschwindet 
gleichzeitig auch die Resultante der transformierten Glei- 
chungen, d. h. auch die Geraden a' x ', V x i } c ! x f bez. die 
Punkte a'ui, V tt *, c* u = gehoren einem Biischel bez. einer 
Reihe an. 

Man nennt aber Invariante jede Funktion der Koeffizienten, 
die der Forderung gentlgt: Bildet man einerseits aus den Koef- 
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fizienten der gegebenen Gleichungen, andrerseits aus den 
Koeffizienten der linear transforaierten Gleichungen dieselbe 
Funktion, so soil der Quotient der beiden Funktionen gleick 
einer Potenz A* des Substitutionsmoduls sein. Dafiir sagt 
man kurzer: eine Invariante gegebener Gleichungen andert sick 
lei linewer Transformation derselben nur urn eine Patents des 
Substitutionsmoduls als FaUor*} Dalier ist die Determinate 
der Koeffizienten von drei linearen Gleichungen eine Invariante 
derselben. 

Die Koeffizienten einer transformiertea linearen Gleichung 
sind ferner selbst lineare Funktionen der gegebenen. Wird 
^=3 durch die Substitution der #/ in u[> - 27(0*' 2?/ *(<) = 
verwandelt, so ist 

(55) I'M/ 

(56) ~Ui 

Man nennt diese Substitutionen, deren Koeffizienten mit denen 
der urspriinglichen (50) und (52) identisch sind, nur dafi die 
Zeilen und die Reihen derselben vertauscht erscheinen, die zu 
den gegebenen inversen (transponierten) Substitutions. Ver 
anderliche u { und Veranderliclie x^ die initeinander gleiclizeitig 
inverse Substitutionen erleiden, werden als untereinander 
Tcontragredient bezeichnet. Also sind Punht- und Linienltoordi- 
naten Icontragredient, denn bei gleichzeitiger Anwendung der 
Substitutionen (50) auf ^ und (56) auf u t geht ^u x liber in 
vu x > also u x =* in ?4'= 0. 

Aus den linearen homogenen Substitutionen gehen ftir 
nicht-homogene Veranderliche lineargebrochene Siibstiiutionen 
hervor (vgl. Nr. 81): 



92. Geometrische Bedeutung linearer Substitutionen. 
Die homogenen Punktkoordinaten ^ und 4 k5nnen wir im 

*) Andert sich die Funktion gar nicht oder ist der Faktor A* 33 1> 
so nennt man sie eine absolute Invariants. 
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allgemeinen auf zwei ganz beliebige, voneinander unabhangige 
Systeme von festen Elementen beziehen; wir konnen aber auch 
die besondere Annahme machen, dafi diese Systeme identisch 
seien. Zunachst in der allgemeinen Voraussetzung denken 
wir zugleich die Linienkoordinaten Ut und / so eingefuhrt, daB 
Ma und u[ v > in den beiden Systemen Geraden darstellen. 

Die linearen Substitutionen (50) ordnen nun jedem be- 
stimmten Punkt xl einen einzigen bestimmten Punkt #, zu, 
aber vermoge der linearen TJmkehrungen (52) entspricht auch 
jedem Punkt #/ ein und nur ein Punkt #/. Die PunUe beider 
Systeme entsprectien einander eindeutig. Der Grad einer Glei- 
chung in Punktkoordinaten, also die Ordnung der durcb. sie 
dargestellten Ortskurye, wird durch lineare Substitution nicht 
geandert (S. 55). Somit entsprechen den Punkten einer geraden 
Reihe im System der xl auch die Punkte einer geraden Reihe 
im System der %t und umgekehrt. Daraus folgerten wir aber, 
da8 auch die Linienkoordinaten %, ul entsprechender G-eraden 
durch lineare Substitutionen (55) und (56) verbunden sind. 
Also entsprechen sich die Geraden ebenfalls eindeutig. Somit 
bleibt auch die Klasse jeder Hiillkurve bei linearer Substitution 
ungeandert, insbesondere gehen Strahlenbtischel wieder in 
Strahlenbiischel tiber. 

Man nennt dies ausnahmslos eindeutige Entsprechen yon 
Punkten x f und #/, von Geraden HI und u/ zweier ebenen Ge- 
bilde eine lineare Verwcmdtschaft derselben. Und diese aus- 
nahmslose Eindeutigkeit fordert als analytischen Ausdruck 
umgekehrt die lineare Substitution zwischen den Koordinaten. 
Alle rein deskriptiven Beziehungen (Nr. 82) zwischen Ele- 
menten eines Gebildes finden sich wiederum vor zwischen den 
entsprechenden Elementen eines linear verwandten Gebildes, 
wie in Nr. 82 die korrelativen Beziehungen bei den dualistisch 
entsprechenden. Infolge des Invariantencharakters der Resul- 
tante von drei linearen Gleichungen ist eben die Eigenschaffc 
der Geraden bez. des Punktes, einem Biischel oder einer Reihe 
anzugehSren, invariant. 

Eine mehr geometrische Benennung grtindet sich auf 
eine noch wichtigere Invariante der linearen Substitutionen: 
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das DoppelverMltnis von vier Elementen eines BuscMs und 
einer Reihe ist absolut invariant. Denn, sind die Strahlen 
eines Btisehels, bez. Punkte einer Reihe a x &&a.= ; 
a M _fc|8 M = 0, so sind die entspreclienden Strahlen, bez. 
Punkte aL' W x > = 0, ci' &0L' = 0. Also haben nach 
Nr. 86 in entspreclienden Biischeln bez. Reihen infolge der 
Parametergleichheit je vier homologe Elemente Jc^ ^ & 8 , Jc 4 
gleiches Doppelverhaltnis (Nr. 85). In jeder linearen- Verwandt- 
schaft sind entsprechende Strahlenbiischel und PunUreihen pro- 
jektiv aufeinander be#ogen; ddher heifit die durch linear e Sub- 
stitution darstettbare geometrische Abhangiglwit Projektivitat, 
Kollineation^} oder Homographie der ebenen Systeme, und ent- 
spredhende Elemente derselb&n heiflen homolog. Homologe 
oder hollineare Kurven stinmen in Ordnung und Klasse 
ilberein. Zwei Systeme sind kollinear, wenn sie zu dem- 
selben dritten kollinear sind, denn Xi nnd x'j sind durch eine 
lineare Substitution verbunden, wenn Xi und x r i9 x\ und x\- 
es sind. 

Die beiden Fundamentaleigenschaften der Projektivitat 
sind EindeutigTzeik des Entsprechens und GleichJieit homologer 
DoppelverMltnisse. In der allgemeinen projektiven Verwandt- 
schaft sind zahlreiche besondere Formen entlialten. 

93. Die TJntersuchung der Projektivitat ebener Gebilde 
erfordert eine nahere Beirachtung der projeUiven Zuordnung 
in den beiden Elementargebilden: Punktreihen und Strahlen- 
biischeln (N"r. 86). Sind zwei Eeihen, bez Btischel projektiv, 
so sind es auch die zu ihnen perspektiven Reihen von den 
Tragern x z = und #' 2 == 0, bez. Biischel von den Scheiteln 
% == und w' a == 0. Den Ausdruck der Verwandtschafb bilden 
also die Substitutionen zweier Veranderlichen 

(59) QXI auX\ + a n x' B bez. <su\ = 

(60) QX S cc 31 x\ + cc^x's 6u' B 

Hierbei sind und 6 Proportionalitatsfaktoren. 
Setzen wir 

(61) as, : X B I, x\ : x' B =1,', bez. ^ : U Q p, u\ : u' B = p', 

so sind diese Quotienten nach der Koordinatendefinition (Nr. 87) 
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DoppelYerhaltnisse, zwisehen denen eine Abhangigkeit besteht 
vermoge der lineargebrochenen Substitution 



Die Dojppelverhaltnisse homologer Elements mit je drei willktir- 
lichen festen Ulementen oder Q-rundelementen sind untereinander 
in linearer AlMngigkeit ; DoppelverMltnis-Gleichlieit (Nr. 86) 
entsteht erst, wenn sich aucli die festen Elemente der B/eihe 
nach entsprechen. 

Nun ist das Doppelverhaltnis eines Elementes mit drei 
festen sein allgemeiner Parameter in bezug auf zwei derselben, 
der durcli geeignete Wahl des dritten mit dem Teilverhaltnis 
identisch wird (Nr. 83). Die folgenden Betraclitungen biifien 
niclits an Allgemeinheit ein, wenn wir den Parameter h als 
das Teilverhaltnis selbst voraussefczen. Dann lautet das Er- 
gebnis: zwischen den Parametern I, I'*) homologer Elemente 
in projeJctiven Elementargebilden lesteht eine bilineare, d. h. so- 
woJil in I als in tf lineare Gleichung 
(63) aU< + 1)1 + cti + d = 0; 

denn aus derselben folgen die Parametersubstitutionen 



- 
~ al'+b 

Hierbei ist noch. vorausgesetzt, daB ad 6c =4= 

FaUe ad - lc = und a 4=0 ware (63) mit (a * + c) = 

gleichbedeutend, die bilineare GHeichung wiirde in zwei Fat- 
toren zerfallen. 

Die Grleicliung (63) ist durcli die Angabe yon drei Paaren 
homologer Elemente mit den Parametern A 19 ti^ ^, ^ f 2 ; ^ 3 , Z' 3 
bestimmt, z. B. in der Determinantenform 

3L X I X 1 

AI-I fu -j fui ^1 -*- 

Ag r g <^2 ^"2 

^3 * 3 ^3 ^3 * 

*) Die duale Betrachtung ist bis auf die Bezeichnung identisch. 
An Stelle der Parameter kann man sich anch Abszissen ic, x f ein- 
gefuhrt denken. 



(65) 
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Diese ergibt sich aucli durch Entwickelung des Ausdrucks fur 
die Gleichheit homologer Doppelverhaltnisse 



Umgekehrt ist die allgemeinste bilineare Gfleichung 

(67) alti +11 + C)} + d = 

die Parametergleichung d&r Projektwitat. Denn man bestatigfe 
sofort die Doppelverhaltnis - Gleichheit durch Ausfuhrung der 
Substitutionen, z. B. von l t an Stelle von A: die Differenzen 
im Doppelverhaltnis der ungestriclienen A sind alsdann den mit 
dem Faktor ad 1)C multiplizierten entsprechenden Differenzen 
der gestriclienen A proportional. Damit erhellt vollig all- 
gemein: Zwei Eeihm von Purikten oder swei Biischel von Strahlen 
oder eine Eeihe von Punkten und ein Busdiel von StraJden, die 
in einer algelraiscU-geometrischen Abliangigkeit stefien, sind pro- 
jeUiv } sobald einem Element des einen Gebildes eindeutig ein 
Element des anderen entspricht, und umgeJcehrt. 

Den Elementen ^ = 00, -- , 0, -v entsprechen im 
Falle ad be 4= bez. die Elemente tf = -- , oo, -- . 0: 

Qi C 

also bestimmen diese Koeffizientenverhaltnisse die den beiden 
festen Elementen oder Grnndelementen jedes Gebildes ent- 
sprechenden Elemente des anderen, nnd nmgekehrt. Wird 
daher das erste, bez. das zweite Paar der Grundelemente ein- 
ander entsprechend gedacht, ist also fur ^ = auch A' == 0, 
bez. fiir ^ oo auch A' = oo, so gelten die einfacheren Formen 
der Projektivitatsgleichung 

(68) a + Y + | - 0, bez. bl + cl' + d** 0. 
Machen wir beide Voraussetzungen zugleich, so folgt 

(69) Jjl + oA'O oder A:A f =konst v 

die Gleichungsform, die wir schon in Nr. 86 gebraucht haben 
(vgl. Anm. S. 165). Und wenn sich die Grundelemente ver- 
kehrt entsprechen, so daB fiir I = ; oo; t! = oo, ist, redn- 
ziert sich die Projektivitatsgleichung auf 

(70) a,U' + d = Q oder U' = konst. 



Parametergleiclmng der Projektivitat 189 

Die zu den unendlicli fernen Punkten A == 1, ^ = 1 
zweier Reihen homologen Punkte heiBen die Gegenpimkte der- 

selben; ihre Parameter sind A' = - > A = """, und sie 
' c a a o 

mogen mit Q f und E bezeichnet werden. Die von ihnen ge- 
messenen Abszissen x 1 , x entsprechender Punkte erfiillen die 
Gleichung H A Q { A' = xx* konst. = & 2 . Da die Parameter A 
und A f , wie sclion erwahnt wurde ; als Teilverhaltnisse augesehen 
werden konnen ; entsprechen den Werten A = 1 und % = 1 
die unendlicli fernen Punkte der beiden Punktreihen (vgL 8. 30, 
Gl. [63]). Sollen diese homolog sein, so muB zwisclien den 
Koeffizienten von (63), S. 187 die Beziebing a + d = I + c 
bestehen. In diesem Fall sind die projektiven Punktreihen 
ahnlichj denn homologe Strecken sind nun proportional wegen 
der Reduktion von 
(^ 2 0cx>) - (A'tA'iO'oo) auf OA, : OA 2 - O l A! l : 0'A' Z . 

Zur Bestimmung der ahnliclien Reihen geniigen zwei homologe 
Paare, und, insofern A^ z und A\A f ^ homologe Strecken sind, 
reduziert sich die Parametergleichung auf A l!. Endlich ent- 
stehen aus ahnliclien offenbar kongniente BeiJien } sobald zwei 
homologe Strecken z. B. A 1 A ZJ A\A^ gleich werden. 

In projektiven Buscheln konnen die Grrundstrahlen zu- 
einander rechtwinklig sein; dann ist das Produkt der Teil- 
verhaltnisse zueinander normaler Strahlen gleich 1. Somit 

schlieBen die zu A, ^- homologen Strahlen a 



einen rechten Winkel ein, wenn A der quadratischen Gleichung 

genligt 

(71) (ac + ld) (^-l) = (a 2 +6 2 -c 2 ~cZ 2 )Z. 

re Wurzeln sind offenbar stets reell und negativ reziprok: 
in projektiven Strdhleribusctieln gilt e$ also m allgemeinen ein 
und nur ein Paar von homologen rechten Winlceln. Ist 
ac + bd = 0, bez. ab + cd = 0, so sind die festen Strahlen 
selbst je das eine Rechtwinkelpaar. 

Dagegen gibt es unendlich viele homologe Rechtwinkel- 
paare in der besonderen Projektivitat, fur die zugleich 
a 2 _j_ ja _ C 2 _ ^2 ^ o un( j ac + ld^O ist und auBerdem, wie 
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die zu (71) analoge quadratisehe Gleichung fur A' ergibt, 
a 2 _ 52 + C 2 _ ^2 = o S owie a& + cd 0. Man findet leicht 
a = + d, & = T und insbesondere A T A' -= fiir homologe 
Grundstrahlen. Die projeMven Bilschel i = A', bez. A = A r 
smcZ dann kongruent ~bes. symmetrised gleich. So beschreiben 
z. B. Strahlen, die einen Wiukel yon konstanter GroBe ^ ein- 
schliefien, kongruente BtLschel, deren Parametergleichung lautet 
(w^Wg + 1) tg ^ = m^ m% (Nr. 36). 

94. Involution. Wichtig ist der Fall der Projektivitat 
der Elementargebilde lei vereinigter Lage Hirer Trager. Liegen 
zwei projektive Punktreihen in derselben Geraden, so kann 
jeder Punkt derselben sowohl zur ersten als zur zweifcen Reilie 
gereclmet werden, und es entspricht ihm hiernach in der 
zweiten oder der ersten Reihe je ein Punkt. Ebenso gehoren 
in zwei projektiven Biisclieln von demselben Scheitel zu jedem 
Strahl zwei tomologe Strahlen, einer in jedem der konzen- 
trischen Buschel. Dem Element vom Teilverhaltnis ^ entspriclit ; 
insofern es zum Gebilde A, bez A f gehorfc, ein Element 

bez. K = ^rr; diese beiden Elemente sind 



im allgemeinen voneinander verschieden, aucb. wenn wir ^, A' 
auf dieselben Grundelemente bezogen denken. 

Sobald aber in diesem Falle 6 = c ist, entspriclit jedem 
Werte p, in jedem der Gebilde "k nnd A' der eine Wert 

^ *** -- 4^b' ^ e nac ^ ^ un ^ ^ symmetrische Projektivitats- 

gleichung 

(72) aM +!)(*, + Jj) + d = Q 

definiert also zwei projektive Gebilde in derselben Geraden 
oder urn denselben Punkt, in denen swei Jiomologe Elemente 
sicli vertauschungsfahig oder involutoriscJi entsprechen, d.h. un- 
abhangig davon, zu welcliem Gebilde man das eine derselben 
rechnen will. Betracbtet man einen Punkt P des gemein- 
samen Tragers der beiden Punktreihen als Punkt der einen 
Reihe, so entspriclit ihm in der zweiten ein Punkt Q y und 
ebenso erhalt man Q, wenn man P als Punkt der zweiten 
Reihe betrachtet und zu ihm den entsprechenden in der ersten 
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Reihe sucht. Prqjektive vereinigte Eeihen oder Buschel, deren 
Parametergleichung sijmmetrisch ist, bilden eine Involution. Da 
die Involution aus Paaren wechselweise homologer Elements 
besteht, konnen wir dieselben durch quadratische Grleichungen 
fur die Parameter (oder die Abszissen, Nr. 16) gegeben denken. 
Wir verweisen fur die nahere Betrachtung der Involution 
auf Nr. 17 und 18. Allerdings wurde dort nur die durch 
Pwnfcfepaare erzeugte Involution betrachtet; die fur Strahlen- 
paare gtiltigen Satze sind aber den Satzen in Nr. 17 analog. 
Auf einer Geraden, die die konzentrischen involutorischen 
Strahlenbiiscliel schneidet, bilden die Sclinittpunkte zwei pro- 
jektive Punktreihen. Diese verlaufen in gleicter oder in ent- 
gegengesetzter Eiclitung, je naclidem der Drehungssinn der 
beiden Buscbel gleich oder entgegengesetzt ist. 

95. In konzentrischen involutorischen Strahlenbuscteln 
gibt es nacb. Nr. 93 ein Paar bomologer Rechtwinkelstralilen, 
das mit Riicksicbt auf c = b durch die Beziehung 

(73) tf - ^ ^-1=0 

bestimmt wird. Man bezeichnet diese beiden zueinander rec]at- 
winkligen homologen StraMen als die AcJisen r, r f der In- 
volution. Die Bedingung der Involution kann gesclirieben 
werden (pqrr f ) = (p'q W), wobei p und p*, sowie 2 ^^d tf 
homologe Strahlenpaare bedeuten. Bezeicbnet pr den Winkel, 
den der Strahl p mit der Achse r bildet, so kann man die 
letzte Gleichung auch durcb. 

(74) tgpr tg p'r = tg qr - tg q f r = konst. 
ersetzen. Das Produkt der Teilverhaltnisse, die zwei b.omo- 
loge Strahlen mit den Achsen bestimmen, ist konstant und 
heiBt die Potent. 

Das Rechtwinkelpaar ist unbestimmt fiir a === d, "b == Q, 
wodurch (72) in hti + 1 ubergeht. Die projektiven Buschel 
sind dann kongruent (nicht aber symmetriscli) und kommen 
durcb. Drehung des einen um einen rechtenWinkelzur Deckung. 
Die Strahlen durch und ihre Normalen in bilden so die 
wichtige sogenannte Rechtwinkelinvolutionj deren Achsen un- 
bestimmt sind. 
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Die Doppelstrahlen dieser Involution sind die Greraden 
absoluter Eichtung A = + i, sie sind harmonisch konjugiert 
zu den einzelnen Kechtwinkelpaaren (Nr. 61). 

Eine andere besondere Involution konzentrischer Strahlen- 
btischel ist die symmetrisclie Involution, bei der in (72) a + ^=0, 
J) = ist. Auf homologe Grrundstrahlen bezogen (6 = 0) ; ist 
nun ^ 1 0, demnach sind in der symmetrischen Involu- 
tion die Doppelstrahlen A 1 zueinander rechtwinMig, also 
die gemeinsamen Winkelhalbierenden aller ihrer Paare. Man 
gebraucltt daher auch den Namen Grleicliwinkelinvolution oder 
gleichseitig-hyperbolische Involution. 



Sechstes KapiteL 
Der Kreis. 

96. In den vorhergehenden Kapiteln haben wir neben 
der Entwickelung des Koordinatenbegriffs im wesentlichen die 
Creometrie der linearen Elementargebilde und Verwandtschaften 
beliandelt. Innerhalb dieser Grenzen erscheint die analytisehe 
Geometric als der geometrische Ausdruck der Theorie der 
linearen Gleiehungen. Deshalb gelangten Gleicliungen hoheren 
Grades nur insofern #ur Bespreehung, als sie mit mehreren 
linearen gleicnbedeutend sind, d. h. in solche zerfallen (Nr. 56 
und 62 f,). So warden auch von den Gleichungen zweiten 
Grades nur diejenigen der Geradenpaare untersucht (Nr. 57 63). 
Indessen hat sich auch schon ein einfachstes Beispiel einer 
nicht zerfallenden Gleichung zweiten Grades dargeboten, die 
^leichung des Kreises (Nr. 23). 

Nach der gewohnlichen Anschauung ist der Kreis ein 
der Geraden koordiniertes Konstruktionsmittel. Vor einer Unter- 
suchung der allgemelnen Kurven zweiter Ordnung (Nr. 27) wird 
es daher zweckmafiig sein, an dem elernentaren Beispiel des 
Kreises ausfiihrlich zu zeigen, wie die geometrischen Eigen- 
schaften einer Kurve aus ihrer analytischen Definition heraus 
TLVL entwickeln sind (Nr. 26). Immerhin wird dabei die genaue 
Kenntnis des Gebildes ein niitzlicher Wegweiser fur das ein- 
^uhaltende Verfahren sein. Zugleich fuhrt dieser Weg auf 
gewisse Begriffsbildungen, die sich uberhaupt fiir Probleme 
zweiten Grades als wichtig erweisen werden. 

Die allgemeinstc Gleichung des sweiten Grades in x\y ent- 
halt die quadratischen Glieder mit a; 2 , xy, y*, die linearen mit 
# ; y und ein konstantes Glied, erfordert also sechs Koeffizienten 
oder fiinf wesentliche Konstanten (Koeffizientenverhaltnisse). 
Wir schreiben sie (Nr. 90,2 fur # 3 = 1, x l x, sr^^y) 
a^x* + 2a^xy + a^f -f 2a n x + 2a 23 y + a 33 = 0. 

Salmon-Fiedler: anal. Geom. d Kegelscliu. 8. Aufl. 13 
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97. Gleiclrung des Kreises. Sclion in Nr. 23 wurde 
gezeigt, da6 die Gleichung 

a) o*-)*+o/-) s =<> 2 

in rechtwinkligen Koordinaten einen Kreis vom Radius Q und 
mit dem Mittelpunkt cc \ j3 darstellt. 

Bei schiefwinkligen Koordinaten mit dem Achsenwinkel o> 
ist nach Nr. 5: 
(2) (x - ) s + (y - 0) 2 + 2 (x - ) (y - ]3) cos CD - s 

die Gleichung des durch die Mittelpunktskoordinaten cc \ |8 und 
den Radius 9 bestimmten Kireises. 

Offenbar definieren die Grleicliungen (1) und (2) den Kreis 
als Ort eines Punktes, der von einem festen Punkt (dem Mittel- 
punkt [Zentrum]) eine konstante Entfernung (gleich dem 
Radius) hat. In der Theorie des Kreises bietet aber die Ver- 
wendung schiefwinkliger Koordinaten selten Vorteile vor dem 
Gebrauch der rechtwinkligen. Daher werden im folgenden 
rechtwinklige Koordinaten vorausgesetzt, wenn nichts anderes 
bemerkt ist. 

In den Anwendungen erscheinen besonders haufig die 
einfachsten Formen der Gleichung: 



fur einen Kreis um den Koordinatenanfang als Mittelpunkt, 
und 

s +y > T2pa?0 

fur einen Kreis, der durch den Koordinatenanfang geht und 
dessen Mittelpunkt auf der #-Aehse liegt (a p ; j8 = 0). 
Die Grleichung des Kreises ist vom zweiten Grade, aber 
sie hangt statt von ftinf (vgl. Nr. 96) nur von den drei Kon- 
stanten a|/J; Q ab. In der auf rechtwinklige Achsen bezoge- 
nen Gleichung des Kreises fehlt das Glied xy und die Koeffi- 
zienten von y? und y* sind gleich. Daher Jcann die allgemeine 
Gleichung zweiten Grades lei rechtwinJdigen Koordinaten nur 
dann einen Kreis darstetten, wenn von ihren Koeffizienten die 
Bedingungen erfullt werden 

(3) flia-O, a n ==0 22 . 
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Umgekehrt sind diese Bedingungen hinreichend, um eine ilmen 
geniigende Gleichung a n (x*+ # 2 ) + 2a lB x + 2a 23 j/ + a 33 = 
auf die Form (x a) 2 + (y /3) 2 = p 2 zu bringen. Das Ver- 
fahren ist dem bei der Auflosung quadratischer Gleichungen 
ganz analog, Man macht den Koeffizienten von x* -y* durch 
Division der Grleichung mit a n der Einheit gleicn und bringt 
das absolute (Hied auf die rechte Seite. Durch Addition der 
Quadrate der halben Koeffizienten von x und y beiderseits ver- 
vollstandigt man die linke Seite zur Summe zweier Quadrate 
von Binomen: 



Also sind die Koordinaten des Mittelpunkts 

( 4) 1 ; , ,__a, 

und das Quadrat des Radius ist 



Vergleichen wir ferner die auf schiefwinklige Achsen be- 
zogene Kreisgleichung (2) mit der allgemeinen Form, so finden 
wir als notwendige Bedingungen eines Kreises 

(6) a 12 a n cos co, a u = a 22 . 

Sind aber diese erftillt, so zeigt die Koeffizientenvergleichung ? 
daB Mittelpunkt und Radius durch die Gleichungen bestimmt 
sind: 

a + B cos co = > ft + a cos o> %*> 

(7) K , + 2+2 ^ oosc ,_ 2== ^. 

B. 1) Die Gleichungen 

#2 + ^2 _ 2 x 47/ 20 0, 3 (a 2 + / 2 ) 5o; 7y + 1 = 
lassen sich auf die Formen bringen 

(o ; -l) 2 +( 2 /-2) 2 =25 ; (a.-|)+(y-|)-g. 
Die Koordinaten des Mittelpunkts und der Radius sind im ersten 
Falle 1 | 2 und 5, im zweiten | % und |l/62. 

2) Es ist irgend eine Anza-hl von Punkten gegeben; man soil 
den Ort eines Punktes finden, der so liegt ; daB die Summe der 

13* 
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Wi 1? w 2 . . . fachen Quadrate seiner Entfernungen r x , ?* 2 , ... vom 
ersten, zweiten . . . Punkte bez. eine konstante Gr5Be 1st oder (vgL 
Xr. 52, 4), dafi 2m L rr = konst., etwa gleich C ist. 

Das Quadrat der Entfernung eines Punktes x y vom Punkt 
X' t y i} d. i. (x # t ) 2 + (y ^) 2 ? multiplizieren wir mit w,- und 
addieren alle Glieder, die man so bilden kann. So finden wir fur 
die Gleichung des Ortes 

^ + 2m t y^ = C. 



Also ist der Ort ein Kreis mit a 



^ - ""siw" 

d, L sein Mittelpunkt ist (Nr. 52, 4) der Schwerpunkt der gegebe- 
nen Punkte, wenn man diesen die Massen wit beilegt. 
Pur den Radius E dieses Kreises finden wir 



wo 2miri' G gleich der Summe der m t fachen Entfernungs- 
quadrate jedes der gegebenen Punkte von einem Punkt des Kreises 
und 2niiQi* gleich der Summe der <m t fachen Entfernungsquadrate 
aller gegebenen Punkte von dem Schwerpunkt derselben ist. 

98, Als Normalforra der Ereisgleiolmng rait den drei 
wesentlichen Konstanten a \ /J % werde bezeichnet 

(8) x- + f- 2ccx - SjSy + IK 0. 

Der Mittelpunkt ist K\fi] also stellen GHeichungen, die nur 
im konstanten GrKed voneinander abweichen, Iwnzentrisch-e 
Kreise dar. Die dritte Konstante n bestimmt das Quadrat 
des Kreisradius durch 

(9) e 2 =a 2 +/3 2 -^. 

Also stellt im elementaren Sinn die Grleichung nur dann einen 
Kreis dar ; wenn Q* positiv, also p reell oder jc < of + ft' 2 ist. 
Wenn hingegen a;>a 2 + /3 s , der Radius Q imaginar wird ; so 
kann der Gleichung (8) kein reelles Wertepaar x y geniigen, 
da (x a) 2 + (y /3) 2 far solche Wertepaare nie einen nega- 
tiven Wert annimmt. 

Um wiederum analytisch und geometrisch. gleicliwertige 
Begriffe zu schaffen, nennen wir jede Ghidiuty von der Form (8), 
deren Koeffizientm a\$\ic reett sind, Gleichung eines Kreises. 
Insbesondere stellt sie unter der Bedingung ^> 2 + /3 s einen 
imaginaren Kreis dar; derselbe hat einen reellen Mittelpunkt 
und rein imaginaren Radius Q g'i, also keine reellen Peri- 
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pheriepunkte. Zu ilini steht in eager Beziehung der reelle 
Kreis von dem namlichen Mittelpunkt und dem Kadius Q 1 ] er 
moge kurz der Stellvertreterkreis des imaginaren genanntwerden. 
Seine Gleichung ist x*+ y*~- 2 ax 2fiy + d == fur 



Ist endlich Jt = a* + /3 2 , der Radius Q also Null, so geht 
die Kreisgleichung in 

(a-*) 2 +G/-/3) 2 =0 

iiber und wircl durch kein anderes reelles Wertepaar als x = a, 
y = p erfiillt. Daher mtissen wir sie als die Gleichung eines 
unendlich kleinen Kreises vom Mittelpunkt a \ |3 oder des Nidi- 
Icreises am PimJcte a \ /3 bezeichnen. Andrerseits kennen wir sie 
schon (Nr. 61) als die Gleichung des imaginaren Geraden- 
paares oder Paares von Minimalgeraden x a i (y ) = 0, 
der StraJilen der absoluten Bichtungen aus dem PunU a\p. So 
ist a? + y 2 ~ ebensowohl als die Gleichung des Nullkreises 
am TTrsprung, wie als die des Geradenpaares #. iy auf- 
zufassen. 

Fiir die Koordinaten von Punkten, die nicht auf der 
Kreisperipherie liegen, hat die linke Seite der Gleichung einen 
positiven oder negativen Wert. Bei Einsetzung von a /5 ins- 
besondere ist dieser Wert # a 2 /3 2 2 , also negativ 
beim reellen, positiv beim imaginaren Kreis. Daher ist auch 
fiir die Koordinaten eines jeden Punktes im Inneren eines 
reellen Kreises jenes Substitutionsergebnis negativ und ist dies 
nur fiir einen solchen (Nr. 24, *Zusatz). 

99. Bestimmung eines Kreises durch drei Punkte seiner 
Peripherie. Soil ein Kreis einen vorgeschriebenen Punkt ent- 
halten, so liefert die Einsetzung seiner Koordinaten in die 
Gleichung # 2 +2/ 8 2 ax 2p<y + st=*Q eine lineare Be- 
dingung zwischen den drei unbekannten Koeffizienten. Da 
also a, j8 7 # durch die drei Gleichungen bestimmt sind 

^i 2 + 2/i 2 - Sa^- 2/J&+ x 0, 

(10) x* + 2/ 2 2 - 2cc% - 2/ty 2 + a - 0, 

# s 2 + 2/ 3 2 - 2c^3 - 2/32/ 3 +* = 0, 

so kann dui-ch die drei Punkte^, A z , A B oder a^lft, 

SC B | y B nur ein Kreis beschrieben werden. 
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Das Ergebnis der Substitution dieser Koeffizientenwerte 
in die allgemeine Gleichung oder der Elimination von #, /?, it 
aus den vorigen vier Gleichungen wird auch in der Deter- 
minantenform erhalten 



Dies ist die Gleicliung des einem Dreieck umgeschriebenen Kreises. 
Wir konnen sie aucli als die Bedingung deuten, unter der 
vier Punkte in einem Kreise liegen, indem wir statt x \ y etwa 
# 4 J2/4 schreiben. Die Entwickelung der Determinante nach 
den Elementen der ersten Spalte erteilt ihr alsdann folgenden 
geometrischen Inhalt: Bilden A 13 A z , A BJ A ein Kreisviereck 
und ist ein willktirliclier Punkt ; so besteht zwischen den 
Flacheninhalten der vier Dreiecke aus jenen die Beziehung 
~ 



Die Gleichung des Kreises reduziert sicL. dann und nur 
dann auf eine lineare, wenn in (11) der Koeffizient von x?+ y* 
verschwindet. Da dieser aber den Flacheninlialt des gegebe- 
nenDreiecks A^A^A^ angibt, so ist dadurch dieLage der drei 
Punkte x l \y ij x% \ j/ 2 , x$ \ y% in einer Geraden bedingt (ISTr. 40). 
In der allgemeinen Form der Kreisgleichung werden init a n = 
zugleich Mittelpunktskoordinaten und Radius unendlich groB 
(Nr. 97). Also darf die Gerade aucfi als ein unendlich grower 
Kreis aufgefafit werdm, jedocli nur unter Hin#unahme der un- 
endlich fernen G-eraden. Denn nach dem Prinzip von Nr. 16 
ist die Eedukfcion einer quadratischen Funktion auf eine lineare 
nur zu denken als ihr Zerfallen durch. Absonderung eines 
Faktors Q-x + Q-y + c (N"r. 75). 

B. 1) Der Kreis dnroh die Punkte 2 | 3, 4 | 5, 6 1 ist 

(*-)'+& -I) 1 - 

2) Far den Kreis durch die Punkte 2 | 3, 3 4 und den Null- 
punkt ist a S3 = 0, 13 + 4a 18 + 6a 33 0, 25 + 6 a ls + 8<% == 0, 
also 2 13 =*~- 23, 2a 23 =ll. 

3) Fiir die Koordinatenachsen von Nr. 50, 1 bilde man die 
Gleicliung des Kreises durch den ISTullpunkt, durch die Mitte von 
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AC : BC und zeige, daB der Kreis auch durch die Mitte von AB 
geht. Man findet als Gleichung des Kreises: 

2# O 2 + y 2 ) jp (* s') x-(p*+ ss') y = 0. 

Dies ist der sogenannte FeuerbacJiscJie Kreis des Dreiecks 
ABC\ auf ihm liegen die Mitten der Seiten des Dreiecks, die 
drei HohenfuBpunkte trad die Mitten der auf jeder H8he durch 
den HShenschnittpunkt und eine Ecke des Dreiecks begrenzten 
Strecke. 

4) Man entwickle die Beziehung zwischen den gegenseitigen 
Entfemungen von vier Punkten eines Kreises. Man bildet das 
Produkt aus den folgenden beiden aquivalenten Schreibweisen der 
Determinante des Textes 



ft 2 -2^ -2y t 1 



^ y 1 x^ + 



2/s 2 



Wenn wir die vier Punkte als 1, 2, 3, 4 und ihre Ent- 
fernungen durch 12, 13, 14, 23 usw. bezeichnen, so ist das Produkt 

I 12 2 13 2 14 2 
I2 2 23 2 24 3 
~~ ~ 34 2 
34 2 
Das Verschwinden dieser Determinante gibt die entwickelte Beziehung 



(12) 





23 2 
24 2 



12* 



23 



14 3 -23 2 . 



34 2 }- 



Diese Gleichung ist von der Form 

+ JB 2 2 + 3 J. 2 ) Oder (^i 2 - JB 2 - O 2 ) 2 - 45 s (T J = 0, und hier 
kann die linke Seite leicht in ein Produkt von vier linearen 
Faktoren zerlegt werden Setzt man zur Abkurzung 

2S 12-34 + 13-24 + 14-23, 
so folgt 

S (S - 12 - 34) (fl - 18 24) (S - 14 - 23) - 0, 
<1. h. die bekannte Belation des Ptolemdus^) 

12 -34 13 -24 14 -23-0. 

100. Lineare Erzeugtmg des Kreises. Sind von einem 
Dreieck A^A^A^ nur die Basisecken A it A^ oder ^ |y 1; x^\y^ 
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feat gegeben und wird den ubrigen Elementen desselben erne 
Bedingung auferlegt, so 1st die Spitze A s offenbar nur so weit 
bestimmt, da6 sie einem gewissen Ort angehoren muB. Nun 
sei der Ort dieser Spitze zu bestimmen, 
wenn sich die Seite A 1 A S um A l und die 
Seite A$A S um A* gleichzeitig um dieselbe 
WinkelgroBe und in demselben Sinn dreht. 
1st A^A^A's eine neue Lage des Dreiecks 
(Fig. 54) und sind die Richtungskoeffizientea 
der Geraden^-^, A^A'*. A. 2 A^ A>A f z bez. 




Fig. 54. MI* m 'v w a? m '. 2 , so erfordert 



, da6 
? 

Hieraus folgt aber auch 



j , \ \ A L 
oder tg A<AA } = tg 
& i o - 



- t2 12 & 

d. h. der Winkel der Seiten ist unveranderlich. 

Somit konnen wir nach S. 73 7 wenn die Geraden A^A\ 
und A Z A ! B den Winkel von der vorgeschriebenen Tangente 
tg A^A B A 2 ^ 11 einsclilie8en ; ibre Gleicliungen schreiben 



wo m nun jeden beliebigen Wert annehmen kann. Je zwei 
zu denaselben Wert von m gehorige Geraden sclineiden sicli 
in einem Punkt des gesuchten Ortes. Die Gleichung, der 
alle diese Sehnittpunkte genugen, entspringt also durcli Eli- 
mination von m aus jenen linearen Gleichuugen in der Form 



- [(x - xj (y - y 2 ) (a? - xj (y - 
Dieser Ort ist dalier em Kreis, der durch die leiden festen 
PunTde A 1 und A% geht. Die Gleichung wird mit der des 
Kreises durch die drei Punkte A ly A^ A B (Nr. 99) identisch, 
sobald wir ^ durch den Wert ersetzen, den es bei der Sub- 
stitution von # 3 2/ 3 fur x y wirklich erhalt. 

Diese Erzeugung des Kreises beweist den bekannten Sats 
von der Jconstanten Grrofie der uber einem Kreisbogen A A^ 
stehenden PeripforiewinM. Man hat dazu nur zu bemerken, 
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daB der an J/ 3 der Basis gegentibeiiiegende Dreieckswinkel 
in das Supplement :t^s fcrsprimgliehen ubergeht, sobald sich 
-4/ s mif ji 3 niclit ::<elir >~a:f derseileii &site der Basis befindet, 
da alsdani: cer in ilemse.ben >Sinn von der Seite -i^'s zur 
Seite AA' S gemessens Winkel arc tg ^ dem Dreieck niclifc 
angehoren kann. 

Drelien sicli die Stralilen durcli A^ und A 2 iusbesondere 
so, daB sie zueinander reehtwinklig bleiben oder sind die Drei- 
ecke rechtwinkiig ($t co), so erhalien wir durch Elimination 
von m aus 

('/ /-.-> I / -y ___ f\n \ f }j A i i / nl Jl J ^- { ) 

JL> ,/^y UO *,*) " ^// !/i'\y i/2/ ~* 

Vgl. Nr. 5,6. 

#Nach der Ausdrucksweise des fiinften Kapiiels sind die 
Schenkel eines konstanten Peripheriewinkels homologe Strahlen 
kongruenter Biischel. Daher 1st der Kreis das Erzeugnis des 
ScJmittes liomologer Stralilm in kongruenten BiiscJidn. 

B. 1) Man priife, welche Beispiele von Nr 51 auf Kreise 
fuhren, und bestimme die Mittelpv-nkte und Eadien dieser &eise. 

2) Ort des HobeDscnnittpunktes eines Drei- 
ecks aus der Basis AI> und dem Winkel y an 
der Spitze 0. (Fig. 55.) 

Die Gleicbungen der zu den Scheitelseiten 
geborigen Holien BH% und AH sind 

m (?/ y' 1 } + (x x") = bez. 
(m + tg y} (y y') + (l w tg y) (x x 1 } 0. 

Hierbei ist m der Richtungskoeffizient der Seite AC; x 1 , y* und 
x", ?/" sind die Koordinaten von A und B. 

Durch Elimination von m erhalten wir die Gleichung des Ortes 

tg y [(y - y'} (y - y") + (* - ') ( - *")] 
- - {* (2/' - 2/") - y (*' - *") + <'y" - y'*"}; 

eine Gleichung, die von (13) nur ini Vorzeichen von tg y ab- 
weicht. Sie stellt daher den Ort dar, den wir dort fiir die Spitze 
finden, wenn wir dieselbe Basis geben, aber als Winkel an der 
Spitze den Supplementwinkel des friiheren nehmen. 

3) Man soil den Ort eines Punktes P bestimmen, wenn von 
Parallelen durch ihn zu den Seiten a, , c eines Dreiecks in den 
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anderen Seiten desselben Punkte J?, (7; C ! , A'; A!\ B n so bestimmt 
werden, daB die Summe der drei Rechteeke 

BP - PC + C'P PA r + A"P P" 
konstant 1st 

Wenn man die Seiten a, I des Dreiecks zu Koordinaten- 
achsen wahlt, so ist die Gleicnung des Ortes 



- - y _ - 

oder 



cos y &# Z>?/ + m 2 = 0. 

Diese Gleichung stellt einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt 

a | ft aus 

2 (a + |5 cos 7) a, 2 ((5 + a cos y) 6 (vgl. Nr. 97) 

zu bestimmen ist. Der Kreis geht, falls w = 0, durch die Ecken 0, 
a 0, fc, er ist also immer mit dem dem Dreieck umgeschriebenen 
Kreis konzentrisch. 

4) Man bestimme den Ort eines Punktes P so, daB dessen 
Yerbindungslinie mit einem festen Punkt denselben Abschnitt in 
der OJ-Achse bildet, wie die in P auf der Verbindungslinie erricli- 
tete Normale in der ^/-Achse. 

5) Man bestimme den Orb eines Punktes so, daB die in 
den Ecken eines Dreiecks auf ihren Verbindungslinien mit ibm 
erriehteten Normalen sick in einem Punkt schneiden. 

101. Schnittpnnkte eines Kreises mit einer G-eraden. 
Durch Verlegung des Anfangspunktes konnen wir die Grleichung 
eines reellen Kreises immer auf die Form bringen x* + y* =- (> 2 . 
Die Grleichung einer gegebenen reellen Greraden bringen wir 
(Nr. 35) auf die Normalf orm x cos y + y sin y => p. Dann finden 
wir die den beiden Grleichungen genugenden Wertepaare x y 
durch Grleichsetzung der aus ihnen entwickelten Werte je einer 
Veranderlichen 



y 

In rationaler Form sind diese Grleichungen quadratisch und 
liefern die Wurzeln 



(16) 



tf, x" p cos y sin y YQ* p 2 , 
y ! } y" = p gin y :p cos y "J/0 2 jp 2 . 
Wie die Substitution yon a/ 1 1/ oder von a?" | y" in die Glei- 
chung x cos y + y sin y = jp zeigt, gehoren x f \ y 1 und #" | j/ ff so 
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zusainmen, daB die oberen bez. unteren Vorzeichen gleiclizeitig 
gelten. Palls ein imaginarer Kreis gegeben war, ist nur Q* 
durch ra zu ersetzen. Es bleibt also, wenn die Gerade 
reell ist, auch dann noch Summe und Produkt der Wurzeln 
reell: 

\ (a! + a/ 1 ) = pcosy | (y 1 + y") p sin y, 

tfd 1 = # 2 p 2 sin 2 y, y'y" =p* p 2 cos 3 y. 

Weil wir durch quadratische Gleichungen die gemeinsamen 
Wertepaare erhalten, miissen wir (Nr. 28) sagen: Eine Gerade 
und ein Kreis liaben stets sivei SchnittpunUe. Es sind aber 
drei Falle zu uuterscheiden. 

Ist erstens der Kreis reell und p* < p 2 , d, h. der Abstand 
der Greraden vom Mittelpunkt des Kreises kleiner als der 
Radius, so sind die Wurzelpaare reell: die Gerade schneidet 
den Kreis in zwei redlen und verschiedenen Punkten. 

Ist dagegen zweitens p* > p 8 , d. h. der Abstand groBer 
als der Radius, oder ist der Kreis imaginar, so sind, anschau- 
licli gesprochen, keine Sclinittpunkte vorhanden. Weil aber 
die Wurzelwerte konjugiert komplexe Zahlen sind, so sagen 
wir: die Gerade schneidet den Kreis in zwei 'konjugiert ima- 
ginaren PmiUen (Nr. 19). 

Ist endlich drittens p =* Q, d. h. das vom Mittelpunkt auf 
die Gerade gefallte Lot gleich dem Radius, so fallen die 
Sclinittpunkte in einen reellen Punkt x = Q cos y ? y = p sin y 
zusammen. Man spricbt dann bekanntlich von einer BeruJirung 
des Kreises durch die Gerade. Allgemein bezeichnet die analy- 
tische Greometrie eine Grerade als Tangente einer Kurve y im 
Unterschied von den Sehantenj wenn von den Schnittpunkten 
der Geraden und der Kurve zwei vereinigt liegen (Nr. 16).*) 
Die Tangenten in imaginaren Punkten eines Kreises sind eben- 
falls imaginare Geraden. 

Die von zwei Punkten eines Kreises begrenzte Strecke 
heifit eine Sehne. Die Mitte M der Sehne in der gegebenen 
Geraden hat die Koordinaten p cos y p sin y] der sie ent- 

*) Dabei sind aber gewisse Pankte -wie der reelle Pankfc des Null- 
kreises vorlaufig auszuschliefien. 
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haltende Ki-eisdurchmesser liat die Gleichung y = a: tg y ; ist 
daher zur Sehne reehtwinklig. Also geht das Mittellot jeder 
Kreisselme durcli den Mittelpunkt des Kreises, und die Mitten 
aller pardllelen Selmen liegen anf dem m ihnen rechttvinldigen 
DurcTvmesser oder nach der Ausdrucksweise von Nr. 139: beim 
Kreise sind je zwei konjugierte Durckmesser zueinander recht- 
winklig. Verschieben wir also eine reelle Gerade parallel rait sich 
selbst, so da6 p von Null an wackst, so ninirnt die Selmen- 
lange 2]/p 2 p 2 im reellen Kreis ab, wird zu Null fiir die 
Tangente p Q } und bei weiterer Entfernung rein imaginar. 
Die Selinenmitte bleibt reell und fallt in der Tangente nait 
dem Beruhrungspunkt zusammen. Dalier ist die Tangente in 
einem Punld des Kreises die Normale sum Radius clessellen 
und umgekehrt. 

B. 1) Die Koordinaten der Schnittpunkte von 
x* + f = 65 und 3 a; + y = 25 sind 7 | 4, 8 : 1. 



2) Die Gerade 4a? + 3?y = 35c beruhrt den Kreis (x c) 2 
+ (y 2e) 2 = 25c 2 im Punkte 5c | 5c. 

3) Die Abszissen der Sclinittpunkte einer durch den Null- 
punk t gehenden Geraden y=*mx mit dem Kreis 



n cos oo + y 2 ) -j- 2 13 ic + 2a 23 2/ + a 33 = 

sind gegeben durch die Gleichung 

a n (1 + % m cos w + m ~) ^ 2 ~l~ 2( 18 + 23 W x + a 3B *** ' 

Diese hat gleiche Wurzeln, wenn man m aus der quadratischen 
Gleicbung bestimmt 

(#13 + 23 m ) 2 ^ ^11^33 (1 + ^ w COS CD + W 2 ). 

4) Unter welcher Bedingung wird die durch den Kreis 
# 2 + y* = 2 in der Geraden a? cos y + y sin y = # gebildete Sehne 
vom Punkt P (^ol^o) aus Tenter rechtem Winkel gesehen? 

Seien x ! if, x" \ y" die Koordinaten der Schnittpunkte P f , P n 
der Geraden mit dem Kreis , so liefert die Einsetzung der Werte des 
Textes fiir x< + x<\ y 1 + y", x'x", y'y" in (x, - a') (a? - x") 
+ G/o y 1 } (y* y") = die Bedingung, unter der der Winkel 
P'P P" ein Eechter ist (Nr. 100 und Beispiel 6 zu Nr. 5). Man 
erhalt 



cos y 2 ^2/o sin y + 2# 2 ^> & = o. 



Sehne and Tangente des Kreises 205 

5) Ort des Mittelpunktes x \ y der in 4) vorkommenden 
Sebnen. 

Es 1st i) cos y #, p sin y = #, # 2 = # 2 + # 2 ; durcli die Ein- 
iiibrung dieser Werte in die in 4) gefundene Bedingung folgt 

(x ~ xtf + (,/- yrf + tf + y* = Q *. 

6) Man soil einen Punkt # |?/ so linden, daB, wenn man 
dnrcb ibn eine Sebne eines Kreises zieht, das Recbteck der senk- 
rechten Abstlinde ibrer Endpunkte von einer gegebenen Geraden 
konstant ist. 

Man nebuae die Gerade als a>Acbse, und als ^-Acbse das 
vom Mittelpunkt des Kreises auf sie gefallte Lot, dessen Lange (5 
sei. Dann ist die Gleicbung des Kreises x 2 + (if |3) 2 = $> 2 . Die 
Gleicbung einer Geraden durcb X Q y Q ist y # = m (x # ). 

Eliminiert man x aus diesen beiden Gleicbungen. so erbalt 
man eine quadratiscbe Gleicbung fur y. f(ir die das Produkt der 

Wurzeln gleicb ^C1^^1!+J^_-^) ist . Di es Produkt kann 
1 -\- m* 

-also nur dann von m unabbangig sein, wenn der Zabler durcb 
(1 + ^ 2 ) teilbar ist, d. b. nur dann, wenn 



7) Wenn durcb irgend einen festen Punkt in einena Durcb- 
messer des Kreises eine Sebue gezogen und jeder ibrer Endpunkte 
mit einem der Endpunkte des Durcbmessers vei'bunden wird, so 
scbneiden diese Verbindungslinien in der Tangente des Kreises am 
anderen Endpunkt des Durcbmessers Segmente ab, deren Eecbt- 
eck konstant ist. 

Mas bat zunScbst die Gleicbung des Geradenpaares aufzu- 
stellen, das den Nullpunkt mit den Scbnittpunkten des Kreises 
<" + # 2 %Q% = und der durcb den festen Punkt X \ ge- 
zogenen Sebne verbindet. Sind x? \ y 1 die Koordinaten eines der 
beiden eben genannten Scbnittpunkte, so stellt y 1 x x'y 
dessen Verbindungslinie mit dem Nullpunkt dar. Durcb Elimination 
von x'ly* aus dieser Gleicbung, aus #' 2 + y f * 2$x r = und 
-aus y 1 = m (x 1 %) erbalt man die gewiinscbte Gleicbung des 
Geradenpaares. . Man findet aus ibr die in der bezeicbneten Tangente 
^gebildeten Abscbnitte als die zu x 2(> gebSrigen Werte von y. 
Ibr Produkt wird als unabbangig von tn gefunden, namlicb gleicb 



102. Die Ergebnisse von Nr. 101 gelten uumittelbar aucli 
fiir die Bestimmung der Sclinittpunkte eines Kreises von all- 
g^meiner Gleichung (x ) 8 + (2/-~/S) 2 = ^ 2 mit einer Greraden 
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$1% + a^y + %== 3 wenn wir diese letzte Gleichung auf die 
Form bringen (x a) cos y + (y ft sin y .p. Alsdann ist 
in (15) nur x \ y durch x # 1 # ft zu ersetzen. 

Zur Bestimmung der Lage eines Kreises von gegebener 
Gleichung $ + y 2 2 ax 2/ty + fc = ist es oft ebenso 
zweckmaBig, die in den Achsen erzeugten Abschnitte zu be- 
stimmen, als Mittelpunkt und Radius zu suchen. Von den vier 
Achsenschnittpunkten reichen dann schon drei aus (Nr. 99). 
Man erhalt diese Abschnitte fur y = 0, bez. x = aus den 
Gleichungen 



Daner bertihrt der Kreis die #-Achse oder y-Achse, je nacli- 
dem x = a* oder it = /3 2 ist, 

Sind umgekebrt in der #-Achse zwei konjugiert imaginare 
Punkte gegeben, so konnen wir sie statt nach Nr. 20 auch 
dadurch geometrisch definieren, da8 wir einen reellen Kreis 
angeben, dessen AcLsenschnittpuukte sie sind. So liegt das 
Punktepaar a "j/a 2 auf alien Kreisen a \ ft \ a, fur die j3 
beliebig und (> 2 of + j3 2 % gewahlt wird. Somit Jcann iiber- 
Jiaupt jedes PimTdepaar durch seinen reellen Trager und einwi 
reellen Kreis definiert werden. 

B. 1) Die Achsenschnittpunkte des Kreises 
^ 2 +2/ 2 - 5>x 7y+ 6 = sind 3 | 0, 2,0; | 6, 0| 1. 

2) Die Gleichung des Kreises, der die Achsen in Abstanden 
= a vom Anfangspunkt beriihrt, ist 

%*+ y*~~ %u% 2tf?/+ c?*= 0. 

3) Soil man die Gleichung eines Kreises so bestinimen, daB 
die eine der Achsen eine Tangente ist, die andere sie im Be- 
ruhrungspnnkt unter dem Winkel w schneidet, so erkennt man 
aus einerFigur leicht, daB der Abschnitt in der letztgenannten Achse 
gleich 2rsino) ist. Die gesuchte Gleichung lautet 

X s + 2 xy cos co + y 2 2ry sin co = 0. 
!: 103. ImaginS/re Kreispunkte im Unendlichen. Ebenso 
wie jede reelle Gerade, deren Abstand vom Mittelpunkt groBer 
als die Lange des Radius ist, sckaeidet auch die unendlich 
feme Gerade jeden Kreis in zwei konjugiert imaginaren Punkten 
oderRichtungen. Um zu erkennen, ftirwelche unendlich grofien 
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Wertepaare die Kreisgleichung befriedigt wird, dividieren wir 
sie zuerst durch (x a) 2 und erhalten 



Setzen wir dann x = oo, y*=*oo voraus, so wird Q : (x a) = 0, 
dagegen behalt (y ) : (x a) semen Wert als Riehtungs- 
koeffizient m der nach jenem unendlich fernen Punkt aus a \ ft 
gezogenen Geradeu. Also liefert die Gleichung eines jeden 
Kreises dieselbe, von a ft und p unabhangige Beziehung 
(17) 1 + w 2 0, woraus m = i und x* + j/ 2 = 0. 
Hierdurch sind aber die beiden absoluten Richtungen der Ebene 
definiert (Nr. 61). Somit gehen alle Kreise der Ebene durch 
zweH in den absoluten Richtungen ini Unendlichen gelegene un~kie, 
die, als die zwei unendlich fernen imaginaren Kr&ispunlde le- 
geichnet werden. 

Der Nullkreis (x a) 2 + (y /3) s =0 ist als ein Geraden- 
paar x cc i(y |3) = aufzufassen, das den Punkt a \ ft 
mit den beiden imaginaren Kreispunkten verbindet; man nennt 
daher diese Verbindungslinien ein girkulares Geradenpaar. Das- 
selbe kann jeden konzentriscken Kreis (x a) 2 + (y ]3) 2 =f Q* 
nur in den Punkten sclineiden ; in denen er die unend- 
licli ferne Gerade trifft, weil das gemeinsame Bestehen beider 
Gleichungen $* => erfordert ; und dies hat nur als Gleicbung 
der unendlich fernen Geraden geometrische Bedeutung (Nr, 75). 
Demnach schneidet jede durch den Mittelpunkt eines Kreises 
gezogene Gerade absoluter Richtung den Kreis nur in einem, 
dem unendlich fernen Punkt. Daher ist diese Gerade in jenem 
ausgezeichneten Punkt Tangente des Kreises, wie sie in der 
Tat auch zu dem Radius des Berfihrungspunktes, d. h. zu sich 
selbst rechtwinklig ist (Nr. 61). Man nennt Tangenten in un- 
endlich fernen Punkten einer Kurve insbesondere Asymptoien 
der Kurve. Die Geraden absoluter Riclitung aus a \ (I sind also 
die imaginaren Asymptoten aller Kreise vom Mitielpun'kt a \ p. 

Umgekehrt konnen wir nunmehr die Kriterien von Nr. 97 
durch den Satz ersetzen: Die durcli eine Gleiclmng gweiteti 
Grades dargestellte Kurve ist ein Kreis, wenn sie durch die 
unendlich fernen imaginaren Ereispurikte geht. Dividieren wir 
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namlich die allgemeine quadratische Gleichung von Nr. 96 
durch # s und setzen nachher x = oo, so reduziert sie sich auf 



soil dies init der Grenzfonn der Kreisgleichung 1 + MM =0 

identisch sein, so inuB a n a 32 ; 6 'u ^ ^ se * n ' -^ er ^ re i s ^ 
also eine Kurve zweitcr Ordnung, die zwei ausgezeichnete 
festePunkte enthalt; so 1st nun erkliiicii ; wavum die Gleichung 
eines Kreises schon durcli tirel siali uiu'cii fiinf Koeffizienten- 
verhaltnisse bestiramt isL. 

104 Qleichung der Tangsnta :n einem Funkt x'\y f 
des Kreises. Sind x j \ y 1 i-ncl j n \ y n srroi Furkte des Kreises 
^ + y* = ^> 2 ; so hat; i^re V^i'bia^^ii^cg -raue, T vOgen 

p -a;'9 + y's-a^-y- oi.1- ^ ? --^^v/"-^^ 2 ? 
den BichtuiigskoerflzienteLi 

(18) = (y' - y") : (,:' - ,v"j = - *' + x"* t : (y' + y"}. 
Also lautet die Ghlclnwj Her Kre : sse!rM i>J ./', ,v" : (/'' (vgl. Nr. 101) 



Halten wir nun ^' | y f fest und lassen a;" //" sich auf 
dem Kreise gegen cc f \y { hin bewegej, so dreht sich die 
Sehne um x 1 \y { und nimiut an Li'n^e ab. Weim ihr zweiter 
Endpunkt x n \y u jenem eivl:en uieaulich ual:o riickt oder mit 
ihm zusanimenfallt ; so hat die Sekante j .ll^ Seluieulange Null 
oder sie wircl nach Definition (Nr. I0l l * zur Tangente in 
rr f y f . Die Gleichung dieser Grenzlage erhalfcen wir durch 
Einsetzung von x 11 = x', y n = y 1 als 



Durch den Grenzubergang wird also dZ^ Tangente als die Ver- 
bindungsgerade moeier imendlich nahen PunMe der Kurve definiert. 
Durch eine einfache Keduktion folgt als Gleicliung der 
Tangente 

(20) x'x + y'y - p* - 0. 

Diese zeigt, daB die Tangente in der Tat rechtwinklig zu dem 
Radius y'x x'y des Beruhrungspuuktes ist. Man kann 
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ihre Gleichung auch in der scheinbar quadratischen Form 
schreiben 26 ) 

(a-tf0 2 + (^-^0 2 ~* 2 + 2/ 2 --e 2 . 

Durcli die Substitution yon x cc\y fl, x 1 a\y f ]8 
fur x\y, x r \y f folgt: Die Tangente des Kreises 

(s-iO' + fo-fl'-f'-O 
im Purikt x' \y f hat die Gleichung 
(21) (x' - ) (* - ) 4- (y f - /5) (y - ft) - p 2 - 0, 
die infolge ihrer Ahnliehkeit mit der Kreisgleichung leicht 
zu merken ist. 

B. l) Die Sehne zwischen den Punkten x 1 y 1 und x n \y 1f 
des Kreises x 2 + y* p 2 ist 

(ic f + x"} x + (y' + y) y = Q* + x'x" + y'y". 

2) Die Tangente im Punkt 

5 j 4 zu (x - 2) 2 + (y 3) 2 = 10 ist So; + y 19. 

3) Die Gerade / = ma; + Z) bertihrt den Kreis C 2 + 2/ 2 =- 2 , 
wenn Z? 2 = ^ 2 (l + w 2 ) ist. 

9 105. Gleidxung des Kreises in Linienkoordinaten. 

Eine Gerade von den Linienkoordinaten u \ v oder der Gleichung 
ux + vy + 1 = beruhrt den Kreis vom Mittelpunkt a \ /3 und 
Radius ^, wenn ihr senkrechter Abstand von a|/3 gleich $ 
ist (Nr. 101). Nach Nr. 79 haben also u\ v nur der Bedingung 

zu geniigen 

ucc + v8 + l , 

^ ^^ =a o oder 
1/u* + v* * 

(22) (tt + fiv + I) 2 - p 2 (w 2 + v 2 ) - 0. 

Alle Geraden, deren Koordinaten dieser Gleichung genugen, 
sind Tangenten des Kreises, und umgekehrt. Daher heiBt sie 
die GlciclitiMj des Kreises in Linienkoordinaten oder die Tangen- 
tialgleichung des Kreises. 

Die Gleichung ist wiederum vom ztveiten Grade in u\v } 
aber von einer weniger iibersichtliclien Gestalt, als die Kreis- 
gleichung in Punktkoordinaten. Nur fur die Kreise um den 
Anfangspunkt der Koordinaten y? + y* =* p 2 bleibt die analoge 
Form bestehen u* + v 2 = -y 

Salmon-Fiedler: anal. Q-eom. d. Kegelschxi. 8. AnfL. 14 
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1st u\v eine Tangente dieses Kreises, so ist ihr Be- 
riihrungspunkt ihr Schnittpunkt mit vx uy 0, also 
# = Q*u\y = Q*V. 

Eine Tangente dieses Kreises geht durch einen nicht auf 
der Peripherie liegenden Punkt x f \ y f , wenn ihre Koordinaten 
gleichzeitig mit Q* (u z + v z ) = 1 die lineare Bedingung er- 
follen x'u + y'v+l^Q (Nr. 79). Da aber diese Grleichuugen 
stets zwei gemeinsame Wertepaare u \ v haben, so gehen durck 
jeden Punkt der Ebene zwei Tangenten des Kreises, wie in jeder 
Greraden zwei Punkte desselben liegen (Nr. 82). Aus diesem 
Grrunde wird der Kreis anch als Kurve sweit&r Klasse bezeichnet. 

106. Tangenten aus einem Punkt x 1 \y f an den Kreis. 
Dutch einen nicht auf der Peripherie liegenden Punkt x* y f 
gehen zwei Zreistangenten, deren Beruhrungspunkte zunachst 
zu bestimmen sind. Ist x ft y" einer derselben, so erfiillen 
seine Koordinaten gleichzeitig die Grleichungen 
(23) tf" 2 +2/"*=0 2 , V+y'y w - ? , 

weil der Punkt auf dem Kreis x* + y* = Q 2 liegt und weil 
seine Tangente $ n x + y" y *=* Q* durch den gegebenen Punkt 
gehen soil. Durch Auflosung dieser Bedingungen erhalten 
wir fiir die Koordinaten der Beruhrungspurikte: 



Somit sind die Tangenten aus einem reellen Punkt nur 
dann reell und voneinander yerschieden, wenn der Kreis reell 
und x'*+y n >$* ist, d. h. der Punkt auBerhalb des Kreises 
liegt. Aus einem Punkt des Innern oder an einen imaginaren 
Kreis gehen konjugiert imaginare Tangenten. Die beiden Tan- 
genten fallen zusammen, wenn x n +y' 2 =*Q* ist oder der 
Punkt auf der Kreisperipherie selbst liegt. Wie man aus (23) 
sieht ; konnen die Beruhrungspunkte auch als die Schnitt- 
punkte des Kieises mit der bestimmten Gi-eraden x'x + y r y=*Q* 
definiert werden. Ihre Grleichung hat die Form derjenigen der 
Tangente und wird mit dieser identisch, wenn x' \ y' dem Kreise 
angehort Wir werden diese Gerade spater (Nr. 110) als Polare 
von x 1 \ y 1 weiter betrachten. 
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Die Grleiclmngen der Tangenten ergeben sich. durcli Ein- 
setzung der Ausdrucke (24) in x n x + y' f y ^ 2 = als 
9 [x' (x - x') + y' (y-y')] (y'x-x'y) yx'* + y'*- 9 2 ~0. 
Dae Produkt dieser beiden GHeicliungeii liefert, in einer von 
WurzelgroBen freien Form, die Gfleichung des Tangentewpaares 
aus x f \y' (vgl.Nr.57): 

Q*[x'(x-x') + y'(y-y'W-(x'* + y'*-tf(y'x-x'y)* = 0, 
die nach Wegheben des Faktors x' 2 + y n in der einfacheren 
Gestalt 

(25) $*{(x -x'y+(y- </') 2 } - (xy' - yxj- 
erscheint.*) 

Fur die Abstande der Bertihrungsprm kte von x j \y^ die 
Langen der Tangenten, erbalt man einen einfaclien, fiir beide 
gleiehen Ausdruck. Es ist namlicli ; da # //2 + 2/" 2 = ^ 2 , 
x'x" + y ! y tl =~ 9 2 , das Quadrat der Tangentenlange 

(26) ^ 3 = (p'- x >y+ (y'-y"Y-x' 2 + y' 2 - ^ 

d. h. gleich dem um das Quadrat des .Radius verminderten 
Quadrat der Entfernung des Punktes x { \ y 1 vom Mittelpunkt 
des Kreises. In der Tat bilden die Tangenten mit den Radien 
der Beriihrungspunkte die Katheten rechtwinkliger Dreiecke 
mit gemeinsamer Hypotenuse. 

107. Parameterdarstellnng des Kreises. Beim Gebraucb. 
yon Polarkoordinaten r, & haben die Kreise um den Nullpunkt 
offenbar Gleictungen von der Form r = Q (Nr. 21). Jeder 
einzelne Punkt eines solchen Ejreises ist also durcli den Winkel ^ 
seines Radius gegen die Achse bestimmt. Statt die Lage eines 
Punktes im Kreise durcli zwei untereinander abhangige Koordi- 
naten x \ y zu fixieren, ist es oft zweckmafiig, diese in Funk- 
tion der einzigen unabhangigen Veranderlichen ^ auszudrucken, 
die wir dann den Parameter des Punktes x\y oder & im 
Kreise nennen. 

Ein Punkt x' \ y 1 eines Kreises vom Mittelpunkt a| j3 und dem 
Radius Q wird mit Hilfe seines Parameters #' bestimmt durcli 

(27) x f a + 9 cos &', y f =P + Q sin ^'. 

*) Man weist leicht nach, dafi diese Gleiclmng gemafi Nr. 56 in 
a? x' | y y' komogen ist. 

14* 
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'alle Werte an, so dnrchlauft derPunkt die Peripherie. 
Demnach wird die Gfleichung der Tangente im Punkt &' 

(Nr. 104) 

(x a) cos #' + (y ~ j8) sin #' Q = 0. 

Wenn daher umgekehrt die Gleichung einer Geraden eine 
Unbestimmte #' derart enthalt, daB sie diese Form annimmt, 
so beriihrt sie den Kreis a /J; Q. 

Jene Gleichung der Tangente ist leicht zu bestatigen, 
indem wir die Gleichung der Sehne der PunJcte #', & n direkt 
bilden, etwa fiir einen Kreis, dessen Mittelpunkt im Nullpunkt 
liegt. Der die Sehne halbierende Radius gehort zu dem Winkel 
Y (#' + # f/ ) und der senkrechte Abstand der Sehne yom Mittel- 
punkt des Kreises ist Q cos y (^ f ^ f/ ). Also lautet die Nor- 
malform der Gleichung der Sehne 

(28) x cos \(tf + 9t')+ y sin-f- (& + &') ~ Q cos | (& - ^ f/ ) -. 0. 
Fiir #"# f geht sie in die Gleichung der Tangente fiber. 

B. 1) Die Koordinaten des Schnittpunktes der Tangenten 
in zwei Punkten -9- f , & fl des Kreises sind 

a 
? c 

2) Ort des Schnittpunktes der Tangenten an den Enden 
einer Sehne von konstanter I&nge. 

Indem wir die Substitution dieses Paragraphen in die Glei- 
chung (d #") 2 + (y' ?/ f ') 2 = konst. machen, reduziert sie sich 
auf cos (<9-' #") konst. 

War die Lange der Sehne 2 Q sin J, so ist -9-' #" = 2 tf. 
Die im letzten Beispiel gefundenen Koordinaten erfiillen die Be- 
dingung (a; 2 + y^ cos 2 6 = Q* als die Gleichung des Ortes. 

3) Der Ort eines Punktes, der eine Sehne von gegebener 
Lange in einem bestimmten Verhaltnis teilt, ist a; 2 + 2/ s konst. 

4) AUe Sehnen von konstanter Lange in einem Kreis beriihren 
einen zweiten Kreis. Denn in der Gleichung (28) der Sehne ist 
gemaB 2) #' - #"=2<? bekannt und &' + ft" veranderHch; die 
Sehne beruhrt daher stets den Kreis 



5) Wenn eine Anzahl von Punkten gegeben ist und eine Gerade 
so gelegt wird, daB das Wjfache ihres Abstands vom ersten Punkt 
und das w g fache ihres Abstands vom zweiten Punkt usw. eine 
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konstante Sumnae gibt, so umhullt die Gerade einen festen Kreis. 27 ) 
(Ygl. Mr. 52,4, wo die Summe Null ist.) 

Jndem wir die Bezeichnung jenes Beispiels annehmen, haben 
wir statt der dort gefundenen Gleichimg nur zu sckreiben: 

[xSmi 270% a?*] cos a + [ySnii 2m t yi] sin a = konst 
Also berubrt die Gerade stets den Kreis 



[jCw.a. 
*-^ 




dessen Mittelpunkt der Schwerpunkt der gegebenen Punkte ist, 
wenn man diesen die MaBen m x , w^, . . . beigelegt denkt* 

108. Die allgemeine Polargleichimg des Kreises konnen 
wir erhalten, indem wir in seine anf rechtwinklige Acnsen 
bezogene Gleichung durch x = r cos ^ y == r sin ^-; a = c cos y ; 
]3 c sin 7 die Polarkoordinaten einfiihren. 

Sie folgt auch selbstandig aus der geometrischen Natur' 
des Kreises so: Sei der Nnllpunkt, 
C der Kreismittelpunkt, seien OP r, 
OC c, endlich ^ und y die Winkel 
yon OP und OC gegen eine belie- 
bigeAchse#, also <^: COP=& y. 
Dann ist (Fig. 56): Mg.se. 

OP 2 = OC 3 + OP 3 - 2 00- OP-COS COP 
und dies gibt die Gleichung in Polarkoordinaten 
(29) r 2 -2<?rcos(#-y) + c 2 -p 3 =:0. 

Fallt die Nullachse mit OC zusammen, so ist y =*Q zu 
setzen, und fur c = bleibt r 2 o 2 . Nehmen wir den Nullpunkt 
auf dem Kreise an ; so daB c = p wird, so lautet die Gleichung, 
nachdem der Faktor r abgesondert 1st, r = 2 Q cos (0* yj. 
Ihre geometrische Bedeutung ist die, daB der Peripheriewinkel 
liber -dem Halbkreis ein Rechter ist; denn nur so ist der 
Vektor r die Projektion des Durchmessers 2 Q. 

Umgekehrt stellt jede Polargleichung von der Form 

r 2 + 2 "hr cos # + 2ir sin # + Z 
einen Kreis dar; es wird namlicn 
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Sie entbalt den Vektor scbeinbar nur linear, wenn I oder 
I = oo, wahrend li :l, h:l endlicbe Werte behalten, d. L wenn 
der Kreis den Nullpunkt enthalt oder zerfallt (Nr. 99). 

Die Polargleichung der Tangente in r f \ & 1 ergibt sicli auf 
dem Wege der Substitution in Gleichung (21) von Nr. 104 
in der Form 
(30) r'r cos (& fr) cr cos (y #) cr* cos (y - #') + (? = p 2 . 

B. 1) Ort der Mittelpunkte Q der Sehnen PP f im Kreise, 
die durcb einen festen Punkt geben. 

Es soil OP+OP'=20<2 sein, aber die Summe der Wurzeln 
der Polargleicbung (29) ist 2c cos # ; wenn man annimmt, dafi 
der Mittelpunkt des Ej-eises auf der Polaracbse (y = 0) liegt; 
daber f olgt Q c cos -9 1 , d. h. der Ort bat die Polargleicbung 
r = c cos & und ist somit der tiber 00 als Durchmesser bescbrie- 
bene Kreis. 

2) Wenn 00 als das barmoniscbe Mittel (Nr. 15,2) zwiscben 

2 OP- 0P f 
OP und OP f , d. b. wenn OQ ^p i ^p> genommen wird, so 

ist wegen OP- OP' - c 2 - ? 2 , OP + OP f = 2c cos 
die Gleicbung des Ortes 



r cos - 



eine ZM 00 recbtwinklige Gerade, die von den Absfcand c 

p 2 c 

und also von den Abstand bat. Wie aus spateren Betracb- 

c 

tungen (Nr. 110) folgt, ist die Gerade die Polare von in bezug 
auf den Kreis. 

3) Ein Punkt und eine Gerade r cos (# a) = p sind 
gegebea. Der Ort von , wenn 0<J> als der reziproke Werfc von 
OP, dem Vektor eines Punktes der Geraden genommen wird, ist 
der durcb gebende Kreis pr = cos (& a). 

4) Von einem Dreieck ist der Soheitel, der Scbeitelwinkel C 
und das Kecbteck der die Scbenkel dieses Winkels bildenden Seiten 
gegeben; welchen Ort bescbreibt die eine Basisecke, wenn sicb die 
andere in einer Geraden oder einem Kreise bewegt? 

Wir nehmen den Scbeitel zum Pol, setzen die Langen der 
Seiten gleicb r und r f , ibre Winkel gegen die Acbse gleicb -9- und 
#'; alsdann finden wir, indem wir fur r und fur # in die Glei- 
cbung des gegebenen Ortes Tfir* und + &' einsetzen, eine Be* 
ziebung zwischen r* und #', die die Polargleicbung des durcb die 
andere Basisecke bescbriebenen Ortes ist. Diese Aufgabe wird in 
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entspre extender Art gelost, wenn statt des Produktes das Verhaltnis 
der Seiten gegeben 1st. 

5) Durch einen Schnittpunkt zweier Kreise 1st eine Gerade 
gezogen; man hat den Ort fur den Mittelpunkt des zwischen die 
Kreise gefaBten Stiickes derselben zu finden. 

Die Gleichungen der Kreise sind von der Form r = 2 Q cos (# y) 
und r = 2 Q' cos (& y f ), die Gleichung des Ortes ist alsdann 
r = Q cos (-9- y) + Q f cos (# /); sie stellt einen Kreis dar. 

6) Wenn durch einen beliebigen Punkt in der Peripherie 
eines Kreises drei Sehnen willktirlicli gezogen werden und fiber 
jeder als Durchmesser ein Kreis beschrieben wird, so scbneiden 
sich diese drei Kreise in drei anderen Punkten, die in einer Ge- 
raden liegen. 28 ) 

Nehmen wir den festen Punkt zum Pol und d als den 
Durchmesser des ursprunglichen Kreises, so ist r d cos -6 1 die 
Gleichung dieses Kreises. Bildet der Durchmesser eines der anderen 
Kreise mit der Achse den Winkel ^, so ist d cos v\ die Lange 
dieses Durchmessers und r = d cos n cos (& $?) die Gleichung 
des Kreises; ebenso ist r <=* d cos iff cos (& V) die Gleichung 
des zweiten Kreises. 

Um die Polarkoordinaten des Schnitfcpunktes dieser beiden 
Kreise zu finden, suchen wir den Wert von #, ffir den 

cos 77 cos (9- 17) = cos vf cos ('O- vf) 

ist und finden leicht ^ = oj + V; alsdann folgt r = d cos ij cos rf . 
Ebenso sind die Polarkoordinaten des Schnittpunktes des ersten 
und eines dritten Kreises # = 77 + V'j r == ^ cos ^ cos rf 

Um nun die Polargleichung der diese beiden Punkte ver- 
bindenden geraden Linie zu finden, setzen wir in die allgemeine 
Gleichung der Geraden r cos (# (?) = p (Nr. 47) nacheinander 
diese Werte von ^ und r ein; aus den zwei Gleichungen zur Be- 
stimmung von p und 6 ergibt sich 

p = d cos 77 cos fj cos [<? (05 + V)] = ^ cos 9j cos rj 1 cos [<y (^ + 93")], 
also ahnlich wie vorhin 

<y = 7j -f 7j f + TJ" und p = d cos 07 cos V cos ?/'. 

Die Symmetrie dieser Werte zeigt, daB es dieselbe Gerade 
ist, die die Schnittpunkte des ersten und zweiten und des zweiten 
und dritten Kreises verbindet. 

7) Ein Rhombus MNOP von gegebener Seite & aber ver- 
anderlichen Winkeln bewegt sich so, daB die Ecken M und 
auf einem festen Kreise vom Mittelpunkt und Radius a bleiben, 
wahrend die Ecke N einen anderen festen Kreis vom Mittelpunkt 
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Gj und vom Eadius c durchlauffc, wobei der Abstand GG X = d 
ist; man bestimme den Ort der vierten Ecke P (Fig. 57). 

Wenn wir den Mittelpunkt zum 
Pol und die Zentrale 00^ zur Achse 
von Polarkoordinaten nehmen, so daB 
0P-r und < G 1 GP=< G^JV-^ 
ist, so haben wir fur L als Mittel 
punkt des Rhombus 




57 - oder ON- CP=*~CL*- NL\ 

somit fflr ^C NOO =- ff 
(81) OF- GP a 2 cos 2 or - fc 2 + a 2 sin 2 = a 2 - & 2 ; 



auch ist GW d cos # 4 T/c 2 ^ 2 sin 2 

{c? cos 4 y <?-& sin 2 -6-} v = a 2 - 6 2 
oder nach leichter Umformung 

, 

h 



Der Ort ist also ein Kreis, dessen Mittelpunkt in der Zentrale 

d (a 2 ?) 2 ) 

im Abstand ^ - j-^ vom Pol liegt. Er geht mit d c, also- 
<* c 

wenn G auf der Peripherie des von N durchlaufenen Kreises liegt 
in eine Gerade uber, die rechfewinklig zu GG^^ im Abstande 

ff'i _ TkS 

a-j- von G verlSuffc. In diesem Falle hat man die Peaucelliersche 

Geradfohrung 29 ): eine hin und her gehende Kurbelbewegung von N 
erzeugt durch das Gliederviereck MNOP eine geradlinige hin und 
her gehende Bewegung von P. 

Setzt man CN=r 1 , so ist nach (31) rr^^a* & 2 oder 
r i **" (^ 2 "" & 2 ) : r - ^i ese Gleichung findet stets zwischen den auf 
GNP gelegenen Radienvektoren r und r l statt; beschreibt N irgend 
eine Kurve \, so durchlauffc P eine andere Kurve )fc, die aus \ 
vermSge einer transformation durch reziproke Radien" entsteht, 
Ygl. auch NT. 125 und 126. 

109. Potenz. Ziekt man aus einem lelielig dber fest 
gewahlten Punkt tebiebige Sekanten vines Kreises, so ist das 
Produkt der aufjeder Sekante von aus gemessenen Abschnitte 
Constant . Diese Konstante ist also z. B. ancli so groB wie das 
Produkt aus den Abschnitten des von ausgetenden Durch- 
messers, oder so groB wie das Produkt der Langen der von 
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zum Kreis gezogenen Normalen. (Vgl. NY. 42 und weiter 
Nr. 178 SchluB.) 

Demi, nehmen wir als Nullpunkt der Polarkoordinaten 
(Nr. 108), so entsprechen einer Sekante von gegebenem Winkel # 
Abschnitte OP' /, OP" = r", deren Werte Wurzeln der Polar- 
gleicbung r *-2cr cos ( - y) + c 2 - 9* 
sind. Somit ist ihr Produkt gleicb dem konstanten Gliede, 

rV'-^-V-TT, 
also von der Bicbtung # der Sekante unaUhdngig. 

Hat nun die Koordinaten o; 1 y in dem Aclisensystem 
fur das die Kreisgleicbung die Konstanten a 1 13 | at enthalt, so 
ist der Wert jenes konstanten Produktes c 2 ^> 2 oder 



Ergebnis TT rfer Substitution der Koordinatm % Q \ y Q 
eines Punktes in die linke Seite der Normalform der Ereis- 
gldclmng heifit die Potenz des Punktes in "bezug auf den Kreis 
(oder die Potenz des Kreises in dem Punkte). 30 ) Hiernach ist 
die Potenz nur Null in Punkten der Peripherie. Die Potenz 
des Nullpunktes in bezug auf den Kreis ist einfacb. das kon- 
stante Grlied it der normalen Kjeisgleichung. Die Potenz des 
Kreismittelpunktes ist ^ 2 , also das mit Minuszeicnen ver- 
sebene Quadrat des Radius. 

Fiir jeden reellen Punkt ist die Potenz reell. Bei reellem 
Kreise ist sie positiv oder negativ, je nacbdem die reellen 
Segmente r j und r 11 gleicben oder entgegengesetzten Sinnes 
sind. Im ersten Fall gibt es unter den reellen Segmenten 
insbesondere gleicbe, namlicb in den durcb c 2 sin 3 (# y) = $ 2 
bestimmten Tangenten aus 0. Also ist die Potenz eiiies 
aufi&ren Punktes jpositiv und gleich dem Quadrat der Lange t 
der von ihm an den Kreis gezogenen Tangenten (Nr. 114). Fiir 
unendlich ferae Punkte ist die Potenz unendlich groB. 

Im zweiten Fall konnen die Segmente insbesondere ent~ 
gegengesetzt gleicb sein, r f + r 11 = 0, namlicb fftr die in 
balbierte Sebne, die wegen cos (# y) zum Durcbmesser 
von normal ist. Also ist die Potenz eines inneren Punktes das 
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negative Quadrat der Jialben Mrzesten Sehne durch denselben. 
In bezug auf einen Nullkreis ist die Potenz jedes Punktes 
gleicli dem Quadrat seines Abstandes vom Mittelpunkt. 

Man nennt die Quadrat wurzel "J/TT allgemein die Tan- 
genterilange, aucli wenn sie imaginar ist, und den mit 1/Tf 
als Radius um beschriebenen Kreis den Potmzkreis von 
in bezug auf den gegebenen. Er ist nur fur Punkte im Innern 
eines reellen Kreises iraaginar, sonst stets reell und geht nach 
Definition stets durch die Beruhrungspunkte der aus an den 
gegebenen Kreis gezogenen Tangenten. 

B. 1) Vier Punkte % | 0, # 2 j 0, | ?/ 8 , | / 4 liegen auf einem 
Kreis, wenn ^#2 = y^y^ ist (vgl. Nr. 102). 

2) Durch zwei feste Punkte P 15 P 2 gehen zwei Kreise, die 
eine gegebene Gerade beruhren. 

Ist namlich der Schnittpunkt von P 1 P Z mit der Geraden, 
so schneidet der aus mit dem Radius y OP^OP^ beschriebene 
Kreis aus ihr die Beruhrungspunkte heraus. 

110. Pol und Polare. Die Schnittpunkte einer Geraden 
mit einem Kreis konnen wir nach der Methode von Nr. 54 
auck durch. die Verhaltnisse angeben ; nach denen sie eine 
Strecke %'\y f , % J! \y" der Geraden teilen. Denn ; sind diese 
Teilverhaltnisse v = % : n% bestimmt, so ergeben sich die Ko- 
ordinaten der Teilpunkte nach Nr. 14. 

Die Koordinaten der Schnittpunkte des Kreises a \ ft \ % 
mit der Verbindungsgeraden der Punkte x'\y f , % ! '\y" sind in 
der Form enthalten **" + **' 



Setzen wir diese 

Ausdrucke fftr x \ y in die Kreisgleichung ein und multiplizieren 
dieselbe mit (% + w 2 ) 2 ; so erhalten wir zur Bestimmung des 
Parameters n^n^ eine quadratische Gleichung 

/<M\ TT"/w 2 

(6ty \\ n - 



la dieser sind offenbar die Faktoren von n^ und n z * einfach 
die Ergebnisse der Substitution von x u \y tf (w 2 ==0), bez. 
von x' | y f (n L 0) statt x \ y in die Gleichung des Kreises 



(35) TT EE# 2 + y 2 - 2<xx - 2/ty + a - 0, 

d. h. TT" und TT' sind die Potenzen der gegebenen Punkte in 
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bezug auf den Kreis. Der Koeffizient P von 2n^ ergibt sich 

in den beiden symmetrisclien Gestalten 

(36) P - (a' - ) (x- a) + (y' - fl (" - ft - p* 



= x'x" 

Nun konnen wir offenbar durcli andere Wahl der festen 
Punkte in der gegebenen Geraden fiber die GroBe der Teil- 
zahlen oder der Eoeffizienten in (34) verfugen. Die beiden 
Wurzeln werden insbesondere entgegengesetzt gleidi, d. h. 
die Schnittpunkte teilen die Strecke harmoniscli (Nr. 15), wenn 
der Koeffizient P verschwindet. Man nennt zwei Punkte x ! y f , 
x fl y t{ , die in Hirer G-eraden durcfi den I&eis harmonisch ge- 
trennt sind oder deren Koordinaten der Bedingung P = ge- 
ntigen, konjugiert harmoniscli oder harmonische Pole in ~besug 
auf den Kreis. 

Legen wir durcli den Punkt P 1 (x'ly 1 ) ein Strahlen- 
biiscliel, so wird der auf irgend einem beliebig gewahlten 
Strati dieses Buschels gelegene Punkt P n , der mit P f ein 
Paar harmonischer Pole in bezug auf den Kreis bildet ; aus 
diesem Strati ausgeschnitten durch die Grerade 

(37) (x 1 -)(*-) + (y 1 - /J) (y - ft - 9 "= 0. 
Diese Gerade ist der Ort der %u einem gegebenen Purilct P 1 
Jiarmonisch Ttonjiigierten Pole P"; sie heiftt die Polare p* des 
gegebenen Pols in bezug auf den Kreis. Zu einem reellen Pol 
gebort stets auch. eine reelle Polare. 

Die Polare steht auf dem Durchmesser des Pols P f senk- 
reclit, da dessen Gleiclmng lautet 
<y-jJ)(*-)-(* f -)(y-jJ)-0. 
Ihr Scbnittpunkt P" mit dem 
durcli P 1 gelegten Durchmesser 
(Fig. 58) ist der in bezug auf 
die Durclirnesserendpunkte kon- 
jugiert harrnonisclie Punkt zu P ; ; 
wird also mit Hilfe des Mittel- 
punktes C stets reell konstruiert entsprechend der barmonischen 
Beziehung (67) in Nr. 15: 
(38) 
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In der Tat berechnet man die Koordinaten x" \ y" von P" 

(Nr.37) aus 

*' 



' - 



'-- ft 5 

wonach die Beziehung (38) bestatigt werden kann. Darait er- 
gibt sich eine reelle Konstruktion der Polare von P': Auf dem 
durch P f gelegten Durchmesser sucht man den zu P 1 konju- 
gierten Pol nnd errichtet in ihm ein Lot des Durchmessers. 
Insbesondere hat die Polare eines Punktes x f \y f in bezug 
auf den Kreis x*+y* = p 2 die Gleichung 

x'x + y'y = 9 s . 

Jedem unendlich fernen Pol, dessen Eichtung durch tga = y':x r 
m ! bestimmt 1st, entspricht als Polare der zu seiner Richtung 
normale Kreisdurchmesser 

x + m'y = 0. 

B. 1) Die Polare von 4 | 4 in bezug auf 
(a- - 1)2 + ( y - 2) 2 = 13 ist 3x + 2y - 20 = 0. 

2) Die Polare von 4 | 5 in bezug auf 

x*+y* 3x y 8 = ist 5%+ Qy 48 = 0. 

3) Der konjugierte Pol zu 5 | 4 auf dessen Durchmesser im 



Kreise 



-80 ist 



17 



4) Die Polare des Nullpunktes im Kreise a | rt ist 
^ + |5y rt = 0. 

111. Die Polare eines auf dem Kreise liegenden. Pols 
ist die in ihm beriilirende Tangente. Denn die Polare geht, 
wenn itr Pol auf dem Kreise liegt, durch den Pol und ist 
die Normale zu seinem Radius. Dasselbe lehrt die tlber- 
einstimmung der Grleichung (37) der Polare in Nr. 1 10 mit 
der Gleichung (21) der Tangente in Nr. 104. 

In dem durch einen gegebenen Punkt gehenden Sekanten- 
btischel befinden sich zwei Tangenten; in diesen ist der vierte 
harmonische Punkt mit den Schnittpunkten je im Beruhrungs- 
punkt vereinigt (Nr. 16). Dah&r ist die Polare eines Punktes 
die Verbindmgsgerade der EeruJirungspunkte seines Tangenten- 
paares. In der Tat bestimmt man nach Nr. 106 die Beruhrungs- 
punkte eines Tangentenpaares als die Schnittpunkte mit der Polare. 
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Damit aber die quadratische Gleichung (34) fiir v = n^ : n% 
gleiche Wurzeln liefere, miissen x ! \ y\ x ri \ y" der Bedingung 
geniigen 

(39) P 2 -TTn"-0. 

1st also x y irgend ein Punkt in einer der Tangenten aus 
& r \y { , so geniigen seine Koordinaten der Grleichung 



d. h. dies ist die Gleicliang des Tangentenpaares. Fiir Kreise 
um den Nullpunkt lantet sie: 

(41) (x'x + y'y - 9 8 ) s - (x'* + y'* - & (a 2 + jf _ ^ ) _ 
oder auch (vgl. (25), S. 211): 

(42) P * { (x - xj +(y~ y')* } - (xy> - yx'f = 0. 

* Nun zerfallt die linke Seite der Gleichung des Tan- 
gentenpaares in das Produkt linearer Faktoren T^ T 2> also 
ist umgekekrt identisch 

(43) TT' [(x - a)*+(y - ff-f] = P a - I& 

wo P aus P dadurch hervorgeht, dafi man in (36) o/' ? y n 
durch x, y ersetzt. 

Aus dieser bestimmten Form, auf die die Grleichung jedes 
Kreises gebracht werden kann, folgt, dafi fiir jeden Punkt 
des Kreises das Produkt seiner Abstande von zwei Tangenten 
in konstantem Verhaltnis zu dem Quadrat seines Abstandes 
von inrer Beriihrungssenne steht. 

Zur Bestimmung der Konstanten beachte man ; da6 zu 
jedem gleichschenkligen Dreiseit ein Kreis gefunden werden 
kann, der die Schenkel in den Basisecken beriihrt. Sind nun 
die Gleicnungen der Schenkel 

T = x cos TJ + y sin r t p x = 0, T z ~ x cos r 2 + y sin ir 2 # 2 0, 
so ist die Gleichung der Basis notwendig von der Form 

P x cos \ (^ + r 2 ) + y sin \ (r x + r 2 ) p s - 0. 
Es mu6 somit eine Verhaltniszahl Tc geben ? so dafi P 2 Js T T 2 = 
einen Kreis darstellt, wenn aucb nicht in der Normalform. 
Ordnet man die linke Seite, so ergibt der Ausdruck der Kri- 
terien von Nr. 96 Jc 1. Als Ort &ines Punktes, fur den das 
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Quadrat seines senkrechten Alstandes von der Basis eines gleich- 
sctienUigen Dreiecks gleich dem ProdiM der Abstande von den 
leiden Schenkeln ist, ergibt sich daher ein Kreis, der die Schenkel 
#u Tangenten und die Basis 0ur Bf^r'^ty^'i^ hat. 

B. 1) Die Gleichung des Tangentenpaares aus dem Null- 
punkt (Nr. 110, 4) an den Kreis cc \ {i \ it lautet 

(ax + py- tf) 2 - a 2 + 2/ 2 - 2<*x - 2/ty + *) - 0. 

2) Die Geraden x 5 = 0, 3# + 4# 25 = bilden die 
Schenkel, die Gerade 2# + y 10 = ist die Basis eines gleich- 
schenkligen Dreiecks; der in den Basisecken beriihrende Kreis nat 
die Gleiclmng 

'- ( - 5) ZX + \ y ~ 25 - o^r + f- 25 =0. 



3) Der Winkel 8 des Tangentenpaares aus x r \ y r an jc 
bestimmt sich (K"r. 58) aus 



4) Der Ort der Punkte, von denen man an einen Kreis 
vom Eadius Q Paare zueinander rechtwinkliger Tangenten legen 
kann, ist ein mit dem gegebenen konzentrischer Kreis, fiir den 
das Quadrat des Eadius gleich 2$> 2 ist. 

112. Die Gleiclmng 
a V + 2/V -*(&' + ^ f/ ) - jS (j/ f + 7/ n ) + * - 0, 

die nach (36) zwischen den Koordinaten konjugiert harmo- 
nischer Pole stattfindet, ist in x f \y f und x n \y n vollkommen 
symmetrisch. Also ist sie ebensowohl die Bediugung, unter 
der x n y" in der Polare von x' y 1 liegt ; wie die, da8 die 
Polare von %" \ y" durch x ! \ y r geht. lAegt somit ein Punkt 
P n in der Polare eines Purilctes P', so liegt auch P f in der 
Polare von P". Daher ist die Polare des Mittelpnnktes die 
unendlich feme Gerade, denn die Durchmesser sind Polaren 
unendlich ferner Punkte (vgl. S. 220). 

Wir finden so den Pol einer Geraden als den Schnitt- 
punkt der Polaren von zwei Punkten derselben. Es ischneiden 
sich z. B. die Tangenten, die*"man in den Schnittpunkten einer 
gegebenen Geraden g mit einem Kreis ziehen kann, in dem 
Pol P der Geraden g, die Polare von P ist die Beriihnings- 
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seline der von P an den Kreis gezogenen Tangenten. Ana- 
lytisch geniigt es zur Bestimmung des Poles x f y f einer Ge- 
raden u r x + v f y + 1 = 0, ihre Gleicliung mit der allgemeinen 
Form einer Polare zu vergleichen. Bs sind hiernach. die 
Linienkoordinaten u 1 v' der Polare von # f i/ f : 



x' 



und umgekehrt folgen durch Auflosung die Koordinaten x 1 1 y 1 
des Poles der Geraden u* \ v ? . 

Durchlduft P n die Polare von P f , so dreht sick die Polare 
von P n um den Pol P' und wmgekehrt, oder einer geraden 
Heilie von Polen entspricht ein Buschel von Polaren, wobei die 
Tragw aucJi als Polare und Pol zusammengelioren. Sind in 
einein Kreise x* + t/ 2 p 2 = die Polaren von P t (x 1 \ y t ) ; 

-"o 2 = 0, so ist die 




in der Tat 

l+v 



(45) fyx + y y Q 2 + v fax + y%y $*) =- 0. 

Also ist das Sinusteilverlialtnis v 1 in dem durcli die Polaren 
von P l und P 2 bestimmten Btiscliel proportional zu dem 
Teilverhaltnis v des Pols in der Reihe, es ist namlicli v f = 



Setzt man tiberhaupt in die Gleictung der Polare 
#i# + y\y ^ ^ von A ^ e Koordinaten eines anderen 
Punktes P 2 ein, so ist a^^ + ^y, ? 2 gleich dessen Ab- 
stand P 2 ^i von der Polare multipliziert mit OP 1; ebenso 
aber gleich dem mit OP 2 multiplizierten Abstand P Q^ von 
der Polare des zweiten Punktes. Fallt man also von einem 
Punki P l das Lot P Q% auf die Polcure eines anderen Punktes P 2 
wid von P 2 das Lot P^Q % auf die Polare von P 1? so ist 



B. 1) Der Pol von a^x + a. 2 y + 8 in bezug auf 

2) Der Pol von. 3 x + y = 7 in bezug auf 
#2 4. ^2 = !4 is t 6 I 8. 
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3) Der Pol yon 2x + By = 6 in bezug auf 

(aj-l)+(y-2) l -12 1st -ll|-16. 

4) Die Polaren von vier Punkten einer harmonischen Gruppe 
bilden ebenfalls eine solche Gruppe. 

5) Wie in B. 2), BTr. 108 der Ort der harmonischen Mittel Q 
zwischen den Punkten P und P' eines Yektors aus in Polar- 
koordinaten bestimmt wurde, so kann es auch fiir die allgemeine 
Kreisgleichung 

K 



geschehen, die in Polarkoordinaten lautet 

r* 2 ( cos & + sin #) r + = 0. 

Nach dem dort benutzten Verfahren finden wir fiir den Ort der 
harmonischen Mittel 



-- s ^ -4- 18 sin ^ 

die Polare des Nullpunktes (vgl. B. 4 in Nr. 110). Und in 
licher Art for verwandte Aufgaben. 

113. Polarkonjugierte Dreiecke. Die Polaren der Ecken 
eines Dreiecks P^P^P^ in bezug auf einen Kreis bilden ein 
Dreiseit P r 2 P f 3 , P f s P\, P\ P f 2; und die Polaren von dessen 
Ecken P ; 1? P ; 2 , P ; 3 sind die Seiten P 2 P 3 , P S P 17 PiP 2 des 
ersten. Solche Dreiecke nennt man polarkonjugiert in bezug 
auf den Kreis. Die VerUndungsgeraden PiP'i, P^P^j PS^^ 
der entsprecfienden Eclcen in polarkonjugierten Dreiechen schneiden 
sicJi in einem Punkte. Sind namlich &i\yi die Koordinaten 
des Punktes Pi(i = 1 ? 2, 3) und ist # 2 + y 2 = 2 die Gleichung 
des Kreises ; so hat die Gerade P t P r i als Verbindungslinie 
des Punktes P^ mit dem Schnittpunkt P\ der Polaren 
^^ + y%y p 2 = und # 3 # + y^y o 2 = von P 2 und P 3 
die Gleichung (vgl. Gl. (36), S. 79) 
) (a^+y^-^Xo^ 
Analog sind 



^ ' f M M I /../.. _2\/ _ I .. .. -9\ /.^ __ i .. .. _9\/'- .. i .. 2\ 

y "~^ ; = 



die Gleichungen der Verbindungsgeraden P 2 P' 2 und P 3 P f 3 . 
Offenbar (vgl. S. 80) gehen diese drei Geraden durch einen 
und denselben Punkt. Alsdann liegen, analog zu dem Satze 
in Nr. 67,4, die Schnittpunkte P 2 P 3? P f 2 PV, P B Pi, P' 9 P\] 
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P 1 P 2 , P'iP'g in einer Greraden, der Polare jenes Schnitt- 
punktes der Verbindungsgeraden. 

Dieser Satz enthalt in sicli folgenden besonderen Fall: 
1st em Kreis einem Dreieck eingeschrieben, so schneiden sich 
die Verbindungsgeraden je einer Ecke mit dem Beruhrungspurikt 
der Q-egenseite in einem Punkt. Denn zu dem Dreieck von 
drei Punkten des Kreises ist das Dreiseit ihrer Tangenten 
polarkonjugiert. 

Ein Dreieck ist sich selbst polarkonjugiert und heifit ein 
Polardreieck^ wenn zu jeder Ecke P 1? P 2J P 3 die Gegenseite 
PD Ps> Ps ^ s Polare gehort. Es ist dazu nur erforderlich, daB 
die Koordinaten der drei Punkte P t , P 2 , P 3 gemaB den Be- 
zieliungen gewahlt sind: 

(48) a^ + ytfi = & x 2 x s + y z y s = ? 2 , x^ + y^^^. 

1st P 1 vollig willkurlicli gegeben, so kann als P 2 nur noch 
ein Punkt der Polare x^x + yy = p 2 angenommen werden, 
und die dritte Bcke ist alsdann vollig bestimmt Wenn eine 
Ecke auf dem Kreise liegt, so fallt auch eine zweite mit ihr 
zusammen und man tat kein eigentliches Dreieck mehr. Der 
MittelpunJct G des Kreises ist der gemeinsame Hohenschnittpurikt 
aller Polardreiecke , denn das vom Pol auf die Polare gefallte 
Lot niuB dutch den Mittelpunkt gehen (Nr. 110). Die Polar- 
dreiecke eines reellen Kreises sind notwendig stump fwinklig 3 und 
sswar liegt die stumpfe Ecke im Innern des Kreises. Zunaclist 

muB namlicli stets eine Ecke im Innem p ^ 

liegen, wie man auch P l wahlt. Denn, 

geht man etwa von einem auBeren 

Punkte P! aus (Pig. 59), so sind doch 

die auf der Polare von P 1 gelegenen , ^ , ms 59 

konjugiert harmonischen Pole P 2; P 3 

durch einen der reellen Schnittpunkte 

dieser Polare mit dem Kreise voneinander getrennt. Das 

Quadrat der Entfernung harmonischer Pole x l y % und x^ \ y% 

kann aber geschrieben werden 

fo 2 + ^i 2 - 9 2 ) + fa* + y** - & - 2 feafc + y& - 9*), 
ist also gleich der Summe Tl^ + TT 2 ihrer Potenzen, da das 

Salmon-Fiedler: anal. Q-eom. d. Kegelschn. 8. Aufl. 15 
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letzte Glied verschwindet. Von den Summen Tf l + TT 2 , TT 2 + TT 3 , 
TT 8 + TTj 1st aber diejenige am groBten, die zwei positive Sum- 
manden hat, d. h. die auBerhalb des Kreises liegende Seite, etwa 
PjP 2 , des Polardreiecks ist die groBte. Endlieh liegt ihr ein 
stumpfer' Winkel gegenuber, weil ^ + TT 2 > (H x + TT S ) + 
(TT 2 + TT 8 ). 

In bezug auf einen imaginaren Kreis gibt es gleichwohl 
reelle Polardreiecke, jedoch sind diese spitzwinklig, da die Po- 
tenzen der Ecken samtlich positiv sind, also auch das Qua- 
drat H! + TT 2 der grofiten Seite kleiner ist als die Summe der 
Quadrate T^ + TTg, TT 2 + TT 8 der anderen. 

B. 1) Polarkonjugierte Dreiecke in bezug auf # 2 + 2/ 2 = 3 2 
sind 3 | 6, 1 1 0, 3 | 3 und 9 1 12, 1 | 2, 9 | 3, und der 
Schnittpunkt der Yerbindungsgeraden der Ecken ist 1 2. 

2) Ein Polardreieck bezuglich x* + y*= 2 2 ist 1 1 1, 3 1 1, , 4. 

3) Das Produkt der Segmente, in die der Hohensahnittpunkt 
eines Dreiecks die Holien zerlegt, ist konstant, namlicli gleich dem 
Radiusquadrat des Kreises, in bezug auf den das Dreieck sich 
selbst konjugiert ist, Vgl. S. 219, Gi. (38). 

4) Durch das Polardreieck 4 | 3, - 5 j 3, 11 | 11 ist der 
imaginare Kreis (x 3) 2 -f (y I) 2 + 4 2 = bestimmt. Beim 
Beweis beachte man, daB der Mittelpunkt des Kreises im Hohen- 
sckoittpunkt des Dreiecks liegt. 



Siebentes KapiteL 
Systeme YOU Kreisen. 

114. Potenzlinie zweier Zreise. Die Normalgleichung 



(1) s 9 + y* - 2 ax - 2$y + # 

eines Kreises a | /3 | a soil abkiirzend mit k (x \ y) oder 
Jo bezeiclmet warden. Hire linke Seite stellt nach Nr. 109 
die Potenz TT des Punktes x \ y in bezug auf den Kreis dar. 
Sind zwei Kreise c^ fa \ x ly g | /? 8 | % oder \ =* 0, \ = 
gegeben, so sind die in bezug auf beide Kreise berechneten 
Potenzen TTj, TT 2 eines beliebigen Punktes x \ y im allgemeinen 
verschieden. Diejenigen Punkte insbesondere, deren Potenzen 
in bezug auf beide Kreise gleich sind ; erfullen einen Ort ; da 
ikre Koordinaten nur der einen Bedingung zu genlSgen haben: 

(2) \ = \ oder \ - ^ = 0. 

Diese Bedingung ist aber ; da die quadratischen Grlieder in 
&j und S 2 denselben Koeffizienten haben, nur noch linear 

(3) 2 fa -ccJx + 2 (ft _ ft) y + ^ - flc, - 0. 

Der Orb der Punkte von gleichen endlichen Potenzen le- 
zuglich 0weier Kreise ist eine stets reeUe Gerade \ \ ~ 
die Potenelinie, Eadikalachse oder Chordale (vgl. S. 229) der 



AuBerdem ist auch die unendlich. feme Gerade ein Ort 
Ton Punkten gleicher/ namlich unendlich groBer Potenzen. 
Denn fiir Werte x = oo oder y => oo liangt der Wert von TT 
lediglich von dem in Tc t und ft 2 tibereinstimmenden hoclisten 
Glied x* + y* ab ; da die Glieder niedrigeren Grades bei Divi- 
sion durch jenes verscbwindend klein werden, also neben 
# 2 + y 2 nicht in Betracht kommen. Der gesamte Ort der 
Punkte gleicner Potenzen besteht also aus der unendlich fernen 
Geraden und der Potenzlinie der gegebenen Kreise, ist also 
eigentlich selbst ein zerfallender Kreis (Nr.99). 

16* 
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Die Potenzlinie liegt im allgemeinen im Endlichen. 
Nur fur <%** <%, ft A reduziert sich ihre Gleichung auf 
. x + y + % # 2 0, d. h. /Br jwei Itonzentrische Kreise 
fallt die Potendinie in die unendlich feme Gerade. 

In alien tibrigen Fallen ist sie folgendermafien reell zu 
bestimmen. Die Verbindungsgerade der Kreismittelpunkte 
il A> il A> *^ Zen^rale der Kreise , liat die Gleichung 

(4) (ft- A) * - (i- i) y + iA- >A- o- 

jS0m $wwZ Zentrale und Potenslinie stets zueinander rechtwinklig 
(Nr. 36) ; und es geniigt die Bestimmung ihres Schnittpunktes. 
Bezeichnen wir die Entfernung der Mittelpunkte oder die 
Zentraldistanz der Kreise T/ (u> (%)* + (p t /8 2 ) 2 mit c ? so 
ergeben sich leicht die Abstande d ly d% der Mittelpunkte 
a i I Au ^2 1 A von ^- er Potenzlinie aus ihrer durcli 2c divi- 
dierten Grleichung als 



Hieraus folgt aber einfach rf 2 2 d^ pa* 9^5 die Potenz- 
linie teilt daher die Zentraldistanz so, da die Differenz der 
Quadrate der Teile gleicli der Differenz der Quadrate der Eadien 
ist. Der Teilpunkt liegt zwischen den Mittelpunkten, wenn 
Qz* pi 2 dem absoluten Wert nach kleiner als c 2 ist ; denn 
d 19 d% sind dann yerschiedenen Zeichens. 

Dasselbe folgt aus der Forderung, daB die Tangenten 
aus jenem Teilpunkt gleicli sein mussen. Denn gemaB Nr. 109 
liat die Potenzlinie die Eigenschaffc, da/3 die von einem Hirer 
Punkte aus an beide Kreise gesogenen Tangenten gleich Icmg sind. 

115. Die Schnittpunkte zweier Kreise haben in beiden 
die Potenz Null, gelioren daher stets dem Orte gleicher 
Potenzen in bezug auf dieselben an. Dieser bestelit aus der 
Potenzlinie und der unendlich fernen Geraden, schneidet also 
jeden der gegebenen Kreise in zwei Punktepaaren (Nr. 101). 
Da jedocli eines derselben unendlich fern ist, finden wir not- 
wendig ubereinstimmend mit der Anschauung: zwti Kreise 
Kmen nicht mehr als zwei Schnittpunkte im Endlichen tiaben. 

In der Sprache der analytischen Geometric mussen gemaB 
dem Theorem von Nr. 28 zwei Kreise, da ihre Gleichungen 
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vom zweiten Grade sind, vier Schnittpunkte haben. Von 
diesen sind die Schnittpunkte mit der unendlich fernen Ge- 
raden, die imaginaren Kreispunkte, nach Nr. 103 alien Ereisen 
uberhaupt gemeinsam. Denanach haben zwei Kreise nnr zwei 
nicht absolut feste Schnittpunkte, und diese liegen auf der 
Potenzlinie. Auch sie fallen mit den unendlicli fernen ima- 
ginaren Kreispunkten zusammen, wenn die Kreise konzen- 
triscli sind. 

Somit besitzen &wei nicht-'komentrische Kreise stets zwei im 
Endlichen gelegene Schnittpunkte, der en notwendig reelle Sehne 
die Potenzlinie ist. Damit ist die 
Bestimmung der Schnittpunkte S v S% 
zweier Kreise auf Nr. 101 zuriick- 
gefuhrt; sie liegen symmetrisch zur 
Zentrale (Fig. 60) und konnen reell, 
gesondert oder veremigt, oder konju- 
giert imaginar sein. Im letzten Falle 
ist die Potenzlinie als der Trager des Punktepaares nach 
Nr. 114 reell konstruierbar. Eine bequemere Konstruktion 
wird in Nr. 116 gegeben. Sonst erhalt man die Potenzlinie 
umgekehrt am einfacbsten aus den Scnnittpunkten als die ge- 
meinsame Sehne (Chordale) der Kreise. Fur zwei. sich be- 
ruhrende Kreise geht sie in ihre gemeinsame Tangente im Be- 
ruhrmfgspunkt liber. Je nachdem in diesem Falle ^ + ^) 2 c, 
oder p 2 ^ = c, (^ 2 > ^) ist, bertihren die Kreise die Potenz- 
linie von entgegengesetzter Seite oder auf derselben Seite; ihre 
gegenseitige Beriihrung geschieht von auBen oder von innen, 
bez. ausschlieJBend oder einschliefiend. Damit reelle Schnitt- 
punkte vorhanden sind ; muB sowohl (j x + p 2 > c als ^) 2 -~ QI<C sein. 

Von Interesse sind namentlich die Schnittpunkte zweier 
Nullkreise. Ihre Potenzlinie ist das Mittellot ihrer Zentrale. 
Ein Punktepaar mit der Mitte 1 1 ^ hat Koordinaten von der 
Form | + ^ | if I', | - 11' \ y + 1'; die das Punktepaar dar- 
stellenden Nullkreise sind 

(_ 6 -,')+(j,_ , + !')_(), 
(*- g + ,';+ (y-ij- 1') 1 - o 

und diese schneiden sich in den konjugiert imaginaren 
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Punkten | i% \ y iy* (vgl. Nr. 19). Somit barm ein ima- 
ginares Punktepaar jederzeit definiert werden als das Paar der 
Schnittpunkte zweier bestimmter Nullkreise, deren reelle Mittel- 
punkte man aucli die zu den imaginaren assomerten Punlcte 
genannt hat. 

B. 1) Die Potenzlinie von # 2 +2/ 2 4# 5# + 7 = 0, 
#2 + 2,2 + Qx+ 8# 9 = 1st 100 + 13/ 16 = 0. 

2) Die Potenzlinie von zwei reellen Kreisen und die der 
imaginaren Kreise, deren Stellvertreter jene sind (vgl 8. 197), 
liegen zur Mitte der Zentrale symmetriscL 

3) Die Potenzlinie eines reellea uud eines imaginaren Kreises 
ist rechtwinklig auf der Zentrale in dem Punkte , dessen an den 
reellen Kreis gezogene Tangenten so groB sind wie die Abstande 
des Punktes Q von den Schnittpunkten des zur Zentrale recL.t- 
winkligen Durclimessers im Stellvertreter des imaginaren Kreises. 

4) Die Potenzlinie eines Kreises und eines Punktes P (Null- 
kreises) halbiert den Abstand des Punktes P von seiner Polare 
in bezug auf den ersten Kreis oder halbiert die von P gezogenen 
Tangenten; denn ist Q I = 0, so ist 2cd^ (@ 2 2 c 2 ). Vgl. (5), 
S. 228. 

5) Das Quadrat der von einem Punkt eines Kreises an einen 
anderen Kreis gezogenen Tangente ist dem Abstand des Punktes 
von der Potenzlinie proportional. 

116. Fotenzmittelpunkt dreier Kreise. Sind drei Kreise 
\ = 0, & 2 = ? & 8 = gegeben ; und bestimmen wir fur jedes 
Paar derselben die Potenzlinie, so gebt aus den Grleicliungen 
J x ]c 2 = 0, 2 ~" ^3 = 0; ^s A x derselben hervor, daB sie 
durch einen und denselben Punkt gehen (Nr. 45). Drei Kreise 
liaben im allgemeinen einm PotenzmiUelpunkt, den Schnittpunkt 
der drei Potendinien. Seine Koordinaten sind 



Piir Kreise von geineinsanier Zentrale ist der Potenzmittel- 
punkt somit unendlich fern (Nr. 40). 

Auch kann dann der Fall eintreten, dafi die drei Kreise 
dieselbe Potenzlinie haben, d. h. durch dieselben beiden Punkte 
gehen. Die Bedingung, daB drei Kreise gemeinsame Schnitt- 
punkte haben ; ist somit das gleichzeitige Verschwinden der 
Zahler und des Nenners der soeben angegebenen Quotienten. 
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Da fur drei Kreise, deren Mittelpunkte nicht auf einer 
Geraden liegen, der Potenzmittelpunkt im Endlichen liegt, so 
kann der Satz dazu dienen, die Potenzlinie von zwei reellen 
Kreisen ohne reelle Schnittpunkte zu bestimmen. Man mufi 
nur irgend einen Hilfskreis einfuhren, der die beiden gegebenen 
reell schneidet, und liat vom Schnittpunkt der gemeinsamen 
Sehnen das Lot auf die Zentrale der gegebenen Kreise zu 
fallen. 

Somit andert sich der Potenzmittelpunkt nicht, wenn wir 
einen der drei Kreise, z. B- 3 = 0, durch einen beliebigen anderen 
ersetzen, der nur mit Jc 2 dieselben Schnittpunkte liaben 
soil, denn von den drei Potenzlinien bleiben dann zwei fest. 
Wir sagen: Die gemeinsamen Sehnen eines festen Kreises mit 
Kreisen durch 0wei feste Punlzte gelien durch einen festen Purikt. 

Der Potenzmittelpunkt ist der einzige Punkt, dessen Tan- 
genten an die gegebenen Kreise gleich lang sind. Die drei 
Paare ihrer Beriihrungspunkte liegen somit stets auf einem 
Kveise, der die drei gegebenen rechtwinklig sehneidet; man 
nennt ihn den OrthogonalJcreis**} oder Hauptkreis der gegebenen 
Kreise. Er ist nur dann imaginar, wenn sick der Potenz- 
mittelpunkt innerhalb eines reellen Kreises unter den gegebenen 
befindet. Denn die Tangenten an einen imaginaren Kreis 
aus einem reellen Punkt taben stets reelle Lange (Nr. 106); 
also kann der Ortliogonalkreis nur imaginar werden, wenn 
die gegebenen Kreise samtlicli reell sind und sich uberdies 
reell schneiden. In der Tat zeigt eine einfache tTberlegung, 
daB der Potenzmittelpunkt nur dann im Innern von drei sich 
paarweise schneidenden Eoreisen liegt, wenn die Schnittpunkte 
zweier derselben je durch den dritten getrennt sind. 

B. Der Potenzmittelpunkt von (x l) 2 + (y 2) 2 = 7, 
- 3) 2 + 2/ 2 = 5, (x+ 4) 2 + (t/Jh_l) 2 = 9 ist - i | - g nnd 
der Eadius des Hauptkreises ^"J/194. 

117. G-emeinsame Tangenten zweier Kreise. Zwei Kreise 
haben auBer gemeinsamen Punkten notwendig auch gemein- 
same Tangenten. Denn, damit eine Grerade u \ v zugleich 
Tangente zweier Kreise sei, mussen ihre Koordinaten nach 
Nr. 105 zwei Bedingungsgleichungen zweiten Grades erfullen, 
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die nach Nr. 28 Tier gemeinsame Wurzeln haben. Es gibt 
also vi&r gemeinsame Tangenten zweier Kreise und es sind die 
Paare ihrer Berubrungspunkte zu finden. 

Fuhren wir in den Gleiclmngen \ = bez. & 2 = der 
Kreise gemaB Nr. 107 die (Winkel-) Parameter ^ bez. # 2 der 
Peripheriepunkte x t \ y bez. # 2 1 y% ein durch. 



_ cos 9v ^rA = sin t v ftfu. cog ^ tkz&. sin ^ 

so lautet die Gleichung einer Tangente des ersten Kreises in 
. 212: 



(a? i) cos 4^ + (y jSj) sin ^ p t = 
und die einer Tangente des zweiten Kreises in # 2 1 y 2 : 
(a? - j) cos ^ 2 + (y ft) sin # 2 p a = 0. 

Sollen nun diese Tangenten in derselben Greraden vereinigt 
sein, so liefert die Vergleichung der Koeffizienten der Glei- 
chungen die notigen Bedingungen. Erstens mufi tg ^ = tg ^ 2 , 
d.h. entweder fl^^ oder d 1 <6' s 9r sein: die Radien der 
Berahrungspunkte miissen in der Tat parallel sein. Zweitens 
erfordert die Identitat der konstanten Glieder 
(7) ( l -fli)coB 1 + (|3 1 -ft)sin^ 1 + Pl T fc-0, 

wo das obere oder das untere Vorzeichen zu nelimen ist, je 
nachdem ^ = # 2 oder ^ = * a ist. 

Jede der Gleichungen (7) bestimmt zwei Werte fur # 1? 
also je zwei Paare von Berfihrungspunkten. Den "Wurzeln 




Pig. 61. 



der ersten entsprechen zwei Tangenten A a, A f a ! , fur die die 
beiden Kreise je auf derselben Seite liegen und die man daher 
die aufieren (direkten) gemeinsamen Tangenten nennt (Fig. 61). 



Gemeinsame Tangenten zweier Kreise 233 

Ebenso Kefert die zweite Gleicbung zwei innere (transversale) 
gemeinsame Tangenten J5& ; JS'J', far die die Ereise auf ver- 
schiedenen Seiten liegen. Den Beriihrungspunkt des Kreises 
\ = mit einer gemeinsamen Tangente erbalten wir durcb 
Elimination von ^ aus (7) mit Hilfe von (6). Es ergeben 
sicb die linearen Bedingungen 

fe-fli) fa- ,) + (ft- ft) (ft- ft) + ft (?x+ fo) - 0, 
deren erste P a = mit & t = zusammen die Koordinaten der 
Punkte A, A 1 , deren zweite P<0 ebenso die der Punkte 
J? ; B 7 bestimmt. 
$ow$ sind 

(8) fa - *,) (x - (^ + (ft - ft) (y - ft) + Pl ( ft T to ) - 
fo'e Gleichungen der Beriihrungssehnen des ersien Kreises mit 
den aufieren "bets, inneren gemeinsamen Tcmgenten oder der 
Polaren der Schnittpunkte 0, O r dieser Paare. Diese Polaren 
sind zur Zentrale rechtwinklig, so dafi ihre Pole auf derselben 
liegen (Nr. 110). Hat man die Koordinaten der Pole x a \y a , 
i\yi gefunden und sind TT a , TT f die Ergebnisse ihrer Sub- 
stitution in fc 1; so sind nach Nr. Ill die Grleicliungen der von 
ihnen ausgebenden Tangentenpaare: 

(9) Pa'-TTa^-O, P^-n^-O. 

Die Realitat der gemeinsamen Tangenten lafit sicb nacb 
der Gleichung ibrer Berubrungssehne diskutieren. Diese ist 
nur reell, wenn beide Kreise reell oder beide imaginar sind ; 
daber baben die Tangentenpaare solcber Kreise reelle Grlei- 
cbungen. Dagegen baben ein reeller und ein imaginarer Kreis 
nur imaginare Tangenten gemein, die nicbt konjugiert sind. 
Einen reellen Kreis \ = scbneiden die Beriibrungssehnen 
P a = bez. P z -= in gesonderten reellen Punkten, wenn ihr 
Abstand von a^ | ft kleiner als Q ist. Demnacb sind die 
aufieren Tangenten reell, solange von den reellen Kreisen der 
eine nicbt vollig vom anderen umscblossen ist (0 t Q% <c); 
die inneren, solange die beiden Kreise sicb ausscblieBen, so 
daB gleicbzeitig aucb die aufieren reell sein mussen. Alle vier 
Tangenten sind somit reell, wenn die Kreise sicb obne reelle 
Schnittpunkte ausschlieBen, keine, wenn der eine den anderen 
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umscblieBt. Die inneren Tangenten fallen zusammen bei 
auBerer, die auBeren bei innerer Beriibrung der Kreise. 
B. l) Die gemeinsamen Tangenten der Kreise 

baben im ersten Kreise die Berubrungssebnen 2x + y = 6, 
2a+2/=3. In den Scbnittpunkten 2|2, y \ -|- des Kreises 
mit der ersten Sebne sind die Tangenten y = 2, 4x By = 10, 
und in den Scbnittpunkten 1 1, y|y der zweiten x = 1, 
3# + 4# = 5. Die Pole der Bertibrungssebnen sind 4 | 2, 1 \~ } 
ibre Potenzen 4 und ~, daraus folgen aucb die Gleicbungen der 
Tangentenpaare. 

2) Die Mitten zwiscben den Bertibrungspunkten jeder der 
vier Tangenten liegen auf einer Geraden 

denn diese ist (Nr. 65) die gemeinsame Mittellinie zwiscben den 
Paaren von Berubrungssebnen. 

3) Die vier Berubrungspunkte eines jeden der gemeinsamen 
Tangentenpaare liegen auf je einem Kreis, dessen Mittelpunkt die 
Mitte C der Zentrale ist. 

Denn dort scbneiden sicb die Mittellote der Strecken Aa, A!d, 
bez. J5& und B'tf (2)., 

118. Ahnliclikeitszentra. Aus den Gleichungen (8) der 
Beriibrungssehnen des auBeren und des inneren Tangenten- 
paares findet man die Koordinaten ihrer Pole, d. bi. der 
Tangentenscbnittpunkte und O f , indem man die Gleichungen (8) 
mit der Gleicbung (#' aj (x c^) -j- (y 1 ft) (y ft ) pi 2=s=B 
der Polare eines Punktes x 1 \ y ! , des Scbnittpunktes der 
auBeren bez. O r der inneren Tangenten, vergleicbt. Man erbalt 

(10) Xa 



(11) Xi = '. - - 7/ = ~ ^ : ^ ^- < 

9i + Qs Qi + Q* 

Diese Punkte 0, O 1 beiBen das duftere bez. innere Ahnlictikeits- 
zentrwn der beiden Kreise oder der iiufi&re bez. innere AhnlicJikeits- 
purikt. Die Ausdrticke (10) und (11) fur die Koordinaten 
von und O f zeigen, daB diese Punkte die Zentrale aufier- 
lich und innerlich im Verhdltnis der Eadien, d. h. harmonisch, 
teilen. Ibre Koordinaten geben ineinander tiber, wenn man 
einem der Radien das negative Vorzeicben beilegt. Die Rea- 
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litatsverhaltnisse wurden sclion in Nr. 117 betrachtet. Wenn 
sich zwei Kreise beriilireji, fallt eines ilirer Ahnlichkeitszentra 
mit dem Beruhrungspunkt zusammen. 

Im Falle reeller Tangenten erlautert und bestatigt diese 
Teilung uumittelbar die Anschauung der ahnlichen Dreiecke 

OH A ~ Oma, O'MS ~ O'mb. 
Diese liefern die Proportionen 

Om c O'M O'm c 



aus denen sich die Entfernung der Ahnlicbkeitszentra ergibt 
(13) 



Ebenso direkt folgen die Quadrate der Langen der gemeinsamen 
Tangenten 



& 2 - JB'6' a = tf = e 2 - fa + ?2 ) 2 . 
B. 1) Bestimme die gemeinsamen Tangenten der Kreise 

$ + y* 6ic 8^ 0, tf + f 40 - 6y 3. 
Das aufiere Aimlichkeitszentrum ist 2 1, also das Faar 
der Tangenten durcn dasselbe 

25 O 2 + y* 6a; 8y) (5 a? + 5y 10) 2 
oder (a; + 2) (y + 1) 0. 

Da die gegebenen Kreise einander in reellen Punkten scnneiden, 
so ist das andere Paar der gemeinsamen Tangenten imaginar; 
aber seine Gleichung lautet, da das andere Ahnlichkeitszentrum 
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? - 27Sy + 722 ** 0. 

2) Die Tangentenlangen t a und ^ der Kreise in Nr. 117, 1 sind 
* fl -4, *(-2. 

119. Bind zu zwei Kreisen die beiden Ahnlichkeitspunkte 
als die Teilpunkte der Zentrale bestirnmt, die sie im Verhaltnis 
der Radien teilen ; so moge einer derselben als Nullpnnkt der 
Koordinaten genommen werden. Ist etwa der aofiere dazu 
gewallt, so ist nach der Definition ^ : 2 = /3 t : /S 2 == Pi : ?s 
zu setzen oder tx t xQ 19 <% = KQ^ ft Ap t , ft A^) 2? nnd die 
Gleicliungen der beiden Kreise lassen sich schreiben 
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Somit geht die Gleichung des zweiten Kreises aus der 
des ersten hervor, indem in dieser x y an die Stelle 
von x | y gesetzt wird, wahrend dabei jede Gleichung von der Form 

y:x = C 

unverandert bleibt. Durchlauft also ein Punkt S oder x\y 

den ersten Kreis, so be- 
schreibt gleichzeitig 
ein Punkt 6 oder 

& 

e 2 ^ 

fj [.10 den zweiten, und 

'*"'* zwar liegen entspre- 
chendePunkte$und 6 
auf demselben Vek- 
tor y ^ Ox so, dafi 

ist. Jede Transversale 
dwrcfa den Schnitt- 
purikt eines gemeinsamm Tangentewpaares wird von den Kreisen 
in Proportion geteilt, d. h. OS : OS* = 0(5 : 00* (Fig. 62). 

Legt man durch eine andere Transversale, die den 
ersten Kreis in B und R 1 , den zweiten in $ und p' trifft, so 
ist analog 




Pig. 62. 



Ferner folgfc 

(15) OJB P ' - OR 1 >0(>=OS- QJ - OS 1 - 06. 

Man bezeichnet dieses Produkt als ;; gemeinschaftliche 
Potenz der beiden gegebenen Kreise in bezug auf ihren Ahn- 
lichkeitspunkt <! . 

Da die Potenz IT^ des Punktes in bezug auf den ersten 
Kreis gleich dem Produkt OS OS f ist, folgt aus der Gleichung 
OS 0<s' = OS 1 - O^ mit Riicksicht auf OS: Oe^OS 1 : 00'=^: p 2 
fur die gemeinschaftliche Potenz der Ausdruck 

(16) os 00' =os'.o<s = ^ n>> - 2i n a w, 

?i x Q* 2 ? 

und hier bedeutet TT 2 ^ die Potenz des auBeren Ahnlichkeits- 
punktes in bezug auf den zweiten Kreis, 
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Man findet leiclit: 

<ie.) * TV-) = ft n, = * *{-< -)'!. 

v ; QI 1 <? 2 2 tei-fc) s 

Entsprechende Beziehungen wie (16) liefert der innere 
Ahnlichkeitspunkt O f . 

Zieht man durch ein Ahnlichkeitszentrum zweier Kreise, 
z. B. durch 0, zwei Sekanten, die den einen Ereis in 
E, R 1 , S, S 1 , den anderen in p, p', 6, 6* schneiden, so sind 
die Sennen US und Q& einander parallel, ebenso R'S* und 
Q f 6 f , und die Geraden R8 und pV schneiden sich anf 
der Potenzlinie der beiden Kreise, ebenso die Geraden R f S r 
und Q6. 

Zum Beweis dieser Behauptungen wahle man die Geraden 
OR und OS als Koordinatenachsen. Alsdann ist nach S. 236 
OR = m 0$j OS = w 0&, wobei w - ^ : ^ 2 , und wahrend 
die Gleichung des Kreises QGQ'G' von der Form 

# 2 + 2/ 2 + 2#y cos o + 2a 13 # + 2%2/ + % = 
ist, hat man fur den anderen Kreis 

cos & + 2m ao5 + 2ay) + m 2 a = 0. 



Die Gleichung der Potenzlinie wird 

(17) 2 (a 1B x + a^y) 4- (m + 1) a BB - 0. 

Sind nun 



die Gleichungen der Geraden $6 und pV, so sind RS und 
JZ'S' gegeben durch 



woraus sofort ersichtlich ist, daB die Geraden $6 und RS, 
andrerseits Q'G* und R ! S ! in der Tat einander parallel sind. 
Offenbar schneiden sich RS und f ff f auf der Geraden 



deren Gleichung auch in der Form 
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geschrieben werden kann. Mit Rucksicht auf die Beziehungen 



gelit aber (18) sofort in die Grleichung (17) der Potenz- 
linie fiber. 

Als besonderer Fall des vorstehend bewiesenen Satzes er- 
gibt sich, da6 die in R und Q gezogenen Tangenten einander 
parallel sind, ebenso die in R 1 und 0' gezogenen. Die Tan- 
genten von R und Q* sowie die von R f und p schneiden sicli 
auf der Potenzlinie der beiden Kreise. 

120. Sind wieder ^ (x, y) = und & 2 (x, y) = oder 
kftrzer \ = und ft 2 = die Gleicliungen zweier Kreise in 
der Normalform (vgl. Nr. 114 und Nr. 98) 7 so stellt jede 
Grleicliung von der Form 
(19) A^+^fti-O, 

wo JL t und ^ 2 beliebig gewahlte Zalilen (Parameter) bedeuten > 
einen durcli die Scknittpunkte von \ = und & 2 = gehenden 
Kreis dar. Dies ist bei Berucksichtigung der Definition des 
Kreises nach Nr. 103 eine unmittelbare Folge des Prinzips 
von Nr. 64. In Wirklichkeit geht in die Q-leichung (19) nur 
das Verhaltnis ^ : A 2 oder ^ : ^ der beiden Parameter ein, 
die GHeichung bestimmt daher, den unendlicb. vielen Werten 
von ^ : ^ 2 entsprechend, oo 1 Kreise, deren Gresamtheit man 
als ein Krdsbuschel bezeichnet. Insbesondere far ^ : Ag == 1 
erhalt man die Gleichung der alien Kreisen des Biischels ge- 
meinsamen Seline, die zusammen mit der unendlicli fernen 
Geraden einen dem Buschel angehorigen ausgearteten Kreis 
darstellt. Jeder Punkt dieser Sehne hat gleiclie Potenz in begug 
auf alle Ereise des Biischels (vgl. Nr. 115), diese Jiaben-somit 
eine gemeinsame Potenzlinie. 

Auch umgekekrt kann die GUeicliung eines jeden Eieises, 
der durcli die Schnittpunkte von \ = und & 2 = geht ; in der 
Form (19) dargestellt werden, denn die Einfuhrung der Koordina- 
ten x v y 1 irgend eines Punktes seiner Peripherie in (19) ergibt 
fur Ij : ^ 2 den bestimmten Wert ^ : A 3 = ft 2 (# 1; y^) : \(x l9 y^. 

Die Schnittpunkte der Kreise des Bftscliels, insbesondere 
die beiden von den unendlicli fernen imaginaren Kreispunkten 
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verschiedenen Schnittpunkte, nennt ruan die Grundpunkte des 

Busehels. Bei iknen ist zu unterscheiden, ob sie reell, konjugiert 

imaginar oder vereint 

sind. Im letzten Fall 

beriihren sick alle 

Kreise in den ver- 

einten Grrundpunkten; 

den ersten Fall ver- 

sinnlichen die Kreise 

mit den Mittelpunkten 

0, O i} C z , C B , den 

zweiten die Kreise 

Fig 63. 

Die Gleichung 
eines beliebigen Krei- 
ses des Biischels lautet in der Normalform 

(20) 

der Mittelpunkt dieses Kreises hat die Koordinaten 




. 63. 



das Quadrat seines Radius ist 

(22) 2 = *' Ql + ^ ^(^itr 2 ~ Ql ~~ ' 

wobei 

C 12 2 = (#! o: 2 ) 2 + (fii /3 2 ) 2 

das Quadrat der Zentraldistanz der beiden Kreise bedeutet. 

Wie die Gleichungen (21) zeigen, liegen die Mittelpwiltte 
aller Kreise des Busehels auf einer und derselben Geraden, der 
gemeinsamen Zentrale. 

Schneiden sich die Kreise \ und \ in reellen Punkten, 
so ist 



haben sie keine reellen Schnittpunkte, so ist 
entweder C 12 < | p t & I < ft + 9s 
oder %>?! + ft > |ft ft), 
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jedenfalis aber 

h 8 2 -0>i+? 2 ) 2 } K.'-foi-cJ'jX). 
Dieser Ausdruck 1st nun die Diskriminante der quadratischen 
Grleichung in A, die sich ergibt, wenn man in (22) ^it^^l 
und = setzt, d. h.: Haben die Kreise des Biiscliels Jceine 
reellen Sclmittpimltfe, so enthalt dieses zwei Nullkreise**) 

Aus fruheren Betrachtungen (ygl. Nr. 109 7 B. 2) folgt, 
da8 jede Qerade der Ebene von zwei Kreisen des Biiscliels 
beruhrt wird ? z. B. die fterade g 9 Fig. 63. 

121. Schnittmnkel zweier Kreise. Ortliogonale Kreis- 
biisckel.*) Es moge nun der Winkel y l bestimmt werden ; 
unter dem ein beliebiger reeller Kreis = von einem ande- 
ren fc x = gesclinitten wird. Tim zunachst diesen Winkel 
genauer festzulegen, denken wir uns beide Kreise im Sinne 
der Bewegung eines Uhrzeigers durchlaufen und ziehen von 
dem betreffenden Schnittpunkt S aus die Tangenten im Sinne 
der Richtung des Umlaufs. Der konkave Win- 
kel y l7 den diese (in Fig. 64 mit Pfeilspitze ver- 
sehenen) Tangenten miteinander bilden, soil als 
der Winkel definiert werden, unter dem sich 
. 64. die Kreise sclmeiden.**) Er ist gleicli dem 
Winkel M Q 8M V so da8 man nach. dem Kosinussatz erhalt 

(23) cos * = &!&!^^ = ? 

V } ri 




Hierbei ist \ ( 0? |S ) der Zablenwert ; der sicli ergibt ; wenn 
man in \ (x, y) an Stelle von x und y die Koordinaten und /3 
des Mittelpunktes des Kreises 7c einsetzt. 

Nun gilt der Satz: 

Atte Kreise Jc Q) die die leiden festen Kreise \ und \ unter 
den Jconstanten Winkeln ^ und y% schneiden, schneiden auch 
jeden beliebigen Kreis 

*) Den Inhalt der Her folgenden Nummern 121 124 yerdanke 
ich, von den Beispielen abgesehen, einer freundlichen Mitteilnng von 
Herrn K. Eohn in Leipzig. 

**) Dieser Verabredung entsprechend ist der Winkel zweier sich 
beruhrenden Kreise gleich oder gleicli 180, je nachdem der eine 
Kreis den anderen einschliefit oder nicht. 
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(24) 



des durch 
Winkel. 

1st namlich. yi 
& und fa 7 sind cc^, 
Kreises fa und ist 
die Bezieliungen 
2 e ?i cos y, = 2 - 



und \ "bestimmten Buschels unter Ttonstantem 



der vorhin definierte Schnittwinkel yon 

fa die Koordinaten des Mittelpunktes des 

dessen Radius, so tat man nach (23) 



, j8 ) 



2^ ^ cos y A - p 

also 

(25) cos n 



) ~ ^ (go 2 - 



oder mit Hilfe von (22): 



(25a) 



cos 



Hier ist der Quadratwurzel des Nenners das Pluszeichen zu 
geben, da QI als Radius eine positive GroBe ist. Die Formel 
zeigt, da8 y^ einen von der Lage des sctneidenden Kreises 
ft unabhangigen Wert hat ; vielrnekr ist y;. nur von I ab- 
hangig, wenn die Kreise ft ly fc 2 sowie die Winkel y l und y 2 
gegeben sind. 

Aus der Gleickung (25) bez. (25 a) kann man noch einige 
weitere Schlusse ziehen, z. B.: 

Alle Kreise Tc Q) die die Kreise \ und ft 2 imter den vor- 
gegelenen Winkeln y 1 und y% schneiden, schneiden einen "be- 
stimmten Kreis des Buschels rechtwiriklig (orthogonal); dieser 
hat die Gleichung 

(26) 9 2 cos y^ (x, y) - ^ cos y^ (a?, y) =- 0. 

Fiir i Q! cos y 1 : p 2 cos j> 2 verschwindet namlich der Zahler 
der recnten Seite von (25) und es wird y% = \vt. Insbesondere 
folgt im Palle % = y 2 : 

-4Zfe jBTrcis^ fc , cZie ^w?ei jfe^e Xmse \ und A 2 ww^er gleich&n 
aber leliebigem Winkel schneiden, schneiden den Kreis # 12 : 

(27) pA^yJ-pi^C^^-O 
des Buschels rechtwinklig. 

S aim on -Fiedler: anal. G-eom. d. Kegelschn. 8. Aufl. 16 
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Sein Mittelpunkt P 12 hat nach (21) die Koordinaten 



Qi-Qs ' 01-02 

er 1st also der anfiere Ahnliclikeitspunkt von \ und yk 2 (ygl.(lO), 
S. 234); das Quadrat des Radius ist nach (22) 



stimmt daher nach (16 a) mit der gemeinscJiaftlichen Potenz 
der Kreise ^ und \ in bezug auf den auBeren Ahnlichkeits- 
punkt P 12 iiberein. Man nennt p^ den aufleren Steinersclien 
Pot&n#lcreis u ) yon \ und ft 2 . 

Ferner beriihren alle Kreise Jc Q , die fc x und \ unter den 
vorgegebenen Winkeln y t und y 2 sclineiden, zwei Kreise des 
Buschels, fttr die 

9l 2 sinVi + A 2 9 2 2 sinV 2 4- ^(Ci 2 2 -9i 2 ^ 2 + 2 ?i?2 cos^cosyg) 
ist. Diese beiden Kreise sind naturlich nicht immer reell. 

Als Grrenzfalle solcher Kreise & , die \ und fc^ unter 
gleichen Winkeln schneiden, sind aucli die Geraden anzusehen, 
die diese Eigenscliaft haben. Sie mussen durch den Mittel- 
punkt P 13 des vorerwahnten Kreises^) 12 gelien, denn sie schneiden 
Pit rechtwinklig. So folgt: 

Alle Geraden) die zwei gegebene Kreise k lf Tc 2 unter gleiclien 
Winkeln schneiden,*} gehen durch den aufieren Ahnliclikeits- 
punkt P 12 von Jc L und fe 2 Er ist der Mittelpunkt des Kreises 
(27)^ des aufleren Steinerschen Potenzkr rises von ^ und J 2; itnd 
dieser ist Orthogonalkreis fur alle Kreise, die \ und ^ unter 
gleichen Winkeln schneiden. 

Analog erhalt-man fur ^H- y^== ft den Satz: 

Alle Qeraden, die \ und ~k t unter supplementdren Winkeln 
schneiden, gehen durcJi einen Purikt Q 1Z , den inneren Ahnlich- 
Jceitspunkt der leiden Kreise. Er ist MittelpunJct des Kreises 

(28) p,^ (a?, y) + Q& (x, y) = 0, 



*) Der Durchlaufssinn einer Geraden ist allerdings noch willkiirlich, 
aber er ist oline Einflufi auf den Satz. Denn wenn die Schnittwinkel 
einer Geraden g mit \ nnd \ fur einen bestimmten Durchlaufssinn von 
g einander gleich sind, so sind sie aucn fur den entgegengesetzten Sinn 
einander gleich. 
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des inneren Steinerschen Potenzkreises von ft a und ft 2; und dieser 
ist OrthogonalTcreis fur alle Kreise, die ft x imd ft 2 imter sup- 
plementaren Winkeln schneiden. 

Aus dem Wert (25) von cos ^ folgt fur y=y<>=\ft 
auch j^ = \rt } d. L: 

Alle Kreise, die zwei Kreise ft x und ft 2 eines Buschels B 1 
rechtwinklig schneiden, schneiden sdmtliche Kreise des Suschels 
unter rechtem Winkel, Diese Orthogonalkreise bilden elenfalls 
ein Buschel B u , ihre Mittelpunlde liegen auf der Potenslinie des 
Biischels B f und ihre Potemlinie geJit durcli 'die Mittelpunkte 
der Kreise von B f . 

Denn die Orthogonalkreise von \ und 7c 2 schneiden auch 
die Potenzlinie von \ und k 2 rechtwinklig, ihre Mittelpunkte 
liegen ja auf dieser Geraden. Kennt man aber zwei Ortho- 
gonalkreise von \ und k. 2 , so bestimmen diese ein Buschel B", 
und bei Anwendung des soeben bewiesenen ersten Teiles unsres 
Satzes auf dieses Buschel B" folgt sofort, daB alle zu B" ge- 
horigen Kreise von alien Kreisen des Biischels B 'rechtwinklig 
geschnitten werden. 

So entstehen zwei orthogonale Kreisbuschel. Ihre Potenz- 
linien sind #ueinander rechtwinUig; die gemeinsame Poten0linie 
des einen ist Zentrale des anderen, und umgekehrt. 

Sind diese beiden Greraden die x- und y-Achse, so haben 
die beiden Buschel die Grleichungen 

(29) # 2 + 2/ 2 -2;i'a + & 2 =0, 

(30) a? 2 +2/ 2 -2A'V-^ 2 = 3 0, 

wobei A', k" veranderliche Parameter bedeuten, wahrend fc 2 
konstant ist. 

Die Mittelpunkte der Kreise (29) liegen samtlich auf der 
#-Achse; der Radius des Kreises mit dem Parameter ti ist 
p '=+-j/;i/ 2 --& 2 , woraus hervorgeht, daB das Buschel (29) 
zwei Nullkreise enthalt, die den Parametern ti =- ft ent- 
sprechen. Sie sind die Punkte x ~ ft der o?-Achse ; die so- 
genannten Grrenzpunkte (nach Poncelet^J). Die Grrundpurikte 
dieses Biischels sind imaginar und haben die Koordinaten 
x - 0, y - ft y ^L 

16* 



244 VII. Systeme von Kreisen. 122. 

Die Mittelpunkte der Kreise (30) liegen auf der y-Achse; der 
Radius des Kreises mit dem Parameter I" ist p" + T/T'^ + fcl 
Dieses Biischel enthalt offenbar keine reellen Nullkreise, wohl 
aber reelle Grundpunkte } sie haben die Koordinaten # = &, 
y ; sind also die Grrenzpunkte des Buschels (29). 

Zwei in der angegebenen Weise zusammengehorige Kreis- 
buschel werden als konjugiert bezeichnet. 

B. 1) Die Kreise x* + y*= 9, (x - 1) 2 + (y - 6) 2 - 16 
schneiden sich unter einem Winkel von 120. 

2) Die Orthogonalkreise zu 2 +/ 2 =14 von den Mittel- 
punkten 3 5, 1 1 2 haben die Gleichungen (x 3) 2 + (y 5) 3 = 20, 
bez.(o;-l) 2 +6/-2) 2 +9 = 0. 

3) Die Ortbogonalkreise eines Nullkreises gehen durch dessen 
Mittelpunkt. 

4) Ein imaginarer Kreis und sein Stellvertreter (Si. 98) 
schneiden sich rechtwinklig. 

5) Wenn zwei Kreise zueinander orthogonal sind, so ist ihre 
Potenzlinie die Polare jedes Mittelpunktes in bezug auf den an- 
deren Kreis. 

6) Zwischen den LS-ngen der gemeinsamen Tangenten und 
dein Schnittwinkel y zweier Kreise (Nr. 121) bestehen die Be- 
ziehungen 



- ftfc cos - 

122.Kreisnetz. AlinUchkeitsaclisen. Drei Kreise ^ (x,y) = ; 
fc 2 ($, y) = ; & 3 (x, y) = bestimmen mit Benutzung dreier Para- 
meter yl 1; >1 2? yt s ein System von Kreisen 

(31) Vi (*, y) + V* 0, y} + *A (*, y) - o, 



das man als Kreisnets bezeichnet. Hierbei mogen 7c t (x, y) 
(^ = 1 ; 2, 3) wieder die Normalformen der Kreisgleichungen 
sein. Die Potenzlinien 

(82) ii(as,y)-^i(ar,y)-0, ^(^-Aife^-O^te^-^f^-O 

je zweier der drei gegebenen Kreise scbneiden sicb ojBfenbar 
(vgl. Nr. 45) in einem Punkte S, der in bezug auf alle Kreise 
des Systems dieselbe Potenz hat. Sind a, |8, die Koordi- 
naten von S, so ist ftj (a,, /J,) = 7c 2 (a a; j3,) = Jc B (a f , j8 t ) diese Potenz. 
Der Kreis , (a?, y) mit dem Mittelpunkt 8 und dem Radius 
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$s= +y\ (*, A) schneidet die Kreise & 1? & 2; Jc B rechtwinklig, 
denn aus 

(33) 0/ = \ (cc S9 ft) Ci** - ?i 2 oder aus d* ^ 2 p, 8 = 

folgt, da8 der Winkel, unter dem sich. \ und ft, schneiden, 
ein Recliter 1st; gleiches gilt fur die Schnittwinkel von Tt s mit fc 2 
und Jc B . Der Kreis S, sckaeidet nach einem friilieren Satze 
(S. 243) alle Kreise des Systems (31) unter rechtem Winkel; 
insbesondere geht die Potenzlinie von je zwei Kireisen des 
Systems durch 8. Wir k5nnen also sagen: 

Es gilt einen Kreis, der alle Kreise des Netzes (31) recht- 
winklig schneidet; der Mittelpunkt dieses Orthogonal- oder Haupt- 
Jcreises ist der Punkt 
gleicher Poten#en in le- 
mg auf alle Kreise des 
Netzes und das Quadrat 
seines Eadius ist gleich 
der #u seinem Mittel- 
purikt geJiorigen Potenz. 

Je zwei der drei 

Kreise Tc ly 7c 2? Tc B haben / / .-"' 

einen auBeren und einen // .-'* Plg ' 65 ' 

inneren Ahnlichkeits- /' 

punkt (vgl. S. 234); wir 4 

bezeichnen diese Punkte mit P 




(Fig. 65). Sie sind die Mittelpunkte der Steinerschen Poten#- 



12; 



Jc, (x, y) 4- 9 2 7c 3 (x, y] - 



(34) 



wobei die oberen Vorzeichen fiir die aufieren, die unteren fur 
die inneren Potenzkreise gelten (vgl. S. 242 und 243). Die 
auBeren Potenzkreise mogen mit jp 12? j) 2S; p 8l , die inneren mit 
g 12 , #23; # S1 bezeicknet werden. 

Aus den Gleiclmngen (34) ersieht man, daB die drei auBeren 
Potenzkreise einem und demselben Bfischel angehoren. Ihre 
Mittelpunkte, die auBeren Ahnlichkeitspankte, liegen daher 
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auf einer Geraden, der aufieren JjmlicJikeitsacJise; ihre gemein- 
same Potenzlinie ist 



y)-*ifay)}+to{kfay)-k(*^ 

Sie bildet natiirlich mit der aufieren Ahnlichkeitsachse einen 
rechten Winkel und geht, wie ihre Gleichung zeigt ; durch 
den gemeinsamen Potenzpunkt 8 der Kreise des Netzes. 

Ebenso liegen je zwei innere und ein auBerer Ahnlich- 
keitspunkt auf einer Ahnlichkeitsachse ; die zugeborigen Potenz- 
kreise gehoren wieder einem und demselben Buschel an, dessen 
Potenzlinie ebenfalls durch S geht und zu der betreffenden 
Ahnlichkeitsachse rechtwinklig ist. Die Gleichungen dieser 
Potenzlinien ergeben sich aus (35) durch JLnderung der Vor- 
zeichen von ^ oder ^ 2 oder 8 . 

Die #u drei Kreisen gehorigen Ahnliclikeitspunkte liegen 
daher viermcd su je dreien (mf einer Geraden } es gibt im ganzen 
vier Ahnliclikeitsachsen. 

B. 1) Der Orthogonalkreis zu den drei Kreisen in Nr. 116 1 
hat die Gleichung (a? + i) 2 + (y + f|) 2 = igfi. 

2) Man bestimme den Orthogonalkreis zu den drei Kreisen 
*i (^ &) QJ i 1, 2, 3. Durch Elimination von cc, j}, ^ aus 
x*]~y* % a x 2j3# + 2 +/3 2 ( 2 =0 und aus den drei Ortho- 
gonalitatsbedingungen a f 2 + (If ^ 2 2 a a* 2 fa + c? -f |S 2 ^ 2 Q 
(i = 1, 2, 3) ergibt sich die Gleichung 



, y} = 



oder auch 



x* +y* 



x y 



~ Pi i 



A 

8 A 



' 7t 9 fl5 , 



= 0, 



wo 



zur Abkurzung gesetzt ist fur a/ 2 + & 2 $?. In dieser 
letzten Form druckt die Gleichung des Hauptkreises eine Flachen- 
beziehung fiir seine Punkte aus (vgl, Nr. 99). 

3) Haben drei Kreise dieselbe Potenzlinie, so gibt es un- 
endlich viele gemeinsame Orthogonalkreise; denn die Bedingungen 
von Nr. 116 ergeben die Aquivalenz der drei Ortbogonalitats- 
bedingungen mit nur zweien. 
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4) Sind A und B die Endpunkte des Durchmessers eines 
Kreises &, so gelit die Polare yon A in bezug auf irgend einen 
Orthogonalkreis von k durch den Punkt J?. 

5) Der Hauptkreis von drei Kreisen ist der Ort der Punkte, 
deren Polaren in bezug auf die drei Kreise sich in einem Punkt 
schneiden, namlich im entgegengesetzten Endpunkt des Durclimessers 
des Hauptkreises. 

Hieraus folgt seine Gleichung in der Determinantenform 



- A 
fa 
- ft 



0, 



die auch aus der ersten Determinante in B. 2) durch Umformung 
der ersten Zeile in 0, 0, 0, 1 hervorgeht. 

6) Vier Kreise # 15 7r 2 , A^, A? 4 gehSren demselben Netz an, wenn 



ft, 



0. 



Dies druckt aus, daB die Tangenten an vier solche Kreise aus 
einem beliebigen Punkt die Gleichung erfullen 35 ) 



TI M^M^M^ T 2 M B M 4 M t -\- T 3 M^M^ T 
0. (Vgl. Nr. 99.) 

7) Der Radius ^ eines Kreises des Netzes (31) wird bestimmt 
durch 

4 2 ^ ^g 2 ^s cos ^23 4 2 Ag A.J ^^ ^ A cos y S | , 

wobei yik den Winkel bezeichnet, unter dem sich die Kreise & t - 
und ft* schneiden. Die Parameter der Nullkreise des Netzes (Punkte 
des Hauptkreises) genugen also einer Gleichung zweiten Grades. 
Eine andere Beziehung ist 



= ^i Qi cos 7i + ^ cos rs 

wo y>i den Winkel bedeutet, -unter dem sich die Kreise fci(a?,y) 
und ^^ (, y) 4 ij^ (*, y) 4 ^s (> ^) schneiden. 
8) Die aufiere JLhnlichkeitsachse der drei Kreise 

*, (0, y) = x* 4 3/ 2 - 2<a? - 2 fty 4 i - 0, (t - 1, 2, 3) 
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hat die Gleichung 

x y 1 

1 <*i ft l 

te "2 ft ! 

Die Koordinaten des zu \ und Jc% gehSrigen auBeren Ahnlich- 
keitspunktes P 12 sind durch (10), S. 234 gegeben; analoge Werte 
haben die Koordinaten von P 13 und P 23 . Die Gleichung der Ver- 
bindungslinie Pj 2 Pi3 folgt leicht in Gestalt der soeben erwahnten 
Determinate; thre Symmetrie zeigt, daB die Gerade P 12 P 13 auch 
durch P 2S gent. 

Die Gleichungen der drei inneren JLhnlichkeitsachsen ergeben 
sich, wenn man der Eeihe nach QI durch ^ ersetzt (i 1 
oder 2 oder 3). 

123. Beriihrtmgskreise zu drei gegebenen Kreisen. 
(Problem des Apollonius.) Wir wollen nun die beiden Kreise 
k f und k n tetrachten, die die drei gegeben^ Kreise k 19 & 2 , 7c 8 
gleichartig leriihren; es soil also V jeden der drei Kreise ent- 
weder unter dem Winkel 180 oder jeden unter dem Winkel 
berilhren (vgl. S. 240), und gleiches soil fur Jo" gelten. Es 
wird sich zeigen, daB es tatsachlich nur zwei solche Kreise 
gibt. Die drei gegebenen Kreise mogen von ft f in U 19 U 2J ?7 3 , 
von ft" in F 1? F 2 , F s beruhrt werden; die Mittelpunfcte yon 
\i ^g> ^3 seien K 1} E^ K B , die yon 7c f und k lf seien K ! 
bez. K . Vgl. Fig. 66. 

Die Kreise V und Jc lf mussen nach S. 241 die Steinerschen 
Potenzkreise^? 12; p 23 , p 31 rechtwinklig schneiden. Nun bilden 
aber alle Kreise, die p^ und p 1B gleichzeitig unter rechtem 
Winkel schneiden, nach S. 243 ein Buschel; diesem Buschel 
gehoren neben &' und k l! die aufiere Ahnlichkeitsachse P 12 P 23 
und der Kreis Jc s , der Hauptkreis des Netzes (31), an, denn 
Jc s schneidet alle Kreise des Netzes (31) rechtwinklig, also 
auch die Kreise p 12 und p 1B . Die Mittelpunkte von Jc r , k n 
und k g liegen daher auf einer zur Ahnlichkeitsachse P 12 P 23 
rechtwinkligen Geraden ; und diese Ahnlichkeitsachse schneidet 
Je s in zwei Punkten, durch die auch Jc* und k n hindarchgehen. 

Betraehten wir nun die Kreise Jc s , \ und k 1 . Sie be- 
stimmen zu je zweien eine gemeinsame Potenzlinie, im ganzen 



Berohrungskreise zn drei gegebenen Kreisen 249 

also drei solche Geraden, die durch einen und denselben 
Punkt J gehen. Die Potenzlinie von k s und V ist die schon 




Pig. 66. 



erwahnte auBere JLhnlichkeitsachse, die Potenzlinie von &, und 
\ ist durch diese Kreise bekannt. Auch die Potenzlinie von 
V und &,, d. h. die Tangente von \ im Punkte Z7 1; mu6 dnrch 
J gehen ebenso wie die Tangente von \ im Punkte F r 

Hiernach erfordert die KonstruMion der Kreise Jc 1 und V\ 
die die drei gegebenen Kreise \> fc 2 , 7c 3 gleichartig 'beriihren, 
die Zeichnung der folgenden Geraden und Kreise: Zun'achst 
bestimmt man das gemeinsame Potenzzentrum 8 von & l? y^ 
und Jc B und zieht urn 8 als Mittelpunkt den Kreis ft a , der durch 
die Beriihrungspunkte der von 8 an Jc i> ^ ; J 3 gelegten Tan- 
gentenpaare geht. Hierauf zieht man die auBere Ahnlichkeits- 



achse PP 



122 s 



schneidet sie mit der Potenzlinie von 



und &! in J] die von J an \ gelegten Tangenten liefern 
alsdann die Beriihrungspunkte der gesuehten Kreise Jc f und 
ft" mit \ 9 sie liegen offenbar auf dem Kreis mit dem Durch- 
messer JK Die Geraden E^JJ^ und X A 7 schneiden endlich 
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das von S auf die auBere Ahnlichkeitsachse gefallte Lot in 
den gesuchten Mittelpunkten ', K" von ft' und ft". 

Es sei nock erwahnt, daB S auf der Geraden Z7 X V l liegt. 
Zum Beweis ziehe man urn J als Mittelpunkt einen durch U^ 
und F! gehenden Hilfskreis li. Dieser schneidet \ recht- 
winklig, ebenso ft,, denn die Potenzlinie von k t und Jc s geht 
durch J". Somit schneidet k s auBer ft x auch den Hilfskreis li 
rechtwinklig, der Mittelpunkt S von ft, liegt also auf der 
Potenzlinie von \ und 7a, d. h. auf U l V r 

Ferner ist die Potenzlinie von ft, und ft a zugleich die 
Polare von S in bezug auf ft 1; denn ft, geht durch die Be- 
ruhrungspunkte der von S an ^ gelegten Tangenten. Endlicli 
ist die Gerade U^ die Polare von J in bezug auf ft 1? sie 
geht also auch. durch den Pol der aufieren Ahnlichkeitsachse 
in bezug auf ft t (vgl. S. 223) und kann daher stets als Ver- 
bindungslinie von S mit dem eben genannten Pol gezeichnet 
werden. Ebenso gehen die Verbindungslinien der auf ft 2 bez. 
auf ft 3 gelegenen Beruhrungspunkte der Kreise ft f und ft" durch 
den Pol der auBeren Ahnlichkeitsachse in bezug auf ft 2 bez. ft 8 . 

Solange J auBerhalb des Kreises \ liegt, sind die Punkte 
U 19 Fj und damit auch die Kreise ft' und ft" reell. Ist der 
Kreis ft, reell, so gilt das gleicbe auch von der vorhin an- 
gegebenen Konstruktion von V und ft". Liegt jedoch S inner- 
halb fti (und daher auch innerhalb ft 2 und ft s ), so ist ft, nicht 
mehr reell, die Potenzlinie von ft x und ft a laflt sich alsdann 
nicht mehr wie vorher zeichnen; jedoch ist sie als Polare von 
S in bezug auf \ reell konstruierbar. 

Aber man kann auch ohne Benutzung der Polarentheorie 
zum Ziel gelangen. Bei der Konstruktion von ft' und ft" kann 
namlich an Stelle des Kreises ft, auch irgend ein anderer Kreis 
ft benutzt werden, der die Potenzkreise jp l2 und p 28 recht- 
winklig schneidet. Denn J ist ein Punkt gleicher Potenz fur 
die Kreise & \ und ft'; zugleich ist die auBere Ahnlichkeits- 
achse Potenzlinie fur alle Kreise, die # 12 und p 23 rechtwinklig 
schneiden (vgl. S. 248), also auch fttr die Kreise ft und ft,. 
Daher hat J die gleiche Potenz in bezug auf die vier Kreise 
ft,, ft 1? ft' und ft . Die Mittelpunkte der Orthogonalkreise von 
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p^ und jp 2S liegen auf dem von 8 auf die Ahnlichkeitsachse 
gefallten Lote; an Stelle von Tc a kann man also irgend einen 
Kreis & benutzen, dessen Mittelpnnkt K Q anf diesem Lot liegt, 
wahrend er zugleich jp 12 rechtwinklig schneidet. Man wahle 
mithin auf _p 12 einen beliebigen Punkt E und zielie in fhm 
die zugehorige Tangente; ilir Schnittpunkt mit jenem Lot ist 
K Q) und & ist alsdann der um JE als Mittelpunkt mit K Q E 
als Radius gezogene Kreis. Die Potenzlinie von ft und \ 
geht wieder durch J, und U ly V sind wie vorher die Be- 
riihrungspunkte der von J an \ gelegten Tangenten. 

Solange Jc 9 reell ist, wird man zur Konstruktion diesen 
Kreis benutzen. Wird jedoch Ic 8 imaginar, so schneiden sich 
die Kreise Tt { und & 2 in zwei reellen Punkten (ebenso & 2 und 7c 8 
sowie & s und k^) 9 und durch diese beiden gelit auch der Kreis p l2 
mit dem Mittelpunkt P 12 , denn er gehort dem durch ^ und h. 2 
bestimmten Buschel an (vgl. S. 241). Man kann hier den vor- 
hin erwahnten Punkt E mit einem der Schnittpunkte von \ und & 2 
zusammenf alien lassen; das in E auf EP 12 erriehtete Lot 
schneidet alsdann den Punkt K Q aus, so dafi man den Kreis # 12 ' 
nicht nptig hat. 

Sucht man die leiden Kreise, die zwei der Kreise & 1? fc 2 , lt 
gleichartig } den dritten ungleichartig beruhren, so tritt an Stelle 
der aufieren Atinlidikeitsachse eine der drei ubrigen AhnlicKkeits- 
aclisen (vgl. S. 246); die hierdurch ledingte Anderung der Ron- 
struJction ergibt sich von selbst. 

Man erkennt, daB es im ganzen acht Kreise gibt, die drei 
gegebene Kreise beruhren. 86 ) 

124. Es soil nun die Aufgabe behandelt werden: die 
Kreise zu bestimmen, die drei gegebene Kreise unter den 
vorgegebenen Winkeln y l9 y 2 , y B sclmeiden. Wir werden 
sehen, da8 es auch hier zwei Kreise Jc 1 und V 1 gibt, die die 
gegebenen Kreise entweder alle zugleich unter den vorgegebenen 
Winkeln oder alle zugleich unter den zugehorigen Supplement- 
winkeln schneiden. Denn die Kreise , die zwei gegebene Kreise 
7^ und ft 2 unter den Winkeln y l und y% schneiden, und die 
Kreise, die^ und& 2 unter den Winkeln 180^ und 180 y 2 
schneiden, bilden eine zusammenhangende Schar; den Uber- 
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gang bilden die Geraden, die \ und Jc 9 unter den Winkeln 
y 1 nnd % schneiden (oder unter den Winkeln 180^, 180 y 2 , 
wenn man den Durchlaufssinn der Greraden umkehrt). 

Die gesuchten Kreise Jc r und k r{ mtissen nach (26) die 
Kreise 



Z 12 = Q 2 cos ?i\ (x, y) - ft cos ft& 2 (x, y) - und 
Z 13 = ?3 cos ?,*! (a?, y) - ft cos ^^ (a, y) - 



rechtwinklig schneiden, deren Mittelpunkte i 12 und i 13 nach (21) 
die Koordinaten haben: 

osy g ~^ gl cos yi ft g a cos 7, - ft g t cos y t 



cos y s - ^ t cos y t e 2 cos y 2 - p t cos 7j 

cos 7s - ^s gi cos Vi ; ft gs CQS Vs ~ fe gi cos ri 
?s cos r s - Qi cos 7i * Pa cos 7s - ?i cos 7i 

Zieht man also von K 19 K 2 und jK" 3 aus drei parallele 
Strecken von den Langen ^ cos y 1? ft cos y%, p s cos y s , so geht 
die Verbindungslinie der Endpunkte der ersten und zweiten 
Strecke durch i 12; die der Endpunkte der ersten und dritten 
Strecke durch i/ 13 . Dabei sind diese Strecken von gleichem 
oder verschiedenem Richtungssinn, je nachdem ihre Vorzeichen 
gleich oder verschieden sind. 

Nun gehoren alle zu Z 13 und Z 13 orthogonalen Kreise nach 
S. 243 einem Biischel an, das auch die Kreise &', h", k und 
die Grerade L V2 L 1B enthalt; dabei ist Tc 8 wieder der gemeinsame 
Orthogonalkreis von Jc 1} Jc 2) & 3 . Die Kreise k f und It" gehen 
daher durch die Schnittpunkte von Jc s mit der Geraden i 12 Z/ 13; 
und ihre Mittelpunkte K' und K" liegen auf dem Lot 8M t 
das von S, dem Mittelpunkte des Kreises k s , auf L 12 L IB gefallt 
wird. Jetzt zeichne man die Gerade f, die die Kreise \ und & 2 
unter den Winkeln y x und y 2 schneidet; sie geht durch i js 
und bertihrt den um TL mit dem Radius ft cos y t gezogenen 
Kreis. Ist c die gemeinsame Potenzlinie von \ und fc 2 und 
bildet diese mit f den Winkel y, so mussen auch 7c' nnd fc" 
die Grerade c unter dem Winkel y schneiden. 

Naeh den Realitatsverhaltnissen unterscheiden wir jetzt 
#wei verschiedene Falle, 
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1) Die Schnittpunkte von k s mit der Geraden L^L 1B sind 
reell, sie seien A und B (AM=*MB [Fig. 67]). Alsdann 
gelien die Kreise ft' und ft" durcli A und JB und sie sclmeiden 
die Gerade c unter dem Winkel y. 

2) Die Gerade L^L^ hat mit ft, keine reellen Punkte 
geraeinsam (hierzu gehort auch der Fall, da8 ft, imaginar ist). 
Dann bestimmen ft, und L 12 L 1B ein Kreisbiischel, das zwei 




Fig. 67. 



Nullkreise enthalt, sie seien D und & Zu diesem 
gibt es ein Buschel orttogonaler Kreise, dem auch die Kreise 
Z 12 und Z 13 angehoren, da sie zu ft* und zu der Geraden 12 Zr 18 
orthogonal sind. Die Potenzlinie von Z 12 und Z 18 (die Gerade SM) 
wird nach einem frtiheren Satze (S. 243) von diesen Kreisen 
in den Punkten D und E geschnitten, wobei M die Strecke 
DE halbiert (Fig. 68). Wir konstruieren hier einen Hilfs- 
kreis fe, der durch D und E geht und von c unter dem Winkel 
90 y geschnitten wird. Sind P und Q die Schnittpunkte 
von h mit c, so schneiden die in P und Q gezogenen Tan- 
genten von h die Gerade SM in den Mittelpunkten K', K n 
der gesuchten Kreise ft', ft", deren Radien K'P und K"Q sind. 
In der Tat werden diese Kreise von c unter dem Winkel y 
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gesclraitten ; zugleich sind sie orthogonal zu h und SM, also 
auch zu Z 12 und Z 13 als Kreisen des durch fi und SM bestimmten 
Buschels. 

In beiden Fallen * schneiden die gefondenen Kreise Jc r 
und k n die Kreise ? 12 und ? ls rechtwinklig und die Gerade c 




unter dem Winkel y. Aber alle Kreise, die Z J2 und c unter 
konstanten Winkeln schneiden, treffen auch jeden Kreis des 
durch Z ]2 und c bestimmten Btischels unter konstanten Winkeln. 
Nun sind W, Jc" und f(in eine Gerade ausgeartet) solche Kireise; 
folgHch schneiden V und V 1 den Kreis \ unter dem Winkel y l9 
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\ unter dem Winkel y 2 . Alle Kreise, die \ uuter dem Winkel 
y t und Z 13 rechtwinklig schneiden, treffen aber den Kreis 3 , 
der dem durch \ und Z 13 bestimmten Biischel angehort, unter 
dem Winkel y s . Diese Bemerkungen sind nocli dahin zu er- 
ganzen, da8, wenn fur y x der Supplementwinkel eintritt, aueh 
gleichzeitig fur y 2 und y s die Supplementwinkel eintreten. 

Die tier geschilderte Losung des Problems erfordert in 
beiden Fallen die Konstruktion eines Kreises, der durch zwei 
reelle Punkte A, B (bez. D, 25) geht und die Gerade c unter 
dem Winkel y (bez. 90 y) schneidet. Um ihri zu erhalten, 
zielie man (Fig. 67) durch M rechtwinklig zu f eine Gerade 
und schneide diese mit c in N] der um M als Mittelpunkt 
mit M N als Radius gezo^ene Kreis m schneidet die Gerade c 
unter dem Winkel y. Sind Gr und H die Schnittpunkte von 8 A 
mit m und zieht man durch A zu GM und zu HM eine 
Parallele, so treflfen diese Parallelen die Gerade SM in den 
Mittelpunkten K 1 bez. F f der gesuchten Kreise ~k\ Jc n , und 
K'A bez. K ! 'A sind die zugehorigen Eadien. Denn 8 ist 
Ahnlichkeitspunkt der Kreise m und Jc' und ebenso fur m 
und fc"; daher schneiden die drei Kreise m, Ts\ k n die Gerade c 
unter demselben Winkel y. 

Ganz ahnlich erh'alt man im zweiten Falle den Hilfskreis Jb 
durch D und E, der c unter dem Winkel 90 y trifffc 
(Fi& 68). Man ziehe durch M eine Parallele zu f und 
schneide sie mit c in JW; der Kreis m mit dem Mittelpunkt M 
und dem Radius MN trifft c unter dem Winkel 90 y. 
Der gesuchte Kreis h geht durch D und J?, sein Mittelpunkt H 
liegt also auf AaAs? zngleich so ll er c unter dem Winkel 
90 y schneiden. Hiernach ist der Schnittpunkt T von c 
und As As e ^ n Ahnlichkeitszentrum von Ji und m. Man 
schneide also TD mit m in einem Punkte F und ziehe durch 
D eine Parallele zu FM; sie schneidet As As ^ n ^ em Mittel- 
punkt H des Kreises Ji, und .ffD ist dessen Radius. 

Hier ist noch eine Bemerkung uber den Kreis J J2 zu 
machen ; der aus SM die Punkte D und E ausschneidei Er 
gehort dem Buschel der Kreise \ und \ an. Schneiden sich 
diese beiden in reellen Punkten, so geht daher auch Z 12 durch 
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ilire Schnittpunkte hindurcL Haben aber 7c t und \ keine 
reellen Schnittpunkte, so ist Jc s reell; da aber D und E die 
Nullkreise des durch. Tc t und i 12 i 18 bestimniten Biischels sind, 
ist M D ME so grofi wie die Lange der von M an k a ge- 
legten Tangenten. 

Die angegebenen Konstruktionen von Jc* und A" sind 
daher in alien Fallen reell durchfuhrbar, solange es ftber- 
haupt reelle Kreise &', k" gibt. 

B. 1) Wenn der Kreis a | \ % durch drei feste Kreise a t - 1 fa | n t 
(i= 1, 2, 3) unter Winkeln y 1? y s , y 3 geschnitten werden soil, 
die durcli ihre Kosinus bestitnmt sind, so hat man zun^chst zwischen 
seiner Gleichung 

n 



und den Schnittwinkelbedingungen 

^+ 2(>^ cos y* 2aa f 2]Sj3j+ TT = 
die GroBen or, |3, zu eliminieren. Man erhalt 

x y 

cos y x ! j3 x 
coS5; 2 a 2 ft, 



0. 



Die Ausrechnung dieser Determinante ergibt einen Ausdruck von 
der Form L (x* + y*) + 2 Ax +. 2 By + C 0, wo 4, J5 und C 
den Radius Q des gesuchten Kreises linear enthalten. Andrerseits hat 

man offenbar ^= ^I+^J^^ oder X 2 ^ 2 - A* - 2 + C - 0, 

eine quadratische Gleichung fur $>; jede ihrer Wurzeln liefert nach 
Einfuhrung in die Determinante an Stelle von Q die Gleichung 
eines Kreises, der die drei gegebenen Kreise unter den Winkeln 
Vv Y& ^s schneidet. 

Fur ^jsa y gr erhalt man wieder die Gleichung k s (^, #) = 0, 
m it yi = bez. == it die Gleichung der beriihrenden Kreise zu drei 
gegebenen (Nr. 123). 

2) Die Kreise, die drei gegebene Kreise unter gleichen Winkeln 
schneiden, bilden ein Buschel, das die auBere Ahnlichkeitsachse 
zur Potenzlinie hat. Naturlich enthalt dieses Buschel auch den 
Orthogonalkreis der drei gegebenen Kreise. 

Man erhalt die Gleichung des Buschels, wenn man in der 
Determinante des vorhergehenden Beispiels y t = y 2 = y s = y und 
2^> cos y I setzt; dies ergibt 
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y? + y* 



* 



1 

ft ! 

ft 1 

ft 1 



a; y I 

9t 2 ft 1 
?s s ft 1 



Die erste Determinants in dieser Gleiclmng stellt, gleich Null 
gesetzt, den Orthogonalkreis, die zweite die auBere JLhjoKchkeits- 
achse dar (vgl.B.8, S. 247 f.). 

Die Berechnung des Eadius ^ des einem bestimmten Wert 
des Parameters X entsprechenden Buschelkreises ergibt eine Be- 
ziehung zwischen Q und A, die vermSge 2 Q cos y = A, sofort in eine 
Beziehung zwjschen y und I iibergeftinrt werden kann; diese ist 
in I vom zweiten Grade. 

Es drangt sich hier natiirlich die Frage auf, was fiir Be- 
ziehungen die durch den Hauptkreis und eine der anderen A.hnlich- 
keitsachsen bestimmten Bftscliel zu den drei gegebenen Kreisen 
haben. Die Gleichung eines solchen Buschels ergibt sich dadurch, 
daB man in der vornin gegebenen Gleichung bei (4 oder ^ 2 oder 
^ 3 das Vprzeichen andert. Man findet leicht, daft der HauptJcreis 
mit den AhnlichJceitsachsen als Potenzlinien vier Btischel von Kreisen 
bestimmt, die die drei gegebenen Kreise unter WinJceln von gleichen 
Kosinuswerten schneiden. 

125. Inversion. Ist ein Kreis J" vom Mittelpunkt und 
dem Radius x gegeben, so kann man zu einem beliebigen 
Punkt P der Ebene einen Punkt P 1 auf demselben Halb- 
stratl OP so bestimmen, daB das Produkt OP OP f konstant 
gleich 3c 2 ist. Zwei Punkte P und P ! entsprechen sich daher ; 
wenn ihre Eadienvektoren aus 
der Richtung und dem Sinne nach 
zusammenfallen und der GroBe nach 
reziproke Werte ergeben, wenn man 
als MaBeinheit nimmt, so daB 
OP' : x = 1 : (OP : x) ist. Die nach 
dieser Mefhode der Zuordnung nacfi 
retiproken Eadien sich entsprechenden 
Punkte Pj P 1 heipen inverse Punkte, der Punkt lieifit Zentrum 
der Inversion, der Ereis J Jieiftt Inversionshreis oder Hauptkreis 
(Direktrix) der Inversion (Fig. 69). Man sagt auch, daB der 
eine der beiden Punkte P, P 1 aus dem anderen mit Hilfe einer 
Transformation durch reziproTce Eadienvelctoren hervorgeht. 29 ) 




Salmon-Fiedler: anal. G-eom. d. Kegelscka. 8. Aufl. 
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Nimmt man das Inversionszentrum zum JSTullpunkt eines 
Systems von Polarkoordinaten, so erhalt man aus den Polar- 
koordinaten r \ & eines gegebenen Punktes die Koordinaten r 1 \ & f 
des inversen bei gegebenem Inversionskreis einfach gemaB 
(37) rr l *=*?, ft - &'. 

Zu rechtwinkligen Koordinaten x \ y, x r \ y r ubergehend folgen aus 

YX* + y 2 - yd* + y 12 *=K\ y : x y f : x l 
die Transformationsformeln der Inversion: 



Sehen wir zunachst yom Inversionszentrum ab, so ent- 
spriclit nach diesen Formeln jedem reellen Punkt P der Ebene 
ein nnd nur ein inverser Punkt P' ? denn x f \ y f sind rational 
ausgedruckt durch x\y. Umgekehrt wird auch zu P f ein- 
deutig P als invers erhalten. Jedem reellen unendlicli fernen 
Punkt jedoch entspricht stets das Inversionszentrum, und um- 
gekehrt entspricht diesem jeder unendlicli feme Punkt als 
invers. Das Zentrum ist also der einzige reelle Punkt, zu 
dem der inverse nicht eindeutig bestimmtist. DieEindeutigkeit 
der Beziehung gilt wiederum uneingesckrankt von imaginaren 
Punkten, abgeselien von denen der Vektoren absoluter Richtung 
/c 2 + y 2 ao 0: jedem unendlichen Punkt, fiir den y : x = i, 
entspricht die absolute Richtung i selbst und umgekehrt. 

Nach Nr. 110 ist bekannt, da8 von Punkten P, P l , fur 
die OP OP 1 = ^ ist, jeder in der Polare des anderen be- 
ztiglich des Kreises J liegt, oder dafi inverse Puriltte Jconju- 
giert Jiarmonische Pole in lezug auf die Endpunkte ihres Durch- 
messers im Inversionskreis sind. Dies liefert ein einfaches 
Konstruktionsmittel. 

Ferner darf ohne Beschrankung der Allgemeinheit = 1 
oder der EiriheitsJcreis als Inversionskreis genommen werden, 
da dies nur bedeutet, da8 x\y, x'\y ! die mit gemessenen 
Koordinatenlangen bedeuten. Daher sollen unter Inversions- 
formeln weiterhin einfiach verstanden sein 

(39) x-r' V 



Reziproke Eadien und zirkulare Inversion 259 

Mechanisch verwirklicht wird diese Transformation durch 
den schon in Beispiel 7 zu NT. 108 erwahnten lnver$ov" yon 
Peaucellier. 

& 126. Beschreibt der Punkt P eine Kurve, so erzeugt 
gleichzeitig der inverse Pimkt P r eine Kurve, die man die 
Inverse zur ersten nennt. Hier gilt vor allem der Satz: die 
Inverse zu einem Kreis ist stets wiederum ein Kreis. 

Denn, lantet die Gleichung eines gegebenen Kreises Jc 
(40) Jc(x, y) = x*+y*-2ax -Sfiy + x^O, 
so erhalten wir fiir den inversen Ort durcli die Substitution 
(39) die Gleichung 



Ist also 3t ^ 0, so ist die Inverse der Kreis Jc ! von der Grleichung 

(41) '(*', yO = * fi +lf ff -25* F -2jy'+i = 0, 

dessen Mittelpunkt und Radius somit folgen aus 

(42) - a'=>cc:x, P' =* p : a, Q'*=Q*:X*. 

Die Mittelpunkte inverser Kreise sind daher nicht invers. 

Zwei Kreise, von denen der eine aus dem anderen durcli 
Inversion i.ervorgelit ; schneiden den Inversionskreis in den- 
selben Punkten, denn ein jeder hat mit a? 2 + 2/ 2 = 1 dieselbe 
Potenzlinie 2 ax 2py + ft + 1 = 0. Die Winkel, unter 
denen die Kreise Jc und Jc ! den Inversionskreis schneiden, sind 
ihrer GroBe nacb. Supplementwinkel; dabei ist die Definition 
des Schnittwinkels nacla S. 240 zugrunde gelegt. tJbrigens 
durchlaufen offenbar P den Kreis Tt und P 1 den Kreis V nicht 
in demselben Sinn, sondern inverse Figuren Jiaben stets ent~ 
gegengeseteten Drehungssinn. 

Die Inverse eines Kreises g, der durch das Inversionszentrum 
geht, ist eine Gerade g\ n'amlicli seine Potenzlinie mit J. 
Denn fur # = lautet die inverse Grleicliung 



sie stellt die Gerade von den Koordinaten -2a| 2j8 dar. 
Umgekebrt ist die Inverse einer Geraden ein durch und 
durch die Schnittpunkte der Geraden mit J gehender Kreis. 

17* 
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Inslesondere entsprechen StraUen durch das Inversionszentrum 

sich selbst. Man erkennt beides durch Einfiihrung von (39) in 

a x + a%y + a 3 = 0. 

Diese Satze sind unter dem ersten allgemeineren mit um- 
faBt, wenn man wie in Nr. 99 ein aus einer Geraden und dem 
Unendliclifernen bestehendes Geradenpaar als Grenzform eines 
Kreises ansieht. Denn in der Tat entspricht dem Punkt 
das ganze TTnendliehferne, also konnen den ubrigen Punkten 
eines durch gehenden Kreises nur noch Punkte einer Ge- 
raden entsprecben. 

Die Inversen der Kreise eines Buschels bilden ebenfalls ein 
Kreisbuschel, denn die Paare gemeinsamer Schnittpunkte sind 
invers. 1st insbesondere das Inversionszentrum ein Gmnd- 
pnnkt des Buscliels, so ist die inverse Figur ein Strahlen- 
buschel. 

Der Inversionskreis x* + y* = 1 ist der Ort der zn sich. 
selbst inversen Punkte. Damit aber uberhaupt ein Kreis mit 
seinem Inversen zusammenfalle, ist notwendig und hinreichend 
a --*= 1, da nur dann a f = a ; /3 f = /3, a* = 1, 9' = p ist. Ein 
solcher Kreis sckneidet aber J rechtwinklig (Nr. 121). Auch 
umgeTtelwrt ist jeder Orthogonalkreis des Eaupfkreises #u sich 
selbst invers, und jeder Strati aus scbneidet den Ortliogonal- 
kreis in einem Paar inverser Punkte. Die TJmkekrung konnen 
wir auf die Form bringen: Jeder durch ein Paar inverser 
Punkte gehende Kreis ist zum HauptJcreis orthogonal, denn da 
seine Schnittpunkte mit J sich selbst entsprechen, deckt er 
sich mit seinem Inversen. Die einzigen zu sich selbst inversen 
Geraden sind die Strahlen aus dem Inversionszentrum. 

* 127. Isogonalitat. Von grundlegender Bedeutung fur 
die tJbertragung geometrischer Eigenschaften einer Figur auf 
ihre Inverse sind die Proportionen in Nr. 126 
(43) a : ft : 1 - a' : /?' : *', rt f - 1 : *, P 2 : - $'* ; it\ 

die zunachst ausdrucken, dafi inverse Kreise Jc, k' in bezug 
auf das Inversionszentrum ahnlich sind. Hat man aber irgend zwei 
Kreise ^raj^; ^ und ^:g|/J 8 ; ? 2 und sind tV-^il^'i; 
Q\ und Jc'zia'z |]8 f 2 ; 0' 2 ihre Inversen, so finden sich alle die 
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Beziehungen zwischen \ und & 2 unverandert auch \vieder 
zwisehen l\ und fc' g vor, deren analytische Ausdrucke nur 
von Quotienten wie 

(44) ^1 &-* "** &* *i**ftfe 

^ } * w *" "&> &> TV" 

abhangen, da diese ikren Wert nicht andern, wenn die Buch- 
staben ohne Akzente durch die akzentuierten ersetzt werden. 
Einer der wichtigsten Ausdrucke dieser Art ist der fiir das 
Quadrat des Kosinus des Winkels y, unter dem sich die Kreise 
7^ und & 2 schneiden, namlich nach (23): 

cos 2 y 



Ist y f der Sclinittwinkel der zu \ und \ inversen Kreise Tt\, 

Jc'z, so findet die Beziehung statt 

(45) cos 2 y cos 2 y', cos y' cos y. 

(Nacli der Ausdrucksweise von Nr. 91 sind die Quotienten 
(44) Invarianten der inversen Transformation zu nennen.) 

In der Definition des Schnittwinkels zweier Kreise auf 
Grund der Formel (23) (8. 240) sind die Radien der beiden 
Kreise ihrer Natur nach. als positive GrroBen vorausgesetzt. 

Halt man hieran fest und beachtet, da6 nact (43) p f j/i! 
ist, so folgt, dafi in der Formel p' (> : ( ac) der Nenner 
positiv sein muB, man also das Plus- oder Minuszeiehen zu 
setzen hat, je nachdem x positiv oder negativ ist, d. h, je 
nachdem das Inversionszentrum auBerhalb oder innerhalb 
des Kreises k liegt. Man hat daher den Satz: Der Winkel 
#weier Kreise ist gleich oder supplementar mit dem ihrer Inversen, 
je nachdem das Inversionszentrum innerhalb oder auBerhalb 
der beiden, oder innerhalb des einen und auBerhalb des ande- 
ren liegt. 

Da sonach uberhaupt Wirikelgrofien durch Inversion nicht 
geandert werden, inverse Figuren also gleichwinklig oder isogonal 
sind, so hei/St die Transformation nach reziproken Badien erne 
isogonale Verwandtschaft?* 1 ) 

Wenn man durch diese Transformation eine aus Kreisen 
und Geraden bestehende Figur ohne luderung der Winkel in 
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eine vrieder nur Kreise und Geraden enthaltende Figur ver- 
wandelt, kann man oft bedeutende Vereinfachungen derselben 
erzielen. Man verfugt in dieser Absicht uber die Data der 
Inversion passend so, daB man einen besonderen Punkt der 
Figur zum Inversionszentnim oder einen ausgezeichneten Kreis 
der Figur zum Inversionskreis wahlt. 

Anwendungen dieses Prinzips enthalten die B. und 
Nr. 128. 

B. 1) Ein beliebiges Kreispaar & 15 & 2 kann stets in ein 

, Paar kongruente Kreise verwandelt werden; man hat zu diesem 

Zweck das Inversionszentrum in irgend einem Punkt des SuBeren 

oder des inneren Steinerschen Potenzkreises anzunehmen, je nach- 

dem JC L und it^ gleiche oder entgegengesetzte Yorzeichen haben. 

Denn die Forderung ^ = (/ 2 hat zur Folge Q^ : Q.f Jt 1 2 : jr 2 2 . 
VgL feraer S. 241243. 

2) Zwei beliebige Kreise 7c 1: 7c 2 ohne reelle Schnittpunkte 
konnen durch Inversion in konzentrische verwandelt werden. 

Dazu muB das Inversionszentrum so gewahlt werden, daB 
! : flfc & : & % : nfc, also auch ]/a l a + (5 X 2 : !//+ ^^^ : ^2 
ist, es miissen also die Abstande des Inversionszentinims von 
den Mittelpunkten der beiden Kreise Jc 19 \ den Potenzen von 
in bezug auf & 15 & 2 proportional sein, Man kann zeigen, daB dies 
eintritt, wenn ein Grenzpunkt des durch \ und \ bestimmten 
Buschels ist. Jedes Buschel ohne reelle Grrimdpwrikte ist also zu 
einem Buschel Jconzentrischer Kreise invers. 

3) Drei beliebigfc Kreise mit reellem Orthogonalkreis konnen 
in solche mit gemeinsamer Zentrale verwandelt werden. 

Als Inversionszentrum geniigt ein beliebiger Punkt ihres 
Orthogonalkreises , denn die Inverse dieses Kreises wird eine Ge- 
rade, die die Inversen der gegebenen Kreise orthogonal, d. h. als 
Durchmesser schneidet. Ein Netz mit reellem Hauptkreis ist 
somit zu der Gesamtheit der Kreise einer gemeinsamen Zentrale 
invers. 

3s 128. Distanz-, Tangenten- und "Winkelbezielmngeii. 
Zwischen vier Pankten 1, 2, 3 ; 4 einer Geraden besteht (vgl. 
Gl. [7] in Nr. 83) die identische Streckenbeziehung 

(46) 12.34-fl4-23~13.24. 

Beriihren in jenen vier Punkten vier KJreise die gegebene 
Gerade, so konnen wir die Strecken als die Langen der ge- 
meinsamen Tangenten der Kreise bezeichnen, zwischen denen, 
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nach Division durcli die Quadratwurzel aus dem Produkt aller 
Radien, die Beziehung stattfindet 

(47\ 12 a 34 I 14 f 23 ^ 13 ^ 24 

T/V S ' y^ VT~^ " y^; y^ " Vv^' 

Wenn "wir nun die inverse Figur des Ganzen bilden, so 
erhalten wir aus der Geraden einen Kreis, der vier andere 
Kreise beriihrt. Bezeichnet 12 die L'ange einer gemeinsamen 
Tangente der Kreise Jc ly & 2 , so besteht zwischen seeks gemein- 
sanien Tangenten der vier denselben fiinften beruhrenden Kreise 
dieselbe Beziehung wie zwiscten den Strecken der Geraden ; 
weil bei der Inversion die drei Grlieder der Gleichung (47) 
abgesehen von einem und demselben den invertierten Gliedern 
gemeinsamen Faktor unverandert bleiben. Dabei haben 
wir, je nachdem zwei Kreise den umhullenden Kreis von der- 
selben oder von entgegengesetzter Seite beriiliren, die aufiere 
oder innere gemeinsame Tangente zu nehmen. 

Der bekannteste Sonderfall dieser Beziehung ist der Ptole- 
mdische Sate: in einem Kreisviereck 1 2 3 4 ist 12 34 + 14 23 
= 13 24. Er entsteht, wenn die vier Kreise Nullkreise 3 also 
Punkte des umhulleuden Kreises sind. Vgl, Aufg. 4 zu Nr. 99. 

Reduziert sicb. dagegen von den vier Kreisen nur einer 
auf einen Punkt, so gilt die Beziebung fur jeden Punkt des 
die drei gegebenen berubrenden Kreises. Insbesondere sind 
T4 7 24, 34 Langen der vom Punkte x | y dieses Kreises an die 
Kreise \ = 0, \ = 0, 7c 3 = gebenden Tangenten, also gleicb 
yit 1} yW S) yic^. Somit sind die Koordinaten eines Punktes 
des Beriibrungskreises von drei gegebenen dureb die Beziehung 
verbunden 38 ) 
(48) 23i/F 1 3lT/^12]/^=0. 

Diese Gleichung ist ; von Wurzelgrofien befreit (rational 
gemacbt), vom vierten Grade, muJ^lsoja^ch ibrer Entstehung 
ein Kreispaar darstellen. Sind 23, 31, 12 die Langen der 
auBeren gemeinsamen Tangenten, so stellt sie die beiden Kreise 
dar, die die gegebenen alle auBerlich oder alle innerlich be- 
rtihren (vgl. Fig. 66, S. 249). Ist dagegen 23 eine auBere und sind 
31, 12 innere Tangenten, so entsteht die Gleicbung des Paares, 
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das den Kreis \ = auf der einen und die beiden anderen 
auf der entgegengesetzten Seite hat. Endlicb. erhalten wir die 
beiden tibrigen Kreispaare, wenn wir 31 oder 12 als auBere 
und je die anderen als innere Tangenten nehmen. 

B. 1) Sind Z, m, n die Quadrate 23*, 31 2 , 12 s der Langen 
der gemeinsamen Tangenten je zweier der drei Kreise \, Jc 2 , & 3 , 
so stellt 




n 
m 



n 

I 



m 

I 




\ 0, y) 
\ 0, y} 

(*,iO 



eines der vorerwabnten Kreispaare dar. 89 ) 
Polgt mit Hilfe von (12), S. 199. 
Determinante ergibt 



Die Berecbnung der 



(x, y) Jc 8 (x, y} - 2nl\ (x, y) \ (a?, y) = 0. 
2) Die Beziehwig zwischen den Distanzen von vier Purikten 



einer 



Man setze den beiden Determinanten von Nr. 99, 4 eine aus 
einer Eins und Nullen bestehende Zeile vor und verfabre nacb 
dem Gesetz der Multiplication; das Produkt muB gleicb Null sein, 
weil die multiplizierten Gruppen eine Zeile mebr als Spalten ent- 
balten (S. 179). Man erbalt = 



000 



+ 2/3 3 ^3 
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24 2 


34 2 



14 2 
24 2 
34 s 



Die Entwickelung dieser Determinante gibt 



12 



14 



34* { 12 s + 34 s - 13 s - 14 s J23 2 - 24* } 

24 S ( 13 3 + 24 s 12 8 14 2 - 2S 2 34 s } 
23 S (l4 ! +23 2 -12 2 -' 



- 24 2 - 



23-34 



42*+ 14 2 -43 8 -31 2 + 12 a -24 2 -41 8 + 12 2 .23 S 



Setzen wir fur 23, 31, 12, bez. a x , a,, a 3 , fftr 14, 24, 34 
aber bez. ^ + ft, (> -I- &, ^ + ^s> so erbalten wir eine in Q 
quadratische Gleichung zur Bestimmung der Eadien der Kreise, 
die samtlich innen oder s&mtlich aufien drei Kreise berilhren, 
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deren Eadien 1? 2 , Q B sind und deren Mittelpunkte ein Dreieck 
von den Seiten a 1? a 2 , a 3 bilden. 

Soil der gesuchte Kreis die gegebenen drei Kreise unter Winkeln 

o . o o 

y 1? y 2 , y 3 schneiden, so hat man fur 14 , 24 , 34 bez. einzusetzen 



3) Analoge Beziehung zwischen den Langen der gemeinsamen 
Tangenten von funf Kreisen. Wir multiplizieren die Matrizes 



000 



2r 



usw. 



u. 



0000 



usw. 



mit je funf Spalten und sechs Zeilen und erhalten nach S. 179 
eine Determinante vom Werte Null. Fur 12, usw. als Lange der 
gemeinsamen Tangenten wird diese Determinante 
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1 
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1 
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12 2 
13 2 

n s 

15 2 


1 
I? 

23 s 
24 2 
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1 
13 2 
23 2 

34 2 
35 2 


1 
14 2 
24 2 
34 2 

45 2 


1 
15 2 
2? 
35 2 

45 2 




Wenn der Kreis 5 die ubrigen beriibrt, so werden 15, 25, 35, 45 
gleicn Null, und wir ernalten insbesondere die Beziehung zwischen 
den gemeinsamen Tangenten von vier Kreisen, die derselbe funfte 
beruhrt, in der Form einer gleich Null gesetzten Determinante 
vierten Grades. Sie ist das Produkt der vier Ausdrucke 

12- 34 23 -14 13 -24, 

die den vier Kombinationen der Vorzeichen entsprechen. 

4) Die Multiplikation von zwei Determinanten mit den Zeilen 

0, a,, y,, 1, iCr^-^-yi 1 ) und 0, a',, y'i, (1*1*-*' ^-y'f), 1 
ftir i 1, 2, 3, 4, 5 gibt analog eine Beziehung zwischen den 
Kosinus der Winkel, unter denen funf Kreise eines (ungestrichenen) 
Systems von den fanf Kreisen eines anderen (gestrichenen) Systems 
in derselben Ebene geschnitten werden. 41 ) Auch hier sind ^ ^ 
bez. a;',-, y f i die Koordinaten der Mittelpunkte der Kreise. 

5) Die Beziehung, die die Abstande zwischen vier Punkten 

1, 2, 3, 4, einer Ebene verbindet, liefert eine Beziehwg twischen 
den Winkeln, unter denen sich vier Kreise schneiden. Denn fur 
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zwei Kreise mit den Eadien n 2 und den Mittelpunkten 1, 2 ist 
(mit (12) als dem Winkel iires Scnnittes) 



Man erhalt somit aus der Determinante von 2) die folgende 
01 111 



. 
. 

Durch Subtraktion der mit ^> 1 2 , 2 2 , 3 2 , Q^ bez. multiplizierten 
Elemente der ersten Spalte und Zeile von den entsprechenden der 
folgenden Spalten und Zeilen ergibt sicn 
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cos (21) 


cos (31) 
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2 cos (12) 
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cos (32) 


cos (42) 


= 0. 
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3 COS (13) 


cos (23) 
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cos (43) 






1 : 


4 cos (14) 


cos (24) 


cos (34) 


1 




Setzt man 


hier cos (14) 


cos (24) 


cos (34) 


= cosy, so entsteht 



aus 2 Q 4 cos y == I eine quadratische Gleichung zur Bestimmung 
des Parameters A, der irgend einem Werte von y entspricht. Es 
ist dies die schon in B. 2, S, 257 erwahnte Gleicnung zweiten 
Grades in L 



Achtes Kapitel. 
HaupteigenschafteR der Kmyen zweitea Grades. 

129. Die allgemeine G-leiclning zweiten Grades in recht- 
winkligen oder schiefwinkligen ParaHelkoordinaten #, y 
(1) a n x* + Za^xy + a 22 2/ 2 + 2a 13 # + %a^y + <% 
hat sechs Koeffizienten a ll} a 22 , a 33 , a 12; a ls? a 2 s> die im fol- 
genden stets als reell yorausgesetzt werden sollen. Der durch 
(1) dargestellte Ort wird allgemein als Kurve zweiten Grades 
oder auch als Kegelschnitt bezeichnet.*) 

Die Natur dieser Kurven ist von den Wertverhaltnissen 
der Koeffizienten abhangig, also von funf Eonstanten, denn 
offenbar haben nur die Verhaltnisse der sechs Koeffizienten 
auf die Gestalt der Kurve EinfluB (Nr. 32 und 97). Wir 
konnen daher einem von Null verschiedenen Koeffizienten der 
Grleichung stets einen festen Wert beilegen, z. B. den Wert 
Eins ? indem wir die Grleichung durch die urspriingliche Wert- 
ziffer dividiert denken. 

Somit sind im allgemeinen fiinf Beziehungen zwischen 
den Koeffizienten hinreichend, eine Kurve zweiten Grades zu 
bestimmen. Ein Kegelschnitt ist durch funf seiner Punkte be- 
stimmt. Substituieren wir namlich in die Grleichung (1) die 

*) Aus einem in Nr. 149 erkl^rten Grunde spricht man, statt den 
nach Nr. 27 zu erwartenden Ausdruck Kurve zweiter Ordnung" 211 
brauchen, meist vom Grade dieser Kurve. Wir werden spater beweisen 
(Teilll), dafi der durch eineEbene in einem Kreiskegel gemachte Sclinitt 
eine Kurve zweiten Grades ist, und umgekehrt, dafi es keine Kurve 
zweiten Grades gibt, die nicht als ein solcher Kegelschnitt betrachtet 
werden kann. Unter diesem Gesichtspunkt sind die Kurven zweiten 
Grades schon von den alten griecMschen Geometern, besonders von 
Apollonius (etwa 250200 v. Chr. Geb.), untersucht worden. Wir ge- 
denken dieser Eigenschaften, weil wir es oft passend finden werden, 
die Bezeichnung Kegelschnitt " statt der langeren Benennung ,,Kurve 
zweiten Grades" zu gebrauchen. 
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Koordinaten x i \y 1) usw. jedes Punktes, durch den die Kurve 
gelien soil, so erhalten wir fiir fiinf Punkte ftinf Gleichungen 
zwischen den Koeffizienten, die homogen und linear in den- 
selben sind und somit zur Bestimmung der funf Quotienten 

% : a 38 , ia : a ss usw - genugen. 

Die einem Kegelschnitt vorgeschriebenen Bedingungen 
konnen auch in anders gearteten Beziehungen zwischen den 
Koeffizienten iliren Ausdruck finden. So haben wir in Nr. 62 
gezeigt, dafi die Gleichung zweiten Grades zwei Geraden darstellt, 
sobald die als Diskriminante bezeichnete Koeffizientenfunktion 
A verschwindet. Nach den Ergebnissen von Nr. 97 uud 103 
ist der Kreis ein Kegelschnitt, dessen Gleichungskoeffizienten 
zwei Bedingungen unterliegen. 

Es ist eine Aufgabe des gegenwartigen Kapitels zu zeigen, 
was fftr Arten von Kurven zweiten Grades durch eine Gleichung 
von der Form (1) dargestellt werden konnen, und einige Eigen- 
schaften zu entwickeln, die ihnen alien gemeinsam sind. Dazu 
liefern die beiden vorhergehenden Kapitel manche Beispiele, 
wenn auch in besonderer Form. 

130. Eine Eigenschaft der Kurven zweiten Grades ist 
sofort ersichtlicL: sie werden im allgemeinen von jeder Geraden 
ihrer Ebene in $wei Punkten getroffen. Dies folgt daraus ? dafi 
bei der allgemeinen Gleichung (1) Koordinatenanfang und 
Koordinatenachsen in bezug auf die Kurve keine ausgezeich- 
nete Lage haben; aber jede Koordinatenachse, z.B. die ic-Achse 
y = 0, trifft die Kurve (1) in zwei Punkten, denn durch die 
Substitution y wird die Gleicbung (1) in eine giiadratische 
Gleichung fur x ubergefuhrt. Auch so laBt sicli die vorliin 
ausgesprochene Eigeoschaft beweisen: Jede beliebige Gerade 
der Ebene kann durch eine Koordinatentransformation zur einen 
Achse, z. B. zur .X-Aclise Y= eines neuen Koordinatensystems 
gemacht werden. Bei dieser Transformation andert sich. zwar die 
Gleichung (1), aber ihr Grad bleibt nach. S. 55 unverandert. 

Naturlich konnen die beiden Schnittpunkte einer Geraden 
mit der Kurve (1) reell oder imaginar sein oder sie konnen 
in einen einzigen Punkt zusammenfallen. In Nr. 132 wird 
naher hierauf eingegangen. 
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Die allgemeine Gleichung zweiten Grades in rechtwinkligen 
Koordinaten liefert durch Transformation zu Polarkoordinaten 
(Nr. 22) die Polargleichung eines Kegelschnittes: 

(%\ ( a n cos 2 # + 2a 12 cos# sin# 4- # 2 2 sin 2 #) r 2 

+ 2(a 13 cos# -f a 23 sin-fr) r + a ss =* 0. 

Einem gegebenen Wert von # entsprechen als Vektoren die 
beiden Wurzeln dieser in r quadratischen Gleichung, d. h 
jede durch den Nullpunkt gezogene Gerade hat zwei Schnitt- 
punkte mit der Kurve. 

Doch wird eine der Wurzeln unendlich grofi ; d. h. der 
Vektor schneidet die Kurve in einem unendlich fernen Punkt> 
wenn fiir gewisse Werte von ^ der Koeffizient von r 2 ver- 
schwindet.*) Die geforderte Bedingung wird aber im all- 
gemeinen fiir &wei Werte von # erfuilt, namlich fiir diejenigen ? 
die die quadratische Gleichung liefert 

(3) OH + 2a 12 tg + a 22 tg 2 ^ = 0. 

Demnach konnen durch den Nullpunkt zwei Geraden gezogen 
werden, die die Kurve (1) im Unendlichen schneiden. Ihre 
Gleichung *wird ? indem man y : x = tg^ 1 einsetzt, erhalten als 

(4) 0^0? + 2a^xy + a^f 0. 

Dieses Geradenpaar kann (Nr. 57) aus reellen, vereinigten oder 
konjugiert imaginaren Geraden bestehen. 

Nun kann aber durch Paralleltransformation (S. 24) jeder 
reelle Punkt zum Nullpunkt der Koordinaten gemacht werden, 
wobei, wie man leicht einsieht, die Koeffizienten von x* } xy 
und 2/ 2 ungeandert bleiben. Daher gibt es durch jeden Punkt 
ein Geradenpaar, das die Kurve im Unendlichen schneidet, be- 
stimmt durch die namliche quadratische Gleichung (3) fur tg %'. 

Diese Betrachtung lehrt, daft es beijedem KegelschniU zwei 
Eichtungen gibt, in denen er von der unendlich fernen G-eraden 
geschnitten wird. Diese beiden reellen, vereinigten oder ima- 
ginaren Richtungen heiBen die Asymptotenrichtungen der Kurve. 

*) Alsdann befindet sich der zweite Schnittpnnkt desYektors im 
allgemeinen in endlicher Entferaung r, gegeben dturcli 
2 (a ls cos & + a 23 sin^) r + a 88 = 0. 
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131. Gattongen von Kegelschnitten. Die wichtigste 
Frage hinsicbtlicb der Gestalt des reellen Zuges einer Kurve 
ist die, ob er in jeder Ricbtung begrenzt ist oder ob er sich. 
in irgend einer Richtung ins Unendliche erstreckt ; wie z. B. 
ein Geradenpaar. Wenn wir nach diesem Verhalten zum Un- 
endlichfernen die Kurven zweiten Grades einteilen wollen, so 
gibt Nr. 130 das notige Kennzeiclien. Je nachdem die Wurzeln 
tg# der Gleichung 
(3) % 4- 2a 12 tg# + a 22 tg 2 ^ = 

imaginar, yereint oder gesondert reell sind, unterscheiden wir, 
ob die durcb. eine vorgelegte Gleichung dargestellte Kurve in 
jeder reellen Ricbtung begrenzt ist oder ob sie in ein oder zwei 
Richtungen unbegrenzt verlauft. Also bangt diese Klassen- 
einteilung von dem Vorzeichen der Diskriminante a 12 2 ^11^2 
der Gleicbung (3) ab. 

Nach der Eealitat der Asymptotenrichtungen gibt es also 
' drei Gattungen gestaltlich verschiedener Kurven #weitcn Grades. 

Setzen wir erstens 



negativ voraus, so kann kein reeller Wert von # gefunden, 
also keine reelle Gerade gezogen werden, die die Kurve im 
Unendlichen scbneidet. Eine Kiwve dieser Gattung ist in jeder 

Richtung 'begrenzi und lieifit 
Ellipse. Wir werden im 
IX. Kapitel zeigen ; daB ibre 
Form die in Fig. 70 dar- 
gestellte ist. Die bekannteste 
besondere Ellipse ist der 
Kreis, der durcb die beiden 
imaginaren Kreispunkte gebt 
(Nr. 103). tfbrigens wird in 
rg ' 70 ' N*r. 142 gezeigt werden, daB 




im Falle a 12 2 ^a^ < die Kurve (1) auch. Hberbaupt ima- 
ginar sein kann. 

Ist zweitens ^a ilL a^ positiv, so sind die Wurzeln 
der Gleichung (3) reell und verschieden, und es gibt zwei 



Drei Gattungen: Ellipse, Hyperbel, Parabel 



271 




Mg. 71. 



reelle Punkte der Kurve mit unendlich groBen Vektoren. Das 

reelle Geradenpaar a n x* + 2a^xy + a 22 y 2 = bestimmt die 

Richtungen dieser Vektoren und ist zugleich selbst ein beson- 

deres Beispiel der Gattung. 

Eine Kurve dieser Gattung 

hat wvei sieh ins UnendlicJie 

erstreclcende Aste und heiftt 

Hyperbel. Ihre in Figur 71 

veranschaulichte Form wird 

im IX. Kapitel besprochen. 

Wenn endlich drittens 
a 12 2 a n #22 => ist, hat die 
Gleichung (3) nur eine doppelt 
zahlende Wurzel. Es kann 
also nur eine doppelt zu zahlende Gerade durch den Null- 
punkt gezogen werden, die die Kurve im Unendlichen trifft. 
Eine Kurve dieser Gattung wird von der unendlich fernen Ge- 
raden in $wei $usammenfallen- 
den Punkten geschnitten, d. h. 
heriihrt, und helfit Parabel 
(Fig. 72). Ihre Gestalt unter- 
suchen wir im XL Kapitel. 
DiegefundeneBedingungsagt 
auch, daB die Gleichung (1) 
eine Parabel darstellt, wenn 
ihre ersten drei Glieder ein 
vollst'andiges Quadrat bilden. 

132. Schnittptmkte mit einer Geraden. Die Betrach- 
tungen in Nr. 131 bilden nur eine vorlaufige Orientierung 
tiber die durch die Gleichung (1) dargestellten Kurven zweiten 
Grades; wichtige lesondere Falle (Ausartungen) wurden dabei 
kaum beriicksichtigt. Das Ziel der nun folgenden Betrachtungen 
ist eine eingehende Behandlung der Gleichung (1) ; ihre Trans- 
formation auf gewisse moglichst einfache ; durch die Gattung 
des Kegelschnitts bedingte Formen und in Verbindung hier- 
mit die Ableitung von Kriterien ; mit deren Hilfe leicht 
angegebeu werden kann ; was fiir eine Kegelschnittgattung 




I'lg. 72. 
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durch ein gegebenes Beispiel der Gleichung (1) dargestellt 
wird. 

Ferner ist es zweckmaBig, die Gleicbung (1) in homogener 
Form zu schreiben (vgl. S. 142), indem man in (1) a? und y 
durcli x : bez. y : & ersetzt und alsdann die ganze Gleichung 
mit $ multipliziert. So ergibt sich 

(5) /X#,&0)^aH# 2 + 2 0i2^ + a 22^ 2 +^ 

Hier deutet die Abkiirzung f(x, y, s) an, daB die linke Seite 
der Gleichung des Kegelschnitts als Funktion von x, y, z 
betrachtet werden kann. Ferner sei daran erinnert, daB sich 
nach KTr. 75 und 76 = als Gleichung der unendlich fernen 
Geraden auffassen laBt; will man aus irgend einem Grunde 
eine der in den folgenden Nuinmern auftretenden Gleichungen 
in nicht homogener Form schreiben, so hat man nur s 
durch 1 zu ersetzen. Wir nennen x \ y \ z die homogenen 
Koordinaten eines Punktes. 

Die erste Aufgabe, die nun gelost werden soil, sei die Be- 
stimmung der Schnittpunkte des Kegelschnitts (5) mit der Ver- 
bindungslinie g zweier Punkte Pj (x l \ y 1 \ %) und P 2 (rc 2 1 y% \ 5f 2 ). 
Jedenfalls hat nach (63) in Nr. 14 ein auf g gelegener Punkt S 
nichthomogene Koordinaten von der Form 

(6) * 



wo v das Abstandsverhaltnis P t S:SP 2 bedeutet. Diese Glei- 
chungen lassen sich durch die Proportion 

(7) xiyis - fo + vx%) : (y 1 + vy a ) : (1 + v) 
ersetzen oder bei homogener Schreibweise durch 

(8) x:y:0 - fa+ va$i(y l + v%):(^ + v<i), 

woraus nach Einfiihrung eines Proportionalitatsfaktors Q ftir 
die homogenen Koordinaten des Punktes S die Gleichungen 



(9) 



9 fa + 



hervorgehen. Soil S ein Schnittpunkt der Geraden g mit der 
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Kurve (5) sein, so mussen seine Koordinaten die Grleichung (5) 
erf alien, man hat also nach Abscheidung des Faktors p 2 : 



Es soil nun die Verabredung getroffen werden, daB es 
gestattet sei, a^ jederzeit durch a ki zu ersetzen; man soil also 
z. B. nach Belieben a 23 oder <7 S3 schreiben durfen. Ferner 
wollen wir die Abkiirzungen anwenden: 



*>*- 






(11 a) 



(2/0 -- 



Entsprechende Bedeutung*) haben 
man leicht einsieht, ist 

(12) f (x ly ft, ^) - | fo f (ai) + ft f (ft) + % r W)- 

Wird die linke Seite der Gleichung (10) nach Potenzen 
von v geordnet, so ergibt sich bei Anwendung der Abkurzungen 
(11) tmd (11 a) die Gleichung 

(13) v*f(x,y^ + v(xJ'fa} + y^ 

Hierbei kann der Faktor von v auch in der Form x^ f(x^) 
+ 2/i f(y%) + ^i f( *) geschrieben werclen; es lafit siclt dies 
leicht mit Hilfe der Beziehungen aa^^A* zeigen. 

Man sieht: die Verabredung, a ijt ersetzen zu dtirfen durch a ki , 
ist getroffen worden, um den Formeln eine gewisse Symmetric 
zu geben. So ist z, B. bei den Formeln (11 a) der erste Index 
der in der ersten Klammer auftretenden Koeffizienten a ilt gleich 1, 
bei der zweiten Klammer ist er 2, bei der dritten 3. Die zweiten 
Indizes sind in jeder Klammer der Reihe nach 1, 2, 3. 

Die Grleichung (13) ist in v vom zweiten Grade, es folgt 
daher: 

*) Ein mit den Klementen der Differentialrechntmg vertrauter Leser 
bemerkt, dafi die Ausdrucke (11 a) parfcielle Ableitungen von f(x^ y^ e t ) 
darstellen. 

Salmon- Fiedler: auoL Geom. d. Kegolsolin. 8. Atifl. 18 
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Eine Kurve zweiten Grades wird von der Verbindungslinie 
ssweier Punkte P 17 P 2 in tswei Punkten P' und P n getroffen; 
diese sind reell oder imaginary je nachdem 

(14) {# 2 f'(a04l/ 2 ^ 

ist. Sie fallen zusammen, wenn der Ausdruck (14) verschwindet; 
die Gerade PjP 2 ist dann eine Tangente des Kegelschnitts. 
133. Wir wollen nun annehmen, die beiden Wurzeln v* 
und v" der quadratischen Gleichung (13) und somit auch die 
Schnittpunkte P f ; P" der Geraden P^ mit der Kurve (5) 
seien yoneinander verschieden. Alsdann ist nach S. 30 

(15) v'-PiP'-.P'P,, ^-PiP^P^P,, 

und das DoppelverMltnis des Punktepaares P ; , P" zu dem 
Paare P 1? P 2 wird 

(16) v' :v"=cc oder v" : v' 1 : . 
Hieraus folgt 

( + 1) : ( - 1) - (v f + v") : (v f - v") und 



Nun sind v f und v" die Wurzeln der Gleicliung (13), 
dater ist 



und bei Einfiihrung dieser Ausdriicke in (17) ergibt sick 

f 1 ) + ^r(^)) 9 -4^,^^^ 



Ist a eine Wurzel dieser quadratischen Gleichung f(ir das 
Doppelverhaltnis der Punktepaare P v P 2 und P 1 , P" ? so ist die 
andere gleich 1 : a, denn die Gleichung (1 8) bleibtbei Vertauschung 
von a mit 1 : cc unverandert. Dies stimmt mit der Tatsache 
tiberein, dajB die beiden Doppelverhaltnisse a und 1 : a in (16) 
gieichbereclitigt sind. 

Denkt man sich in Gleichung (18) der OrSfie a einen 
beliebig ; aber feat gewahlten Zahlenwert erteilt und auch den 
Punkt P x fest gegeben ; wahrend man P 2 als veranderlicli auf- 
faJBt, so kann (18) als eine Gleichung fur die laufertden Koor- 
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dinaten von P 2 aufgefafit werden, die folgende geometrische 
Deutung gestattet: 

Zielit man durch einen leliebigen Punld P irgend welclie 
Strahlen und konstniiert man auf jedem derselben su seinen 
beiden SiltNittpurilctoi mit dem Kegelschnitt (5) und eu P 3 einen 
vierten PunU P 2 derart, daft diese beiden Punktepaare auf 
jedem Strahl dasselbe DoppelverMltnis a bilden, so liegen die 
diese vierten Piinkte P 2 auf dem KegelschniU (18). 

134. Pol und Polare. Den unendlich vielen Werten, 
die man a geben kann, entspricht ein ganzes System von 
Kegelschnitten, 

Besonders wiclitig 1st hierbei der Fall des harmonischen 
Verhaltnisses cc ===== 1. Hier geht (18) tiber in 

(19) faf fo) + y,f( yi ) + ^(* t )}'- 0; 

man hat also eine doppelt zu zahlende Gerade, denn die von 
dem Bxponenten 2 befreite Gleichung (19) ist in & 2 , y%, ^ 
vom ersten Grad. Man nennt diese Gerade die 'Polare des 
Funktes P t in bezug anf den Kegelschnitt und P l den zur 
Polare gehorigen Pol. So ergibt sich der Satz: 

Zieht man durch einen beliebigen Punld P l irgend welche 
Stralilcn und Jconstruiert man auf jedem derselben 
$u seinen beldcn Schnittpunktcn mit dem Kt.'idri 7'/"V/ 
nnd .? P 4 den vierten harmonischen Punlct, so liegen 
alle diese vierten harmonischen Punkte auf einer 
Geraden, der Polare des PunJdes P l mit lezug 
twf den KegdscUnitt (Fig. 73). 

Die Tatsacbe, daB nun # 2 , y 2 , 0% laufende Koordinaten 
betleuton sollen, kann man deutlicher zum Ausdruck bringen, 
indem man den Index 2 weglaBt. Die Polare des Punktes 
Pj(#!, 7/ 1? ^) hat alsdann die Gleichung 




deren linkeSeite zur Abktirzung mitjp x bezeichnet werden moge. 
Bei nicht homogener Schreibweise ist 
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Diese Gleicbung gebt aus der Kurvengleicbung bervor, wenn 
man in dieser die GroBen # 2 , j/ 2 ; 2xy, 2x, 2y bez. durcb 
xrf, y^, x^y + y^x, x + x i9 y -f y 1 ersetzt. 

Liegt insbesondere P auf dem Kegelscbnitt, so ist 
f( x i> 1/i) #1) ^ 0> die friiber mit g bezeicbnete Gerade P^P^ 
trifft die Kurve nocb in einem Punkt ; dessen Koordinaten 
durcb (9) gegeben sind, wenn man daselbst 



setzt, wie aus (13) bervorgebt, denn die Gleicbung (13) bat 
nun eine -dem Punkt P x entsprecbende Wurzel v ; die 
andere Wurzel bat den in (21) angegebenen Wert. Der zu 
(21) geborige Kurvenpunkt fallt in diesem letzten Falle mit 
P 1 zusammen, wenn aucb diese Wurzel v verscbwindet, also 

^f( x i) + y^f(y^) + ^f(^i)^^ ist > die Gerade P^ 2 ist als- 
dann eine Tangente des Kegelscbnitts, djsnn die friiber mit P r 
und P" bezeicbneten Scbnittpunkte von P^P^ mit dem Kegel- 
scbnitt sind nun zusammengeriickt in P r Ddher ist jp x = 
die G-leichung der in dem Punkt P l des Kegelschnitts (5) ge~ 
tiogenen Tangente. Zugleich folgt, dafi die Polcvre eines auf 
dem Kegelschnitt gelegenen PunJctes P l mit der Tangente von P l 
Msammenfallt. 

Man kann fragen, ob es auch nocb in anderen Fallen 
als dem zuletzt betracbteten vorkommen kann ; daB die Polare 
eines Punktes P l durcb diesen Punkt selbst gebt. Offenbar 
miiBte alsdann die Gleicbung p = durcb die Koordinaten 
x = x ly y^y^j $*=$! erfiillt werden; tragt man diese aber 
in ^ x == ein> so gebt p L = in f(x lf y 1 , ^) liber, d. b. 
der Punkt P x mufi auf dem Kegelschnitt selbst liegen. So folgt: 
Die Polcvre eines Pu ilctes in lezug auf einen Kegelschnitt geht 
nur dann durch diesen Purilct, wenn derselbe auf der Kurve liegt; 
die Polare ist dann die Tangente der Kurve in diesem Punkt. 

B. 1) Zu zeigen, daB der Punkt 1 |l der Kurve 

3a 2 ~ 4:xy + 2y*+ 7x - 5y - 3 - 
eine Tangente bat mit der Gleicbung 9# 5# 4 = 0. 

2) 3a 2 + xy + $y* 1% 8# 3 = bat in 2 1 1 die 
Tangente 90 + 10?/ = 28. 
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3) Die Tangenten der Kurven xy a 2 und # 2 = 2px im 
Punkte tfjl^ sind 

und yy = jpa + a. 



135. Eine wichtige Eigenschaft der Polare eines dem 
Kegelschnitt nicht angehorigen Panktes P 1 ist folgende: Die 
Polare von P t schneidet den Kegelschnitt in den Beruhrungs- 
punJcten der Tangenten, die man an ihn von P 1 ziehen Jcann. 
Es gibt zwei solche Tangenten y denn die Polare trifft die Kurve 
in zwei Punkten. 

Zum Beweis dieses Satzes seien %' \ y f \ #' die Koordinaten 
des Beriihrungspunktes P' einer voii P l (x l7 y^ ^) an die Kurve 
gelegten Tangente. Alsdann ist f (fl5 f ,y',0')-=0, und weil P l aufder 
Tangente yon P' liegt ? ist auch ^ f (%') + y 1 f (y ! ) + ^f (^ f ) a 0. 
Nun ist schon frtiher (S. 273) bemerkt worden, daB man in diesem 
Ausdruck die Grofien x v y ly ^ der Reihe nach mit x ! , y', $' ver- 
tauschen kann; daher ist auch x'f(x^) + y'f(y^) + ^'/'(^i) =- 0. 
Die Koordinaten des Beriihrungspunktes P 1 genugen also den bei- 
den Gleichungen f(x,y,8)=*Q und xf(x i ") + yf(y l ) + 0f(g l )^0 9 
der Punkt P f ist somit einer der beiden Schnittpunkte der 
Kurve mit der Polare von P^ von dem anderen Schnitt- 
punkte P n gilt Entsprechendes wie von P f ; es lassen sicL. da- 
her von P! swei Tangenten an die Kurve ziehen. 

Ist Po ein Punkt der Polare von P 1? so ist nach S. 275 
x*f K) + V*f(yi) + ** /'(%) = 5 diese Gleiclmng bleibt 
aber ungeandert, wenn man die # 8 , jfa ; &* tind x l9 y lj e^ der 
Reihe nach vertauscht. Daher folgt: Ist P 2 ein lelieliger Punkt 
der Polare von P v so ist P l ein Punkt der Polare von P 2 . Diese 
Symmetric lehrt ; da8 ein Pol und irgend ein Punkt seiner 
Polare ein zusammengehoriges Paar bilden. Zwei Punkte, 
deren Koordinaten jener symmetrischen Gleichung genugen, 
heifien daher Jconjugierte oder (mit Riicksicht auf die friiher 
erwahnte harmonische Beziehung zwischen Pol und Polare) 
harmonische Pole des Kegelscbaitts (vgl. Nr. 110). 

Man kann somit auch sagen: Die Polare irgend eines 
festen PunUes P t ist der Ort der 0u ihm Iconjugierten oder 
harmoniscJien Pole P 2 . Ferner folgert man die dual entspre- 
clxenden 3'atze (Nr. 82): Die Polare eines Punktes, der sich in 
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einer Geradm lewegt, dreJit sick um den Pol dieser Geraden*), 
und: Der Pol einer Geradw, die sich um einen Punkt dreht, 
"bewegt sich in der Polare dieses Punktes. Der erste dieser 
beiden Satze ergibt sich direkt aus der Beziehung 



Ferner gilt der Satz: Der Schnittpunkt wn zwei Geraden ist 
der Pol der Geraden, die Hire Pole verbindet; und umgekehrt: 
Die Verbindungsgerade von zwei PunUen ist die Polare des 
ScJinittpunktes der Polaren dieser Purikte. Denn wenn man in 
der Polare von P zwei beliebige Punkte wahlt, so schneiden 
sich ihre Polaren in P x . 

Die Polare eines gegebenen Punktes P laBt sich leicht 
mit Hilfe des Lineals konstruieren, wenn der Kegelschnitt ge- 
zeichnet vorliegt. Schneiden namlich zwei aus P gezogene 
Geraden den Kegelschnitt je in den Punkten A, B bez. C, J5, 
so liegt der Schnittpunkt Q von AD mit BC und ebonso 

der Schnittpunkt R 
von AC mit BD 
auf der Polare von 
P, die also die Ver- 
bindungslinie von 




Dies folgt, wenn 
man ABCD als 
vollstandiges Vier- 
eck mit den Diago- 
nalpunkten P, Q,R 
auffa6t.NachNr.66 
sind namlich als- 
dann in der Seite 
AS des Vierecks 
der Diagonalpunkt P und der Schnittpunkt von A B mit der Ver- 
bindungslinie Q R der beiden anderen Diagonalpunkte harmonisch 
konjugiert in bezug auf das Punktepaar AB. Ebenso trifft QE die 
Seite CD in einem Punkt, der mit P ein zu (7, D harmonisch 

*; Ein besonderer Fall dieses Satzes wird in Nr, 137 (S. 282) erwahnt. 
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konjugiertes Paar bildet. Mit Riicksicht darauf, daB R leicht 

auBerhalb des Zeichenblattes fallt, legt man besser durch P 

noch eine dritte Gerade, die den Kegelschnitt in E und JFtrifft, 

und verbindet nun E, F kreuzweise mit A und B oder mit 

C und D. Der Schnittpunkt dieser sich kreuzendeu Geraden 

(z. B. S) ist wieder ein Punkt der Polare, Da die zu P ge- 

horige Polare den Kegelschnitt in den Beriihrungspunkten 

der durcli P gehenden beiden Tangenten der Kurve sehneidet, ; 

ist mit der Konstruktion der Polare auch die Konstruktion , 

dieser beiden Tangenten eiiedigt, vorausgesetzt, daB der Kegel- j 

schnitt gezeichnet vorliegt. 

Zwei Punkte P A und P 2? die zu den Schnittpunkten ihrer 
Verbindungslinie mit einem Kegelschnitt harmonisch liegen, : , 

wurden (S. 277) als konjugierte oder harmonische Pole der Kurye 
bezeichnet. Ojffenbar gibt es auf einer beliebigen Geraden g 
unendlich riele solche Polepaare; sie bilden eine Involution, 
deren Doppelpunkte aus den Schnittpunkten der Geraden g 
und der Kurve bestehen (S. 36). 

136. Polardreiecke. Das Ergebnis von Nr. 135 kann 
man auch so aussprechen: Befinden sich vier Punkte A, J5, 
0, D auf einem Kegelschnitt, so liegen von den Schnitt- 
punkten P, Q, R zweier Seitenpaai*e dieses Vierecks immer 
zwei auf der Polare des Schnittpunktes des dritten Paares, 
oder P, Q, R haben der Reihe nach die Polaren QR, RP, PQ. 
Man kann daher sagen: In jedetn einem Kegelschnitt eingeschrie- 
lencn Viereck ist jeder der drei Diagonalpurilde der Pol der 
VftrUndungslinic der beiden anderen. Also sind je zwei Dia- 
gonalpunkte konjugierte Pole. 

Die, DiagonalpunMe eines eingeschrieltenen Vierechs Mlden 
ein Polardreieck in lezug auf den Kegelschnitt^ namlich ein 
Dreieck, in dem jeclc Ecke die Gegenseite zur Polare hat. 
(VgLNr. 113.) Die erste Ecke eines Polardreiecks kann man B 

vollig willktirlich wilhlen ; die zweite noch in der Polare der 
ersten beliebig, die dritte aber ist dann als der Schnittpunkt 
der Polaren von jenen bestimmt DaB somit dreifach unend- 
lich viele Polardreiecke moglich sind, bestatigt man analytisch 
dadurch, daB zwischen den sechs Koordinaten der drei Punkte- 
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paare x t \ y i9 X 2 \ y^ x% \ y%, x, \ y B ] x 3 \ y B , x l \ y je die symme- 
trische Bedingungsgleichung bestehen mu8. 

Von jedem Polardreieck eines reellen Kegelschnittes lefindet 
sick eine Ecke innerhalb, swei Ecken sind aufierhalb desselben. 
Nehmen wir namlich den ersten Pol auBerhalb an, so sind 
die beiden anderen harmonisch getrennt durch die notwendig 
reellen Schnittpunkte der Polare des ersten mit der Kurve, 
also liegt einer von ihnen im Inneren. Liegt aber sclion der 
erste im Inneren, so liegen die beiden anderen im AuBeren, 
da die Polare von jenem die Kurve nicht reell trifft. 

Nun entspriclit aber das vollstandige Vierseit (Nr. 67, 3) 
dem Viereck dualistisch. (Nr. 82): jeder Winkel an einer Ecke 
(z. B. -^ J5PD, Fig. 74) wird durch die Diagonal e (PE) und 
die Verbindungsgerade mit dem Scbnittpunkt (Q) der beiden 
anderen harmonisch geteilt. Besteht das Vierseit aus den 
Tangenten AB, CD, AC, BD eines Kegelschnittes, so liegt 
der harmonische Pol einer Diagonale PR einerseits auf PQ, 
andrerseits auf RQ, ist also Q. In jedem umschriebenen 
(oder Tangenten-) Vierseit des Kegelschnittes ist jede Diagonale 
die Polare des SchnittpunJctes der fteiden anderen. In dem durch 
die Diagonalen gebildeten Dreiseit hat also jede Seite die 
Gregenecke zum Pol. In diesem Sinne kann also auch jedes 
Polardreieck ein Polardreiseit genannt werden. Von einem 

reellen Kegelschnitt werden 
stets zwei Seiten reell, die 
dritte imaginar geschnitten, 
und von der Gegenecke der 
letzten gehen imaginare, von 
denen der ersten reelle Tan- 
genten an ihn. 

Somit ergibt sich, daB 
eine Gerade OR (Fig. 75) 
durch die beiden von aus- 
gehenden Tangenten OT, OT ? 
des Kegelschnittes von der 
Greraden, die mit dem Pole P von OH verbindet, har- 
monisch getrennt ist. Daher heifien zwei Geraden, die mit 




0K 



Pig. 75. 



Harmonische Polaren. Unbestimmtlieit der Polare 
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dm Tangenten aus ihrem Schnittpurikt eine harmonische Gruppe 
bilden, Jconjugierte oder (Iwnjugiert-) Jiarmonisclie Polaren. Es 
ist sebr zu beachten, daB alle Satze der Polarentheorie des 
Kegelschnittes auch ihre dualistischen Umformungen zulassen. 
(Vgl. Nr. 149.) 

137. Aus der Gestalt der Gleichung (20) der Polare 
des Punktes P l folgt, daB ihre Linienkoordinaten w ? v von 
der Form sind 



(22) 



Ahnlich wie friilier bei den Punktkoordinaten x und y durch 
xi $ und yis ersetzt wurden, kann man aucli tier u und v 
durch u\w und v:w; ersetzen, damit gewisse Gleicliungen 
zwischenw und v homogene Gleichungen zwischen u, v } w werden. 
Bei Einfiihrung eines Proportionalitatsfaktors 6 treten an Stelle 
der zwei Gleichungen (22) die drei folgenden: 



(23) 



+ 



Diese Ausdriicke zeigen ; da8 es zu jeclem Punkte P A im 
allgemeinen eine Polare gibt; nur der Fall fiihrt zu einer Aus- 
nalime, wo die Koordinaten ^Ij/il^ die drei Klammeraus- 
driicke in (23) zum Verschwinden bringen. In diesem Fall 
mufi nach Nr. 45 die aus den Koeffizienten a>a gebildete Deter- 
minante 

a n 

A - 

die sogenannte Diskriminante der Gleichung f(x, y, 
verscliwinden, der Kegelschnitt ist dann nach Nr. 62 ein 
Geradenpaar. Auch jetzt gehort im allgemeinen zu jedem 
Punkt der Ebene eine bestimmte Polare, und zwar geht diese 
durch den ausgezeichneten Punkt x^ y u l hindurch, der mit 
8 bezeichnet werden soil. Nennen wir im folgenden ||ij t 
seine Koordinaten, so erfttllen diese die drei Gleichungen 
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(25) 



2 + ^22 fl + 0*8 0, 



seine Polare wird unbestimmt. Man wird also fragen, was 
fur ein ausgezeichneter Punkt der Bbene dieser Punkt 8 
ist. DaB er dem Geradenpaar angehort, ist klar, denn nach 
Multiplikation der drei Gleichungen (25) mit |, 17, und 
Addition derselben ergibt sich /"(, ??, g) 0. Er liegt also 
jedenfalls auf der einen Geraden des Paares. Verbindet man 
ferner 8 mit einem beliebigen Punkt P (x y\e) der anderen 
Geraden des Paares, so hat ein Punkt dieser Verbindungslinie 
die homogenen Koordinaten x + v%\y + vq\# + v, und 
f (* + *& + v*t> & + *>t) wird ( y g!- s - 273 ) : 

*f (6, fli + v (*r(6) + y/*(?) + '/*()) + ffa y> *) 

Nun verschwindet jedes Glied dieses Ausdrucks, unabliangig 
von x, infolge der gemachten Voraussetzung tiber P und 
auf Grand der Gleichungen (25); die Gerade SP bildet daher 
einen Teil des Kegelsch.nitts ; offenbar die zweite Gerade des- 
selben, der ausgezeicbnete Punkt 8 ist daher der Schnittpunkt 
des Geradenpaares ; aus dem nunmebr der Kegelsclinitt besteht. 
Wir haben somit das Ergebnisr Jeder Punkt der Elene 'hat 
mit bezug <wf einen Kegelschnitt ~k eine gan$ lestimmte Polare; 
nur wenn Jc aus einem Geradenpaar besteht, ist die Polare des 
SchnUtjpunktes S dieses Paares unbestimmt. Die Polare irgend 
eines von S verscliiedenen Punktes P l ist in diesem letzten 
Palle die vierte harmonische Gerade zu der Verbindungslinie 8P 1 
und dem gegebenen Geradenpaar. Der schon S. 277 f. bewiesene 
Satz, daB sich die Polare eines Punktes P 19 der eine Gerade g 
durchlauft, um den Pol dieser Geraden dreht, bedarf einer 
efrwas anderen Fassung, wenn die Gerade g durch 8 geht; die 
den einzelnen Punkten P t zugehorigen Polaren fallen alsdann 
mit der soeben erwahnten vierten harmonischen Geraden g 1 
zusammen. Jeder Punkt von g (oder g f ) kann nun als Pol 
von g 1 (bez. g} aufgefafit werden. 

Fragen wir nun umgekehrt, ob es auch zu jeder Geraden g 
mit der homogenen Gleichung w 1 # + 0iy-f0i* a 0, die wir 
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als Polare auffassen, einen zugehorigen Pol Pj gibt. Damit 
dies der Fall sei ? miissen sich die Grleichungen (23) nacL. 
#, # auflosen lassen. Man findet 



(261 

+ 



wo ^Lg-jfe die Unterdeterininaute von a/* in -4 ist. Daher muB ^L 
=]= sein ; die homogeneu Koordinaten des zur Greraden g ge- 
horigeu Poles P l sind daim den recliten Seiten der Grleichungen 
(26) proportional. Scstelit aber der KegelsclmiU au$ einem Ge- 
radenpaar (A Q), $o ist der zu einer vorgelegten Oeraden g 
gehorige Pol Mibcstimml. Grehtg durch 8 } so Jcannjeder beliebige 
Punkt der guvor erwalmten Oeraden #' als &u g gehoriger Pol 
betraclitet werden. 

B. Ftir einen Kegelschnitt liegt der Pol der einen Koor- 
dinatenacbse in der anderen, wenn ct^ft^ = a^a^ isi 

138. Geradenpaar und Doppelgerade. In Nr. 62 wurde 
gezeigt, daB die Kurve f(x, y, 0) = ein Geradenpaar ist, 
wnn die Determinante A verscliwindet, und in Nr. 137 sahen 
wir, dafi die liomogenen Koordinaten i | ?/ 1 S des Schnittpunktes 8 
dieses Geraclenpaares die Gleiclxungen (25) erfiillen. Je nach- 
dem man bei diesen Gleichungen die erste, zweite oder dritte 
wegliiBt und die zwei nocb tibrigen nach den Verhaltnissen 
I : t, ij : g auf lost, erhalt man ftlr die Koordinaten von S, falls 
niclit alle Unterdeterminanten AM verschwinden: 

(27) 

oder auch 

(27 a) i^lfl^^SE^e^^-^s^r-^M^it^Js^ss- 
Die Verschiedenheit der fiir einen und denselben Quotienten der 
|> ij, g erhaltenen Werte ist nur scheinbar, denn es ist z. B. 
AniAtf**Ato:Ato oder A^A^^A^A^ weil 4 12 '4 28 ^ 13 ^ 22 
nach 8,81 im allgemeinen gleich A-a^, also jetzt gleich 
Null ist; entsprechendes gilt von den ttbrigen Quotienten. 



284 VIII. Haupteigenschaften der Kurven zweiten Grades. 138. 

Der Fall, wo das Gferadenpaar ein Paralldenpaar ist, 
wird in Nr. 142 und 143 naher betrachtet werden. 

Der Satz, daB im Falle A = der Kegelschnitt in ein 
Greradenpaar zerfallt, gestattet auch die Umkehrung: Stellt 
f() y> #) =* e * n Gferadenpaar dar, so ist die Determinate 
A gleich Null 

Zum Beweis setzen wir f(x, y, 0) = (^x + v%y + a s ^) 

folgt 

(ci l ^ + ^ l }y + 
oder 

Stautf + ^y + a^-ft^z^ 
und analog findet man 

&(i0^ 

p^x+azy+a^ + a^ 
Fiir den Schnittpunkt 1 1 17 1 der beiden Greraden des Paares 
verschwinden die recliten Seiten der drei letzten Gleichungen, 
daher auch die linken, es gelten also wiederum die drei Glei- 
chungen (25), die das Versclrwinden yon A zur Folge haben. 

Bisher hatten wir angenommen, daB nicht samtlicte AM 
verscliwinden. Nun werde der Fall betraciitet, da/3 alle A ik 
sind, Infolge der Beziehungen 
(28) AnAu-A^Aau, A^A^-A^Aa^ A n A^-A 

ist hierzu hinreiclxend, daB -4 = und A n = A% 2 ^ S3 = 
sei. Wir behaupten, daft nunmehr f(x, y, 0) das Quadrat einer 
homogenen linearen FunJction von x, y, $ sei, also f(x y y, ^) = 
eine Doppelgerade darstelle. 

Zum Beweis dieser Tatsaclie bemerken wir zunachst ; daB 
nunmehr die drei GroBen a 11; a 22 , a S3 niclit gleichzeitig Null 
sein konnen, denn soast wurden mit Eiicksicht auf 
(29) A n ^a^a^-a^ ? A,^^ a S3 a u - a sl 2 , A B ^a n a^-a^ 
auch c& 28 , a sl und a 12 verschwinden miissen, die Funktion 
f(x, y, ^) ware dann uberhaupt niclit mehr vorlianden. E$ 
sei also z. B. %H=0; alsdann kann man /"(a?, y, 0) mit a n 
multiplizieren und es ist 

^%( a uM-2^^ 
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wofur nunmehr mit Rficksicht auf ^1 3S = a n a^- a 12 2 = 0, 
AW = a, 2 a 13 a n a 23 = 0, J, 22 = a n a 83 - a 13 2 auch 

(a u # + a 12 / + ^is^) 2 = 

gesetzt werden kann. Bei Multiplikation von f(x, y, 2) mit 
a 22 oder a 33 hatte man (a 21 # + 22 y + # 2 s#) 2 = bez. 
(a 31 # + a s2 y + tf 33 ;S) 2 = erhalten. Die clrei Gleichungen 
30) a n x+ 0,^+0,^3=0, a^ 1 x+a^y + a^^Q ) ^i x + a ^y+ a B^ =s> 
stellen jetzt dieselbe Gerade dar, wie sich aus den sechs Be- 
ziehungen AM = leicht ergibt. 

Auch die Umkehrung gilt: Stellt f(x, y, e) erne Doppel- 
gerade dar } so sind samtliche Unterdet&rminanten A tk gleich Null. 
Aus f(x, y, 0) EE fax + cc^y + a^Y folgt namlich sofort 
<***=<*,<** und A ik =*Q. 

Man bezeichnet die soeben behandelten Kurven zweiten 
Grades, namlich das Geradenpaar und die Doppelgerade, als 
uneigentliche ; ausgeartete oder zerfallende Kegelschnitte; fiirsie 
ist A => 0. In den folgenden Nummern sollen hauptsachlich 
die eigenttichen Regelschnitte betrachtet werden, bei denen 
A 4= ist. 

139. Konjugierte Durchmesser. Mittelpiinkt. Die Polare 
eines Punktee P a ist nach S. 275 der Ort fur die vierten Lar- 
monischen Punkte, die man auf jedem durch P 1 gehenden 
Strahl zu dem Paar seiner Schnittpunkte mit der Kurve zweiten 
Grades und zu P l konstruieren kann. Rtickt der Pol P 1 ins 
Unendliche, so werden die durch ihn gelegten Strahlen ein- 
auder parallel und die ebeu erwahnten vierten harmonischen 
Punkte sind (S. 33) die Halbi&rungspunUe der auf den einzelnen 
Strahlen durcli den Kegelschnitt ausgeschnittenen Sehnen. Man 
nennt die Polare von P l nunmehr den zu der Eichtung, in 
der der unendlich lerne J^nkt 1\ gelegen ist, Jwnjugierten 
Durchmesser, So folgt der Satz: Zieht man durch einen Eegel- 
schnitt Idiebig viele parallele Sehnen, so liegen ihre Mittelpunkte 
auf einer und dersclben Geraden, dem zu der Eichtung dieser 
Sehnen konjugierten Durchmesser. 

Die halben Sehnen werden oft als die dem Durchmesser 
augehorigen Ordinatm bezeichnet. 
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Andert man die Richtung dieses Sehnensystems, lafit man 
also P l die unendlich feme Gerade g n durchlaufen, so drehen 
sich nach S.277f. die zu P t gehorigen Polaren, also die ein- 
zelnen konjugierten Durchmesser, urn einen festen Punkt, den 
Pol der unendlich fernen Geraden. Dieser wird als Mittelpunlti 
des Kegelschnitts bezeichnet, weil er jede durch ih.ii gelegte 
Sehne halbiert. Er liegt im allgemeinen im Endlichen; nur 
wenn die unendlich feme Gerade g^ den Kegelscbnitt beriihrt, 
dieser also nacb S. 271 eine Parabel ist, liegt. er im Un- 
endlicben, weil er nun (nach S.276) mit dem unendlich fernen 
Bertihrungspunkt zusammenfallt. Ein Kegelschnitt hat im all- 
gemeinen nur einen Mittelpunkt; denn zu einer gegebenen 
Polare gibt es nach S, 283 im allgemeinen nur einen Pol. 
Besteht aber insbesondere die Kurve aus einem Geradenpaar, 
durch dessen Schnittpunkt S die unendlich feme Gerade hin- 
durchgeht, besteht die Kurve also aus einem Parallelenpaar, 
so kann nach S. 283 jeder Punkt der in der Mitte zwischen 
den beiden Parallelen verlaufenden Geraden als Pol von g^ 9 
somit als Mittelpunkt aufgefafit werden; hier gibt es eine 
Mitielpunktsgerade. Vgl. auch Nr. 140. 

Die Konstrtiktion des Mittelpwriktes eines gezeichnet vor- 
liegenden Kegelschnitts folgt aus dem Vorhergehenden sofort: 
Die Verbindungslinie der Halbierungspunkte zweier parallelen 
Sehnen der Kurve ist ein Durchmesser derselben Jhr Mitfcel- 
punkt ergibt sich alsdann als Halbierungspunkt der auf diesem 
Durchmesser gelegenen Sehne oder auch als Schnitt zweier 
Durchmesser. 

Wir haben gesehen, daB einem System paralleler Sehnen 
ein konjugierter Durchmesser cZ t zugehort', nun ist aber unter 
diesen Sehnen selbst ein Durchmesser & 2 
enthalten, der aus der durch den Mittel- 
punkt der Kurve gehenden Sehne besteht. 
Zwei in solcher Weise einander zugeord- 
nete Geraden d l und ^ bilden ein Paar kon- 
- 76. jugierter Durchmesser (MM 1 und NN f in 

Fig. 76). Jeder von beiden halbiert die zu dem anderen 
parallel gezogenen Sehnen. Die in den Endpunkten des einen 
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gezogenen Tangenten sind dem anderen parallel, denn sie 
mussen durch dessen Pol gehen, der aber im Unendliclien liegt. 
Indem man den Mittelpunld G eines Kegelschnitts als Pol 
der unendlich fernen Geraden auffafit, gelangt man leiclit zn 
den Koordinaten dieses Punktes. Sind x Q \y seine nicht 
homogenen Koordinaten, so muB die zugehorige Polare 
(31) (a n x Q + a n y^ + a la ) x + (a 21 # + & J2 y + a 23 ) y 



die unendlich ferne Gerade darstellen, d, h. diese Gleichung 
(31) mn8 mit # = gleichbedeutend sein, oder die Koordinaten 
#o> 2/o c ' es Mittelpunktes miissen die Gleichungen 
11^0 + %>2/o + ! - 



(32) 

erfiillen, aus denen 



hervorgeht. Es sind nun bei der Lage des Mittelpunktes C 
drei verschicdene Fitlle moglicli, die sich am besten ergeben, 
wenn man die Gleichungen (32) als Gleichungen zweier Ge- 
raden in den laufenden Koordinaten X Q J7/ auffa6t: 

1. Die boiden Geraden schneiden sich im Endlichen; als- 
dann hat der Kegelsclinitt einen im Endlichen gelegenen 
Mittelpunkt C, A^ muB =fc sein, 

2. Die beiden Geraden schneiden sich im Unendliclien; 
alsdann liegt C im Unendliclien, A& muB gleich Null sein, 
aber mindesttns cine der beiden GroBen A^, A & % muB von 
Null verschieden sein. Es wird spater gezeigt werden, daB 
in diesem Fall die Kurve eine Paralel ist. 

)3. Die beiden Geraden fallen zusammen; alsdann kann 
jeder Punkt dieser eiuen Geraden als Mittelpunkt der Kurve 
angesehen werden, die nun nach S. 286 aus einem Parallelen- 
paar bestelit. In diesem letzten Palle hat man die Proportion 
(34) %:%^ai L >:fto^<%:<X 3 oder es ist A ZI =^A^^ J1 88 0. 

Die Gleichungen (28) zeigen tibrigens, daB das Ver- 
schwinden von A^ und A^ schon eiaeFolge des Verschwindens 
von A und -4^ ist, 
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B. 1) 3z 2 + xy + y*- 5x 6# 3 = 0, zum Mittel- 
punkt -f | - 4 transfortniert, ergibt I2z 2 + lxy + 4/ 2 + 1 = 0. 

2) a; 2 + 2#2/ --- y 2 + 8# + 4 # 8 == ; zum Mittelpunkt 
3 | 1 transformiert, ergibt x 2 -f 2 xy y* =- 22. 

140. Kegelsclmitte mit einem im Endlicfcen gelegenen 
Mittelpunkte. Es soil nun zunachst der erste Fall naher be- 
trachtet werden, wo die Kurve einen einzigen im Endlicten 
gelegenen Mittelpunkt C hat. Eier liegt die Vermutung nalie ; 
daB die Grleichung der Kurve f(x, y, ^) == sich vereinfaclaen 
wird, wenn man C als Anfangspunkt eines neuen Koordinaten- 
systems g, q wahlt 3 dessen Achsen vorlaufig zu den Achsen 
des Systems ^, y parallel sein sollen. Man hat hier die 
Transform ationsformeln 
(35) x = | + % y = ri -f j/ 

anzuwenden, wobei nach (33) ^o^-^si^ss; 2/c^ ^;j2 : -^3a i 8 *- 
Zur Einftihrung von | ^ an Stelle von x \ y schreibt man die 
nicht homogene Grleichung der Kurve zweiten Grades zunaclist 
in der Form 



(36) 

+ (o 81 a? + a^y + a 83 ) = 0. 

Die beiden ersten Klammern dieser Gleichung verwandeln sich 
bei Anwendung der Transformation (35) und mit Rftcksicht 
auf (32) in % + a 12 -ij bez. a 21 i- + a S2 ^-, man erhalt daher 

4- 



oder 

a u g 2 + 2a ls |ij H- 



+ (031 #0+^0 +033)- 0. 

Die Klammerfaktoren von | und rj verschwinden nach (32) ? 
und bei Einftihrung von # =* J. 31 : J. S8 , y ufl 82 : .4^ folgt 

(37) % | 2 + 

oder 

(38) 



Durch diese ^Transformation auf den Mittelpunkt haben 
sich also die Glieder, die in den Veranderlichen homogen vom 
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zweiten Grad waren, uberhaupt nicht geandert, die in x und y I 

liaearen Glieder sind weggefallen, an Stelle des fruheren ab- ij 

soluten Giiedes a 33 ist A : J. 3S getreten. j 

Auch die Umkehrung gilt: Fehlen in der Gleichung einer ,! 

Kurve 0weiten Grades die linearen Glieder, so liegt der Mittel- 
punfct der Kwrve im Koordinatenanfang, denn die Anwendung 
der Formeln (33) auf die Gleichung (38) wurde nun # 0, 
2/ =0 ergeben. 

In dem zweiten der auf S. 287 erwahnten Falle, die bei 
der Lctge des Mittelpunktes eintreten konnen, ist die Trans- 
formation (35) natiirlicli niclit anwendbar, denn der Mittel- 
punkt liegt im Unendlichen, alle Durchmesser der Kurve sind 
einander parallel. 

Eigenartig ist der dritte Fall, wo die Kurve aus einem 
J > arallelenpaar besteht Dem Umstand entsprechend, daJB es 
hier unendlich viele Mittelpunkte gibt, die eine Gerade er- 
fiillen, sind die Koordinaten X Q , y () unbestimmt; dies folgt auch 
aus den Gleichungen (33) und (34). Dennocit ist die Trans- 
formation auf den Mittelpunkt durchfiihrbar, denn das in (37) 
auftretende Glied (a^A zl + <%-4 82 + ^A^}:A^ B liat, obwoU 
nun u4 81; AM und A^ einzeln gleich Null sind, doch einen 
bestimmten Wert, wie sofort gezeigt werden soil; wir wollen 
diesen Wert einstweilen mit 7c bexeichnen' 13 ). Ojffenbar ist 



wo x$, y die Koordinaten irgend eines Punktes der Mittel- 
pimktsgerade bezeichnen. Wenn nun auch A^ *** ^u a 22"~ a ia 2 
verschwindet, soil doch vorausgesetzt werden, dafi die drei 
GroBen a 11; a S2; f/ 12 nicht gleichzeitig verschwinden, denn 
wenn dies der Fall ware, so wiirde die nicht homogene 
Gleichung (1) nur eine Gerade, die homogene Gleichung (5) 
ein aus dieser Geraden und aus g^ bestehendes Paar dar- 
stellen; dies soil aber ausgeschlossen sein*). Es sei also z. B. 
^ 88 ^* Alsdann kann Jc a%< 



*) "Obrigens mnB wegen ^ u a $s a u !i saO mit f 11 oder a, t immer 
auch a lf versohwinden, und a is -0 ziieht umgelsehrt das Yersohwrnden 
vow a n oder a H nach sich, 

r: au,l. Gom. d. Kegelaohn. 3. Aufl. 19 
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pliziert werden, wodurch sich mit Hilfe einer Determinante 
ergibt: 

A/$jl 5S== r\ 

oder im Hinblick auf die erste Gleichung (32): 



122/0 +18 <* 

s ist 0. 

In den Fallen a 22 =4= oder a 12 4 s h'atte sich bei entsprechen- 
dem Yerfahren 

ergeben. DaB wirklich die.drei Werte 

einander gleich sind, folgt leicht aus den nun wegen A n = A n 
bestehenden Gleichungen a n -4 12 + % A%% * 0, 21 -4 U + a 22 -4 12 * 0. 
Da die Beziehung a u a 23 a 12 3 = zur Folge hat 7 da8 
<*u6*+ 2cr 12 i^+ a 22 i2 2 ein vollstandiges Quadrat wird, nimmt 
nach (37) die auf einen Mittelpunkt transformierte Gleichung 
eines Parallelenpaares die Gestalt an 



141. G-leiohung eines konjugierten Durclimessers. Trans* 
formation auf die Achsen. Im Folgenden moge wieder von 
einem Kegelschnitt ausgegangen werden, der nur einen im End- 
lichen gelegenen Mittelpunkt hat. Wahrend ferner die Unter- 
suchungen von Nr. 132 bis Nr. 140 sowohl bei rechtwinkligen 
als bei schiefwinkligen Koordinaten gultig sind, sollen von 
nun an rechtwiriklige Koordinaten zu Grund gelegt werden. 

Bin Punkt P 1 der Ebene, dessen Radius vektor OP X $ 
mit der positiven Richtung der OJ-Achse den Winkel cc bildet, 
hat die rechtwinkligen Koordinaten # A p cos a, y * p sin a, 
also nach Nr. 134 eine Polare mit der Gleichung 

cos * + (%# + a &y + ) sin a 



Nun moge der Punkt P in der Richtung OP t seines Radius- 
vektors ins Unendliche rficken; die Polare geht dann nach 



( 
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S. 285 in den zu der Riclitung a konjugierten Durckmesser I 

iiber. Um seine Gleichung zu erhalten, dividiere man (42) ; 

durch Q und seize alsdann p = oo. Hierdurch fallen die drei < 

letzten Glieder in (42) weg ; und man erhalt als Gleichimg de$ 1 
0u der Richtung a konjugierten Durchmessers: 

( 43) ^ u C S * "*" a sin ^ x "*" ^ 21 COS a "*" ^ 2 sin ^ y 

+ (a sl cos a; + a 32 sin a) 0. 

Es liegt nun die Frage nahe, ob es vorkommen kann, da6 
dieser Durchmesser mit der Richtung a, zu der er konjugiert 
ist ; einen rechten Winkel bildet. Da bei der Gleichung einer 
Qeraden in rechtwinkligen Koordinaten die Koeffizienten von 
x und y proportional sind dem Cosinus bez. Sinus des Winkels, 
den das Lot der Geraden mit der positiven Riclitung der 
#-Achse bildet, mtifiten im Falle der Bejahung der soeben ge- 
stellten Frage diese Koefj&zienten proportional zu cos a und 
sin cc sein. Daher mtiBten unter Benutzung eines Proportionalitats- 
faktors Z zwei Gleichungen bestehen von der Form: 

(44) a n cos cc + a 12 sin cc = I cos a, a 21 cos cc + a%% sin cc = >l sin cc 
oder 

(45) (a u A)cos cc+ a 12 sin a 0, a, 2l cos cc + (a 22 A) sin a = 0. 

Durch Elimination von cos a und sin a aus (45) ergibt 
sich die quadratische Gleichung 

(46) Jl 2 - (a n + OH) A + a n a^ - a 12 2 0. 
Ihre Diskriminante 

A r a + a 2 - 4 



ist im allgemeinen positiv; nur im Falle flu^o^, ^ 12 ist 
sie gleich Null, die Kurve zweiten Grades ist alsdann (nach 
S. 194) ein Kreis. SchlieBt man diesen Fall aus, so hat die 
quadratische Gleichung (46) stets zwei voneinander verschiedene 
reelle Wurzeln A t und A 27 denen auf Grund der Formeln (44) 
oder (45) zwei verschiedene Richtungen o^ bez, cc% ent- 
sprechen. Die ihnen zugehdrigen konjugierten Durchmesser 
bilden mit diesen Richtungen rechte Winkel. Aber man kanii 
leicht zeigen, daB die Richtungen # x und a 2 selbst zueinander 
rechtwinklig sind; dafier gibt es in Wakrheit nur ein Paar 

19* 
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reMwinkliger Jconjugierter Durchmesser. Zum Nachweis dieser 
Tatsache gelit man von den Gleichungen aus: 

0*u ~" ^i) cos *!+ a i2 & m ^i" 18 (<% A 2 ) cos a 2 + a 12 sin # 2 = 
21 cos ,_+ (a 22 ^i) sin ^==0 # 21 cos a 2 4- (# 22 i 2 ) sin a. 2 = 0. 

Die beiden links stehenden Gleichungen multipliziert man nun 
mit cos # 3 bez. sin#.>, die reclits stehenden mit cos cc t bez. sin^ 
und zieht alsdann die Summe der beiden letzten Grleichungen 
von der Summe der beiden ersten ab. Hierdurch ergibt sich 
(47) (A t Ag) (cos ^ cos a$ + sin cc^ sin 2 ) = 0. 

So lange ^ von ^ verschieden ist ; und diese Annahme wurde ja 
gemacht, mu6 also cos c^ cos a 2 + sin c^ sin a 2 = cos (a x # 2 ) = 
sein, es ist daher 



w. z. b. w. 

Im Falle ^=^ A 2; der zu dem Kreis fuhrte, gibt es nattirlich 
unendlich viele Paare zueinander recttwinkliger konjugierter 
Durchmesser, in den iibrigen Fallen nur ein solch.es Paar, man 
nennt seine beiden Durchmesser die Achsen der Kurve. Bs 
liegt nun der Gedanke nahe, den Kegelschnitt auf diese Achsen 
als Koordinatenachsen zu beziehen. Zur Ausfiihrung dieses 
Gedankens wird man zuerst die Transformation auf den 
Mittelpunkt vornehmen, die, wie S, 288 gezeigt wurde, zu der 
Gleichung 

(49) a n | 2 + 20^ + w*+ -- - 

fubrt; alsdann wird man zu dem neuen Koordinatensystem X, Y 
ubergehen, das aus dem System , ^ durch Drehung um den 
Winkel a t oder cc$ hervorgeht. Diese Drehung moge in dem 
der Bewegung des Uhrzeigers entgegengesetzten Sinne erfolgeir, 
cc und ocg = c^ + 90 (vgl. [48]) seien die Winkel, die die posi- 
tiven Eichtungen der neuen Achsen X bez. Y mit der posi- 
tiven Eichtung der Achse | bilden. Man hat daher nach S. 26 
die folgenden Transformationsformeln anzuwenden: 

(50) | = X cos a + Y cos # 2; ^ = X sin ^ + Y sin ^; 
umgekehrt ist 

(51) X = | cos cc^ + t] sin a 1; Y | cos oc 2 + y sin cc^ 
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Zur moglichst raschen Durchfiihrung der Transformation 
schreiben wir die Gleichung (49) des Kegelschnitts in der Form 



(52) (a u | + 0^)6 + (0*6 + <fc,), + - 0; 

-^33 

alsdann 1st 

a ii + ^12 7 ? " ( a u cos i + #12 s i n a i) 2 + (% cos Og + a 12 sin # 2 ) 7, 
wofur nach (44) auch A 1 coso 1 -X + ^cos^-T gesetzt werden 
kann. Analog ergibt sich 

% S + #22 *7 = (ssi cos ^ + 22 sin cc l )X+ (a zi cos a 2 + 22 sin of a ) T 
= Aj sin a 1 X + A 3 sin (^ 2 Y. 

Durck Einftihrung dieser Ausdriicke in (52) nnd nach TJm- 
stellung der Glieder der so erhaltenen Gleichung folgt 

cos ^ + v\ sin a^X + i,(| cos 2 + ^ sin a 2 ) T + 4- 0, 



und hieraus geht mit Rticksicht auf (51) die transformierte 
Gleichung 

(K<%\ 1 VS 11 V2 i " A 

\jUiJJ /[>* -tX j^ AQ * r^ - ___ ^y 

^88 

hervor, die bei Benutzung der Abktirzungen 

(54) m-- 

in der Form 

( 55 > ? + ^- 1 = 

gescbrieben werden kann. 

Wie auf S. 290 bemerkt wurde, haben wir bei clieser Trans- 
formation auf die Achsen angenommen, dafi die ursprungliche 
Gleichung des Kegelschnitts auf rechtwinklige Koordinaten 
bezogen war. Dein Leser sei empfohlen, diese Transformation 
sowie die inNr. 143 auch bei schiefwirildigen Koordinaten durch- 
zufiihren. Vgl. ttbrigens Nr. 153. 

142. Ellipse, Hyperbel, Geradenpaar. Natiirlich setzen 
diese Umfonnungen voraus ; dafi die Kurve einen im Endlichen 
liegenden Mittelpunkt oder eine Mittelpunktsgerade hat (vgl. 
S. 288 f,)* Je nachdem im Falle A 4 s die GroBen m und n 
beide positiv oder beide negativ sind oder entgegengesetzte 
Vorzeichen haben, wird man also (vgl. Nr. 131) auf eine Ellipse 
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oder auf eine imaginare Kurve (imagindre Ellipse) oder auf eine 
Byperbel gefiihrt. la den beiden ersten Fallen miissen ^ und A 2 
gieiehe Vorzeichen haben, das Produkt A X A 2 muB positiv sein. 
Nun ist aber nach Gleichung (46) und nach den Elementen 
der Theorie der quadratischen Gleichungen: 

(56) A! ^ a n 0^ a 12 2 A w ^ + 1, = a u + a 22 . 

Ellipse und imaginare Kurve haben daher das gemeinsame 
Merkmal A BB > 0, in diesen beiden Fallen miissen also aucli 
die GroBen a^ und a g2 gleiches Vorzeichen haben und zwar ? 
wie die Gleicliung a n +a 23 =^ L + ^ zeigt ; dasselbe Vorzeiclien 
wie 3i L und A 2 . Aus (55) und (54) folgt, daB eine Ellipse vorliegt, 
wenn A:^ oder A:^ positiv ist, und hierfiir kann, da 
es jetzt nur auf das Vorzeiclien ankommt, A :a n > oder 
auch Aa n oder Aa^ > gesehrieben werden; noch besser 
wird man sagen: das cliarakteristisclie Merkmal fur eine Ellipse 
ist A + 0, -4 33 > ; Aa n oder Aa n < 0. Bei der imaginaren 
Ewve sind die beiden letzten Ungleichungen zu ersetzen durch 
Aa lt oder Aa^> 0. 

Im Fall einer Hyperbel miissen m und n entgegengesetzte 
Vorzeiclien haben, d, h. ^^3 = A^ mufi <0 sein und selbst- 
verstandlicb. A 4 s 0. 

Ist A und -4 S3 =)= 0, so tritt an Stelle von (53) die 
Gleichung 

(57) ^Z 2 +Z 2 P=0 ; 

die ein reelles oder imaginares Geradenpaar darstellt, je nachdem 
^ und A 2 entgegengesetzte oder gleiche Vorzeiclien haben, d. h. 
je nachdem ^^ -4 S3 < oder > ist. 

Im Falle A = 0, -4. 38 = verschwinden auch A n und ^L 28 , 
wie schon S. 287 bemerkt wurde; die Kurve ist ein Parallelenr 
paar. Die quadratische Gleichung (46) hat nunmehr eine 
Wurzel A = 0, die andere A = a n + a 22 sei =f= 0, wobei a ix 
und <% wegen a n a 22 a 12 2 = entweder gleiche Vorzeichen 
haben miissen, oder es muB mit a n oder a 22 auch a 12 ver- 
schwinden. Von dem Fall a n + a 22 = ist abzusehen, denn 
er wiirde wegen a^a^ ^^ 2U a n " a n a w "^ 
und dies sollte (vgl. S. 289) ausgeschlossen werden. 
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Ahnlich wie die Transformation (50) die Gleiehung (49) 
in (53) iiberfiihrte, gelangt man nun zu 

(58) ^Z 2 +ft = oder zu ^P+*0, 

je nachdem man die nicbt verschwindende Wurzel mit ^ oder 
mit A 2 bezeichnet; hierbei ist nach (40): 

(59) 7c==^- 8 = ^- -^< 
v ' <*u AI. 

Sind die beiden Unterdeterminanten A ll9 A von Null ver- 



schieden, so miissen sie wegen4 u J. 22 j4 12 2 =.4a S3 =Ogleiches 
Vorzeichen haben. Geht man von der zweiten Gleichung (58) 
aus, so ergibt die Einfuhrung von A 2 a = B a ll +a 2S und von 
TG^A^OH oder A n :a^ die Gleichung 

(60) ^(aa+Oj^P+^M oderauch a 22 (a n +a 22 )P+-4n=0. 

Sind a u und a 22 von Null verschieden, so ist der Faktor 
von Y 3 jedesmal positiv, die Kurve also ein reelles ParalleleMr 
paar, wenn A n oder A%% negativ ist; man hat ein imaginares 
Parallelenpaar, wenn A n oder A%% positiv ist. Ware aber 
K . B.a u =- ; a 22 4 s ; so hatte a^A n + o^ A^ und a 21 =0 
das Verschwinden von ^4 22 zur Folge; man wiirde die zweite 
Gleiclmng (60) benutzen, die nun in a 22 2 7 2 +^. n =0 iiber- 
geiit. Hieraus und aus der ontspreclienden tTberlegung im Falle 
a^ = 0, a n 4= erhalt man wieder das soeben ausgesprocbene 
Kriterium fQr das reelle und das imaginare Parallelenpaar. 
Das Verschwinden von A n und A^ hatte A^ zur Folge, 
das Paraltelenpaar ware dann nach S. 284 eine Dopjpelgerade. 
143. Parabel und ParaHelenpaar. Es soil nun noch 
der sweite von jenen drei Fallen, die bei der Lage des Mittel- 
punkts der Kurve unterschieden wurden (S. 287), naher be- 
trachtet werdon. Bei ihm ist ein einziger, im Unendlichen 
liegender Mittelpunkt vorhanden; man hat A 4= 0, A^ ; 
wahrend mindestens eine der beiden GroBen A^, A^ von 
Null verschieden sein muB., Selbstverst'aaidlich kann hier eine 
Transformation der GHeichung 

(61) a^x* + 2a^xy + a^y* + 2%# + 2a^ $ y + a S8 
auf den Mittelpunkt nicht vorgenommen werden; wohl aber 
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laBt sich die Transformation von der Form (50) anwenden; 
man setze also 

X X COS tti + TCOS 2 , y = % sin *l + y Bia *2> 

wo bei der Berechnung von ^ und a 2 mit Hilfe von (44) zu 
beachten ist, da6 nun eine der beiden Wurzeln von (46), 
etwa AJL, verschwindet, wahrend die andere A 2 - a n + ty* 4 s 
wird (vgl.S.294). Man erhalt ahnlich wie auf S. 293: 

62) ^ 2 P+ 2(0 13 cos OJL+ 2 3 sin o^) Z+ 2 (a 13 cos oj 3 + a 23 sin 03) T+ ^ 8 ^ 
wobei 

(63) a u cos Oj + a 12 sin ^ = 0, % cos ^ + a^ sin ^ 0, 

(64) a n cos 3 + a 13 sin j' A 2 cos cc s , %! cos a 2 + a 22 sin a 2 = 1, sin # 2 

und ^==02 -|-flt ist. 

Bei Ausschliefiung des Falles a ls cos j + a 2il sin ^ = 0, 
der wegen (63) auf A 13 ==^ 23 *=*& = und -4= () ; also auf 
das schon vorhin erledigte Parallelenpaar ftihren wfirde ; laBt 
sich die Gleichung (62) mit Hilfe eines zu dem System X, Y 
parallelen Koordinatensy stems wesentlich vereinfachen. Wir 
benutzen die Abkiirzungen 

(65) g = a ls cos c^ + % sin a 1? h . a 13 cos cc% -f a 23 sin <^ 

und beziehen vermoge 3T= ^) + c, wo c noch nalier bestimmt 
werden wird, die Gleichung ^Y*+ 2cfX+ 2hY+ a, JS auf 
eine neue .X-Achse. Man erhalt 

(66) ^ + 2^Z+ 2(V + fc)^ + c a A 2 + 2 Ac + ^3 - 0, 
und wenn c ==/&: ^ gesetzt wird, folgt 



(67) ^r + 2^Z+ tt - 0. 

Zur weiteren Vereinfachurjg dieser Gleichung beziehen wir (07 ) 
vermoge X = 3 + d auf eine neue T-Achse. Man erhalt 



(68) ^D 2 + 2g$ + 2c,d + f - 0, 
und wenn man 

(69) *- 



setzt, was geschehen kann, da die Falle g s- und 
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ausgeschlossen warden, ergibt sich eine Gleichung von der 
Form 

(70) 2) 2 

wobei 



sin 



(71) 2p 2g : ^ a 

ist. Die vorstehenden Entwicklungen zeigen, daB sicli die 
Gleichung (61) immer in (70) iiberfiihren laBt, wenn .4 + 0, 
-1 33 = & u a 22 a 12 2 == und mindestens eine der GrroBen -4 18; 
.A> 3 von Null verschieden ist. Hierbei hat J. 33 = zur Folge, 
daB in (61) die Gliedergruppe a u # 2 + 2a^xy + a^if das 
Quadrat eines in x und j/ linearen, liomogenen Ausdrucks wird. 
fm vorliegenden Falle stellt daher (vgl. S.271) die Gleichung (61) 
eine Parallel dar. 

Da a n : a ia = a 21 : a 22 ist ; sind die Durchmesser dieser Kurve^ 
wie auch schon S. 289 erkannt wurde, einander parallel; ihre 
Kichtung ist durch tg^^* a n :a^ = a n :a^ gegeben.*) 

Ist a 13 cos c^ + a 23 sin ^ t = 0, so liegt nunmehr, wie schon 
S. 1*96 ervvahnt wurde, ein Parallelenpaar vor, und die Glei- 
chung (62) vereinfacht sich in 

(72) L 2 Y 2 + 2 fa, cos ^ + a,, sin <%) Y+ a^ - 0, 



wobei A 2 == a lt + a% ist. Die Diskriminante dieses Ausdrucks 
ssweiten Grades in Y wird 



cos &, + a 23 sin a 3 ) s (a xl + a/ 22 ) a as oder 
a 2 13 sin 2 a 2 ~ ^ 2 23 cos 2 3 + 2a J8 a 23 sin a: 2 cos <v 2 
2 ) (flis sin % "~ a n cos ^)*- 
Bei Einfiihruug von ^ an Stelle von a a durch a a ^ T 2 ^ 

*) Wenn ein Teil des Kogelschnittes genau verzeiclinet ist, so 
kann man seinen Mittelpnnkt und seine Gattung beetimmen. Dennje 
wei parallele Sehnen befltimmen durch ihre Halbierun^spunkte einen 
DurchmeBBer; in deraelben Art erha.lt man durch zwei andere parallele 
Sehnen einen zweiten DurchmeBser. Sind beide Durchmesser parallel, 
so 1st der Kegelschnitt eine Parabel; schneiden sie sich auf der konkaven 
Seite des Kurvrenbogens, so ist er eine Ellipse und im entgegengesetzten 
Fall eine Hyperbel. 
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(vgl. GL (48), S. 292) wird a 13 sin a 2 - a 2s cos a 2 = q= (a 18 cos ^ 
+ Ogg sin c^), und dieser Ausdruck ist nach Voraussetzung 
Null; man hat daher A = (A n + -4 22 ). Sind beide Unter- 
determinanten yon Null verschieden, so haben sie wegen 
A n A^~ J. 12 2 = J.c% 3 = Werte von gleichem Vorzeichen. 
Hieraus folgt, dafi das Parallelenpaar (72) reell oder imaginar 
ist ; je nachdem eine der beiden GroBen -4 11? A^ negativ oder 
positiv ist, und dies ist dasselbe Kriterium, zu dem wir schon 
Mher (S. 295) auf anderem Wege gefuhrt wurden. Wenn nur 
eine der Unterdeterminanten A n , A^ verschwindet, so ent- 
scheidet das Vorzeiclien der nicht verscliwindenden in gleicher 
Weise, ob das Parallelenpaar reell oder imaginar ist, und 
wenn A n ~ -4 22 = ist ; wird das Parallelenpaar nacli S. 295 
und 284 zur Doppelgerade. 

Mit Hilfe der Diskriminante A = - (A n + 4 22 ) der Glei- 
chung (72) kann man (72) in der Grestalt 



2\ S , -^n + 4 . 

7 A 2 



schreiben, aus der vermoge der Transformation 
die Gleichung 

hervorgeht. Diese endlich ist mit Riicksicht auf A 2 == a u + a n 
und auf J. 22 :<% A n : % (vgl. Gl. 59, S. 295) identisch mit 



also mit den Gleichungen (60) ; die wir schon Mher (S. 295) 
in andrer Weise erhalten laaben. 

144. Von der allgemeinen Gleichung der Kurven zweiten 
Grades ausgehend wird man also durch die in Nr. 141, 143 und 
142 angegebenen Transformationen auf die Gleichungen (53) 
oder (70) oder (57) gefuhrt. Bs sind dies, von den Geradenpaaren 
abgesehen, die schon in Nr. 131 erwahnten Gebilde, Im Fol- 
genden stellen wir die erhaltenen Kriterien in einer Tabelle 
tibersichtlich zusammen: 



Kriterien fur die Kurven zweiter Ordnung 
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4H-0 


4,s = 





-4 38 <0 


-4s 


>0 


Parabel 


Hyperbel 


QI^A oc 
< 


,er a^A 
> 


Ellipse 


imag. 
Kurve 


Q 


4<o 


A 3S > 


A n oc 

<o 


er Aft 

>o 


-0. 


Reelles 
Geraden- 
paar 
(Scbnittp 


Imaginares 
Geradenpaar 

tt. im Bndlichen) 


Reelles 
Paralle 


Imagi- 
nares 
jlenpaar 


Doppel- 
gerade 



Diese Kriterien gelten aucb dann, wenn die urspriingliclie 

ichung der Kurve auf schiefwinJdige Koordinaten bezogen 

Der Leser wird sicii hiervon leicht iiberzeugen, wenn er, 

am ScliluB von Nr. 141 empfohlen wurde, die Unter- 

bungen von Nr. 141143 unter Voraussetzung schiefwink- 

:r Koordinaten durcMiilirt. 

B. 1) Man bestimme die Gattung der durcb folgende Glei- 
ngen dargostellten Kegelscbnitte : 

5# 2 + 4xy + y* 5# 2y 19 = 0. Ellipse. 
So; 2 + Any + 7/ 2 So; 2^ + 21 = 0. Hyperbel. 
4oi 2 + 4o?2/ + f 6 x 2y 10 0. Parabel. 

2) Eine Kurve mit a 12 == und A 4= ist eine Ellipse oder 
) imaginare Kurve fur gleiche, eine Hyperbel fiir entgegen- 
etzte Vorzeicben von a n und a 22 . 

3) Eine Kurve mit a n = und AJf*Q ist eine Parabel, 
xn zugleicb a 12 = ist, sonst eine Hyperbel. 



2 



It eine Parabel dar, die die Koordinatenacbsen in den Punkten 
:) und 0|6 berUhrt. 
6) 7ic* 1 6 $y + &y* + 5x 10y 0. Reelles Geradenpaar. 

6) 255? 2 20ii?s/ + y* + $ 0. Imaginares Parallelenpaar. 

7) 9o; 2 + 12ir^ + 4y s 30# - 20y + 25 0. Doppelgerade. 
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145. Gleichungen der Paare konjugierter Durchmesser. 

Die Gleichung des zu einer Richtung a konjugierten 
Durchmessers, also des Durehmessers, der die in der Richtung cc 
gezogenen Selinen des Kegelschnitts halbiert, ist bei recht- 
winkligen Koordinaten nach (43), S. 291: 

(a u eos# 4- ' 

^ ' 



+ (# 81 costf + a^ since) = 0. 
Fur den Winkel cd dieser Geraden mit der #-Achse ist 

&f, also 

> 



(74) a 22 tgatg*' + Ou(tga 4- tga') + a u - 0. 

Die Symmetric dieser Gleicliung in bezug auf a, cc* ist 
wieder ein Beweis ftir die schon S. 286 bemerkte Tatsache, 
daB die Sehnen, die mit der #~Achse den Winkel cc' bilden ; 
ihrerseits von einem Durchmesser halbiert werden, der mit 
der o;-Aclise den Winkel cc einschlieBt. Also gehort zu zwei 
Eichtungskoeffizienten tga ; tga' ? die der Gleicliung (74) ge- 
nugen, stets ein Paar konjugierter Durchmesser* Nach Nr. 17 
nnd 94 (tga = A ; tga' = Z r ) bilden alle diese Paare erne In- 
volution. Vgl. auch Nr. 148, 

Ist # 12 = 0, so gehort zu der Richtung a die Richtung 
tg cc j = oo des konjugierten Durchmessers, die Koordinaten- 
achsen sind daher in diesem Falle den Acfisen des Kegelschnitts 
parallel. Bei .-'iV^V;,.; 7 :,, Parallelkoordinaten gilt der ent- 
sprechende Satz: Fehlt in der allgemeinen Gleichung eines 
Kegelschuitts das Glied mit xy, ist also a 12 ; so sind die 
Koordinatenachsen einem Paare konjugierter Durchmesser 
parallel. Denn geben wir y einen konstanten Wert, so ist 
die Summe der zugehorigen Abszissen gleich 2a l3 :a ily also 
liegt die Mitte der zur #-Achse parallelen Sehnen in der 
Geraden a n x + a is = 0, d. h. in einer Parallelen zur y-Achse. 
Ebenso findet man a^y + a 23 als die HaJbierungslinie 
der y -Parallelen. 

B. Fur die Parabel ist wegen a 12 2 == a^ a%% die Involution 
der konjugierten Durchmesser parabolisch nach Nr. 94 und Nr. 18: 
Die parallelen Durchmesser sind sSmtlich der unendlich fernen 
Geraden konjugiert. 
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146. Gleichung des Acksenpaares. Fiir zwei zueinander 
rechtwinklige konjugierte Durchmesser, also fiir die Achsen 
des Kegelschnitts, hat man (Nr. 36) tg a'== l:tg#, mithin 
zur Bestimmung von cc die quadratische Gleichung 

(75) a 12 tg 2 a + (a n - a 22 ) tg a - a 12 - 0. 
Eine einfache TJmformung ergibt aber 

(76) o, s cos 2 a - 5il^?~ s gi n 2 0, also 



Fur den Fall a n =- a 22? o u - vgl. S. 291 
Setzt man in (75) tg =- (y - y ) : (a? - o\>), wo o? o; y 
die Koordinaten des Mittelpunktes der Kurve (vgl. S. 287) be- 
deuten, so erhalt man die Gleichung des Achsenpaares: 

(77) a 12 (x - xtf - (a u - 22 ) (x - ^) (y - y ) - a 12 (y ~ 2/ ) 2 - 0. 

Die Schnittpunkte der Achsen mit der Kurve nennt man die 
Scheitel der Kurve. 

Die Pardbel Jcann nur eine Achse und einen Scfieitel ion 
Endlichen habm. Die Richtung der Achse ist nach S. 297 durch 
tg #!=> a u :a ls = a 12 :^ 22 gegeben. Liegt die Gleichung 
der Kurve in der transformierten Form D a 2j)3 = vor 
(vgl (70), S. 297), so ist $ die Gleichung der Achse-, fiir 
eine durch 

a n rc 2 + 2a 13 #2/ + a 22 y 2 -f 20 18 o? + 2a 28 2/ + a 33 
J.33 a a a 22 - & 12 2 0, -4 4= 

gegebene Parab.el erhalt man als Gleichung der Achse nach 
S. 296 zunachst 2) = J - c 0. Hier ist 

Y sin (a 2 cfj) = a; sin ^ + y cos ^ oder da ^ 2 y at, 
y = x cos a 9 + y sin a 2 ; 



ferner ist nach S. 296 e ^^^, die 



Gleichung der Achse wird daher im ursprunglichen Koor- 

dinatensysteui x, y: 

. - rtN , <x in cos a. + Sft sin a s 

(78) x cos z + ?/ sm 8 --- l - J ---' - 
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Aus tg K! - a n : % 2 = a 12 : a 22 folgt nun tg K 2 => tg fo T -|- ), 
, &L a &L 9 man kann dalier die Gleichung (78) der Achse 

#11 a !8 

cfer Parabel in einer der beiden Formen 

(79a) 
oder 
(79b) 
schreiben. 

B. Die Achsen der Ellipse 14# 2 4#?/ + Ily 2 = 60 sind 
2# 2 + 30? 2y a oder (20 y) ( + 2y) = 0. 

Man beachte, dafi der Mittelpunkt der Kurve im Koordinaten- 
anfang liegt. 

147. Tangentenpaar. Schon in Nr. 135 wurde gezeigt, 
daB durch jeden Punkt P t der Ebene zwei Tangenten an 
einen Kegelschnitt gezogen werden konnen. Die Gleichung 
dieses Tangentenpaares ergibt sich sofort aus der Bedingung 
dafur, daB die Verbindungslinie zweier Punkte P u P 2 den 
Kegelschnitt in zwei zusammenfallenden Punkten trifffc, also 
beriihrt. Diese Bedingung lautete (vgl (14), S. 274): 

K ffa) + y* f(yj + *s f W Y - f(^> V* *J f(* y* %) - - 

PaBt man hier iu g | y 2 1 ^ 2 als laufende Koordinaten auf, was 
dadurcli znm Ausdruck gebracht werden soil, daB man den 
Index 2 bei # 2 , 2/ 2? #% weglaBt, so ist 

(80) (xffa) + yf(ti + *f(*3 } 2 - 4f(a V *Jf(*> y> *) - 

die Bedingung dafur ? daB die Verbindungslinie eines Punktes P 
mit dem festen Punkte P x eine Tangente des Kegelschnitts 
f(x, y, 0) = sei, d. h, die Gleichung (80) stellt das von P t 
an die Kurve gelegte Tangentenpaar dar. Dabei kann der Aus- 
druck xf fo) + yf(yj + gf(g l ) auch durch ^ f(x) + J/ A f (y) 
+ #1 f(fi) ersetzt werden ? wie schon auf S. 273 bemerkt 
wurde. 

Liegt der Punkt P l insbesondere im Koordinatenanfang 
(#! ; y l = ; l 1), so erhalt man ftir das von ihm an 
die Kurve gelegte Tangentenpaar die Gleichung 
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(81) (a 3 i#+^+^) 2 -as3(%^ 2 +^^ 
oder auch 

(82) (a n a 33 a 18 2 ) a? - 2 (a 13 a 23 - a 12 a 33 ) 0y + (0 22 a 33 - a 23 2 ) y 2 = 0, 
und hierfiir kann kflrzer 

(82 a) AM x* - 2 AM xy + A u f - 

gesetzt werden. 

Die beiden Tangenten sind im allgemeinen voneinander ver- 
schieden, Stellt man aber die Bedingung dafur auf ; dafi die 
Gleichung (82) ; als quadratische Gleichung fur y\x betrachtet, 
zwei gleiche Wurzeln hat, so erhalt man 



- 0, 

d.k a sil j.= 0. 

Also fallen einmal die beiden yom Nullpunkt ausgehenden 
Tangenten zusammen ftir a 33 = 0, d. h. wenn dieser Punkt der 
Kurve angehort. Daher ist ein Punkt in der Kurve als der 
Schnittpunkt Ton zwei zusammenfallenden Tangenten derselben 
anzusehen, so wie die Tangente als die Verbindungslinie von 
zwei zusammenfallenden Punkten erklart worden ist. 

Die Tangenten fallen auch zusammen, wenn die Diskrimi- 
nante A gleich Null ist: 



d, h, wenn die Kurve in ein Geradenpaar zerfallt. Denn dann 
ist die einzige Gerade, die sie in zwei zusammenfallenden 
Punkten schneiden kann, die nach dem Doppelpunkt gezogene; 
die aus einem Punkt an eine zerfallende Kurve zweiter Ord- 
nung gehtenden Tangenten fallen mit jener Geraden zusammen. 

Falls der Kegelschnitt kein Geradenpaar ist und in einem 
reellen Zug verlliuft ; trennt er die Ebene in zwei Gebiete, die 
wir als Aufieres und Inneres der Kurve untersclaeiden. Wir 
nennen den Punkt einen aufieren oder inneren, je nachdem 
das von ikm an die Kurve gelegte Tangentenpaar reell oder 
imaginiir ist. 

Die Gleicliung (81) des vom Koordinatenanfang m den 
Kegelschnitt zu ziehenden Tangentenpaares zeigt ; dafi diese 
Gleicliung auch bei schiefwinkligen Koordinatenachsen das 
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Tangentenpaar darstellt. Denn fur die Sfchnittpunkte dieses 
Geradenpaares mit der Kurve ist auch (a^x + a^y + % 8 ) 2 = ? 
d. h. die Verbindungsiinie dieser Punkte ist die Polare des 
Koordinatenanfangs 0. Die linke Seite der Grleichung (81) 
mufi das Produkt yon zwei in #, y linearen, homogenen Fak- 
toren, also von der Form & n # 2 + 2& js #y + & 2 s2/ 2 sein, woraus 
hervorgeht, da8 die Gleichung der Kurve in die Grestalt 
(83) & n # 2 + 2& 12 #s/ + Z> 22 2/ 2 - fax+atf + a s ) 2 - 

ubergefuhrt werden kann, wobei & lt # a + Sb^xy -f & 22 ?/ 2 das 
von an die Kurve gelegte Tangentenpaar und a^x+a^y+a^^Q 
die zugehorige Beriilirungsseline darstellt. (VgLNr. Ill, S. 221.) 
Die Grleichungen (81) bis (83) gelten auch fiir einen be- 
liebigen Pol P 1 (x^\y^ (statt des Koordinatenanfangs 0), wenn 
man in ihnen % \ y durch x ^ | y y^ ersetzt. Denn aui' ein dem 
ursprtingliclien Koordinatensystem # ; y paralleles System X, Y 
bezogen, das seinen Anfangspunkt in P l hat, wiirden die 
Grleichungen (81) bis (83) fur dieses neue System gelten, wenn 
man in ihnen x \ y durdb X \ Y ersetzt. Da aber X x x v 
Y^yy l ist (vgl.S.24) ; hat mannur die Ausdrdcke x x^ |y y l 
an Stelle von x\y in (81) bis (83) einzutragen, um die Gleichung 
des von P x an die Kurve f (x, y, 0) =* gelegten Tangenten- 
paares in einer von Gleichung (80) nur scheinbar verschiedenen 
Gestalt und auf das ursprungliche System bezogen zu er- 
halten. 

148. Asymptoten. Da der Mittelpunkt G einer Kurve 
zweiten Grades der Pol der unendlich fernen Geraden ist, liegen 
die BerUhrungspunkte der von ihm an die Kurve zu ziehenden 
Tangenten im Unendlichen. Man nennt diese beiden Tangenten 
die Asymptoten der Kurve; sie sind reell im Fall der Hyperbel, 
konjugiert imaginar im Fall der Ellipse. Zur Ableitung der 
Gleichung des Asymptotenpaares hat man nur in (80) far # 1? 
2/i die Koordinaten des Mittelpunkts einzutragen; dies sind 
aber nach S. 287 Zahlen X Q , y , die die Gleichungen 

if ( ) - nb + a i2% + a is = 

if (j/o) = ^1^0 + #222/0 + <*** 

erfallen, Bei Berticksichtigung dieser Tatsache und der Gleichung 
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Hh *J CO - 2/ (a?!, y u * x ) geht aus (80) 
die Gleichimg 

-> ; ua; + a 32 ^ 
ocler 

{84 a) s 2 (a sl a? + a. ISt y + a 33 * ) - * /(a;, #, *) == 
liervor. Hier 1st aber a 9l x Q + a 32 2/ + a 33 nach S. 288 gleich 
A : ,4^, die Gleichung des Asymptotenpaares wird also in nicht 
honiogener Sclireibweise: 

(85) A - Aj 3 (a n x 2 + 2a^xy + a^f+ 2a^x + 2a^y + a 83 ) = 0. 
Hei der Parabel (^1 ^ ? A^ = 0) ist, wie (84) zeigt, die 
uundlich forne Gerade s == die einzige Gerade, die die 
Kurve in zwei vereinten unendlich fern en Punkten schneidet. 
Die unendlich fernen Punkte einer Kurve zweiten Grades 
sind nach S. 279 die Doppelpunkte einer Involution, die von 
deu auf der unendlich fernen Geraden </ M gelegenen harmoni- 
schen Polepaaren der Kurve gebildet wird. Aus der Definition 
der Paare konjugierter Durchmesser (Nr. 139) folgt daher, daB 
die Paare ihrer unendlich fernen Punkte zu den Beriihrungs- 
punlvten dtu* Asymptoten harmonisch liegen, und cs bilden 
Durchmesserpaara xdbst cine Straldeninvoluf/ion, deren 
. aus den beideti A$ij/nfifttfet> bcstehcn. Die Achsen 
sind ein Paar xueimmdur i-echiwinkliger konjugierter Durch- 
meaner, siv halbicran daher die, von den Asymptotcn fjebildeten 
\Vinkd> ) und sio Bind stats rcett, gleichviel ob die Asymptoten 
rci*ll odor imaginar sind (Nr. 59). 

B, 1) Das Asymptotenpaar dor Uyporbel 

9^a _ 4 ?/ s _ 54 3. _ 33^ _ 19 () 

hat Ji( k Olciubung 9a; a -I/ 54 x 32?y + 17 *** odor 
(3/ + 2?/ l)(3a; a// 17) 0. 

2) Zu wigwi, dali boi oinom Parallolonpaar die Asymptoten u 
aus der doppolt '/u zUhlenden Qeraden bestehen, dio in der Mitte 
dm bnidon Parallelem vtsrliluft. 

ein Purallelenpaar f(x, y, &) 1st (vgl. S. 287) A 0, 
dahor auch A lt 0, J 8a --0, ierner nach S. 289/90 



I Inter der Vorausstasung, daB etwa a^^ 8 ^ sei ' *&& man far 

ftual.Uooni, d. Xogolsolm. 8. Aufi. 20 
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das ,,Asymptotenpaar" unter B/iicksicht auf u #22 = # 12 2 
a ls a 22 == a 12 a 2S nunmebr nacli (85) die Gleichung 



Das Parallelenpaar selbst wird durch das Produkt 



dargestellt. 

149. Tangentialgleicfrung. Es soil nun die Bedingung 
aufgestellt werden, unter der eine Gerade ux + vy + iv == 
den Kegelschnitt 
(86) a u o? 2 + 2a^xy + a^f + 2a ls # + 2a^y + % 3 

bertilirt. 

Es miissen im Falle der Beriihrung die Koeffizzenten w ; 
^ W7 der Gleichung der Geraden den Koeffizienten von x, y, 2 
in der Grleichung einer Tangente ^=0 proportional sein, man 
hat also (vgl. S. 275f.) bei Benutzung eines Proportionalitats- 
faktors ^: 



(87) 

wobei ^ | j/i die Koordinaten des Beruhrungspunktes Pj der Tan- 
gente bedeuten, die die Gleictung der Geraden ux + vy + w 
erfullen mussen, Zu (87) tritt daher noch ux-^+vy^+w^Q oder 
(88) ^(ux 1 + vy 1 + w) 0. 

Durch Elimination von tf# 1; ^^ und or aus den vier Glei- 
chungen (87) und (88) ergibt sich 



(89) 



a n 



V 



'O. 



u v w 
Nach Multiplikation mit 1 wird diese Gleichung identisch mit 
(90) J^(w ; v,w)~^ u w 2 +2^ 12 Mv4^^ 

und dies Ergebnis hatte auch ohne Anwendung einer Deter- 
minante durch Auflosung von (87) nach <7# 1; tfy 17 6 (vgl. 
(26), S. 283) und Einfiihrung der gefundenen Werte in (88) 
gewonnen werden konnen. 
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Die Gleichung (90) heiBt die Tangentialgleichung des Kegel- 
schnitts (86) oder seine Gleichung in Linienkoordinatew, weil 
sie durch die Koordinaten einer jeden Tangente der Kurve 
erfiillt werden muB. 

Die Formen (90) und (86) entsprechen sich genau dualistisch 
(Nr. 78 und 82). Es sei noch darauf hingewiesen, da8 diese 
Gleichartigkeit der Darstellung einer Kurve zweiten Grades 
in Punkt- und Linienkoordinaten die analytische Begriindung 
der schon in der Polarentheorie hervorgehobenen dualistischen 
Beziehungen an derselben ergibt. Da insbesondere die Tan- 
gentialgleichung wiederum vom zweiten Grade ist, so nennt 
man den Kegelschnitt aucli eine Kurve zweiter Klasse (Nr. 79). 
Wenn aber die Ordnung und die Klasse einer Kurve iiber- 
einstimmen, spricht man vom Grade derselben (S. 267 Anm.). 

Besteht der Kegelschaitt (86) aus einem Geradenpaar, ist 
also A = 0, so stehen die Koeffizienten A ik von (90) in engster 
Beziehung zu den Koordinaten | \ y des Schnittpunktes 8 des 
Geradenpaares, wie schon S. 283 gezeigt wurde, und an die 
Stelle der Gleichung (90) tritt alsdann nach (27 a), S. 283: 
(91) (w + ^ + M) 2 =0 7 

sie stellt den Schnittpunkt S doppelt zahlend dar. Zu einer 
Doppelgeraden (alle J.a-^0) gibt es keine Gleichung in Linien- 
koordinaten. 

Die Bedingung dafiir, daB zwei Punkte mit den homogenen 
Koordinaten x l \ y^ \ t bez.a? 2 \ yfy harmonische Pole in bezug 
auf den Kegelechnitt f(x, y, 0}=*Q seien, ist nach S. 277: 

oder auch 



Dual folgt nun als Bedingung dafiir, daB zwei Geraden g l und 
t </ 2 mit den homogenen Koordinaten %|i| w x bez.w 2 |^ 2 w 2 har- 
monische Polaren des Kegelschnitts F (w ; v, w) = seien: 

i) - oder auch 
^ - 0, 

Ausftihrlich geschrieben lauten diese Gleichungen: 



- 0, 

20* 
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Erfiillen die Koordinaten der beiden Geraden g t und g% diese 
Bedingung, so liegen g l und g% harmonisch zu dem von ihreni 
Schnittpunkt an die Kurve gezogenen Tangentenpaar. Vgl. 
auch S. 280/1. 

B. Em Kegelschnitt ist durch fiinf seiner Tangenten bestimmt 
(Nr. 129), und wenn drei seiner Tangenten durch einen Punkt 
gehen, so besteht er aus diesem Punkte uud dem Schnittpunkt 
der beiden anderen bestiinmenden Tangenten: Die Gesamtheit seiner 

Tangenten besteht aus den zu 
diesen Punkten gehorigen Strah- 
lenbiischeln. 

150. Sekanten eines Ke- 
gelsclmitts. Aus der schon 
in Nr. 130 benutzten Polar- 
gleicliung des Kegelsdhmtts 
(86) ergibt sich fur das Pro- 
dukt OR'- OH 11 der Vektoren, 
die in einer den Nullpunkt 



enthaltenden Sehne E'lt" 
(Pig, 77) vom Neigungswin- 
kel & (oder # + 3c) gemessen sind ; der Ausdruck 




Wird durcbi eine zweite Sekante gelegt (Neigungs- 
winkel ^ f ), auf der die Kurve die Setme S'S" abschneidet, so 
ist das Produkt OS* OS" durch einen Ausdruck dargestellt, 
der aus (94) durch Vertauschung von -O 1 mit &' hervorgeht; 
man hat somit die Gleichung 

' sin O' f 



^ 
OS' - OS" "" 

Diese gilt, welche Lage auch der Punkt haben moge. Denn 
bei Verlegung des Nullpunktes durch Parallelverschiebung der 
Koordinatenachsen in einen anderen Punkt der Ebene bleiben 
die Koeffizienten a ll; a 12 , a 2S unverandert. Die Sekanten 
miissen nattirlich ihre Richtungen d- ; &' beibehalten. So folgt: 
Werden durch einen PunU zwd Sekanten OR, OS ge- 
zogen, die die Kurve in den Punlden R 1 , JR /; ; S' } S" sckneiden, 
so ist das VerJialtnis 
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OE f -OE":OS'-OS" 

der Eechtecke aus den dwell die Kurve gelildeten Abschnitten 
dieser Sekanten filr jede Lage des PimUes das namliche, so- 
bald die Eichtungen der SeJcanten OE, OS dieselben Ueiben. 
Auch der folgende Satz gilt: Werden durch zwei feste 
PunUe und O l irgend swei Parallelen OE und 1 E i gesogen, 
so ist das VerMltnis der Eechtecke 

OE'-OE": O.E^'O.E 1 ^ 

konstantj welches aucli die EicJitung dieser Seltanten sei. Denn 
diese Rechtecke siiid 



wenn a'^ der Wert ist ? den das absolute Glied der allgemeinen 
Gleichung bei Verlegung des Anfangspunktes der Koordinaten 
von nach O t annimmt. Das Verhaltnis dieser Eechtecke 
ist daher == ^ a3 :a' 33 und somit von # unabhangig. Fur a n = a 22 , 
<7 12 = 0, also bei einem Kreise ; ist das Sekantenprodukt (94) 
von der Richtung # unabhangig, wie aus der Elementar- 
geometrie bekannt ist. 

151. Der Sata von Nr,150 schlieBt einige Palle ein, ftir 
die besondere Ausdrucksformen wichtig sind. 

1. Ist O l der Mittelpunkt der Kurve, so ist O^^O^ 1 
und die GroBe 1 R l 'E n O l wird das Quadrat des zu 1 E 
parallelen Halbmessers oder halben Durchmessers. Also ver- 
kalten $ich die EecJitecJce aus den Abschnitten in 0wei sieh 
schneidenden SeJmen #ueinander wie die Quadrate der 0u diesen 
ftehncn pnrallden Durchmesser. 

2. Wird die Sehne OE zur Tangente, so ist OE 1 OE" 
und OE' OE" das Quadrat der Tangente. Aus dem eben 
gefundenen Verluiltnis der Quadrate folgt aber ; da/3 die Langen 
der durch einen Punkt f/esogen&i Tangenten sich ssueinander v&r- 
halten wie die Langen der Durchmesser, &u denen sie parallel sind. 

3. Ist die Linie 00 X ein Durchraesser und OE, 1 E 1 
parallel m seinen Ordinaten (vgl.S.285) ; so ist E'0=*OE", 
E\ O i ~* 0^11"^ Schneidet der Durchmesser die Kurve in den 
Punkten A!, A", so ist also OE n :A'0- OA" - 0, E^^A'O^O^ 1 ', 
d. h. die Quadrate der Ordinaten irgend eines Durchmessers sind 
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den Rechtecken aus den Abschnitten proportional, die sie im 
Durchmesser bestimmen. 

Es gibt aber einen Fall, in dem der Satz von Nr. 1 50 nicht langer 
gultig bleibt, namlichwenn dieSekante OS parallel zu einer Asym- 
ptote der Kurve 1st. Denn das Rechteck wird mit dem Abschnitt 
08" unendlich, und OS schneidet die Kurve nur in einem end- 
lichen Punkt S 1 . Wir priifen nun die naheliegende Vermutung, 
ob in diesem Fall das Verhaltnis OS* : OR* OR" konstant ist. 

Nehmen wir zur groBeren Einfachheit OS zur it-Aclise 
und OR zur j/-Achse. Soil die #-Achse zu einer der Asym- 
ptoten parallel sein, so muB in der Gleiclauiig des Kegelscbnitts 
das Glied a n # 2 fehlen, denn die fiir y == erhaltene quadra- 
tische Gleicliung a u ^ 2 + Sa^xz + a 33 # 2 = muB sicli nun 
auf erne Gleichung ersten Grades fiir x:$ reduzieren (vgl. 
Nr. 16 und 27), oder in anderer Ausdrucksweise: bei der eben 
angeschriebenen Gleicliung muB man den Faktor 8 ausscheiden 
konnen ; was einer Wurzel ^ = entspricht (vgl. S. 142). Die 
Gleicliung der Kurve moge demnach die Form haben 
(96) 2a r xy + a^y* + 2a^x + 2a^y + a 38 0. 

Indem wir y => setzen, wird der Absclinitt in der #-Achse 
gefunden OS 1 === a- 38 : 2a 13; und indem wir x - setzen, wird 
das Rechteck unter den Abschnitten in der j/-Achse gleich 
83 :a 22 . Also ist OS' : OR'-OR"** - a 22 :2a ls . Wenn wir 
nun zu irgend anderen parallelen Achsen transformieren, so 
bleibt a 22 unverandert ; und das neue a 13 wird gleich a 12 y' + a u . 

Also verandert sich ienes Verhaltnis ^^ in ~, * . " - x ? es 
J 2a, 18 2(a 14 y ' + a 18 )' 

bleibt im aDgemeinen nur konstant, solange ?/' konstant ist 
Die durch gweiparallele Sehnen einer Hyperlel in einer Parollden 
#u einer Asymptote gelildeten Alschnitte sind proportional den 
Rechtecken unter den Abschnittm der Sehnen. 

1st aber die Kurve (96) eine Parabel, so ist a u *=> 0, und 
das Verhalfcnis iinmer konstant: Wenn in einer Parabel eine 
Oerade irgend einen Durehmesser schneidet (Nr. 143), so stcht 
das Rechteck unter den in ihr lestimmtm Abschnitten $u dem 
durch sie im D'tvrchmesser gebildetcn Absclmitt in honstantewi 
Verhaltnis, solange ihre Richtung dieselbe Ueilt. 



Neuntes Kapitel. 

Die Mittelpnnktseigenscliaften YOB. Ellipse 
und HyperbeL 

152. Konstanten der Transformation bei reehtwinkligen 
Koordinaten. In Nr. 141 wurde gezeigt, daB die allgemeine 
Grleicliung eiues Kegelschnitts 

(1) a n # 2 + Sa^xy + a 32 ?/ 2 + 2a^x + 2a^y + a 83 = 
darch die Transformation auf die Aehsen der Kurve die Gestalt 
annimrnt 

(2) AjX'+^P + A-O, 

-^as 

vorausgesetzt, daB der Kegelschnitt einen im Endliehen ge- 
legenea Mittelpunkt liat oder eine sogenannte Mittelpunktslcurve 
ist. 1st die Gleichung (1) auf rechtwinklige Koordinatenachsen 
bezogen ; so sind Herbei ^ und ^ die Wurzeln der quadra- 
tischen Grleichung 

(3) A 2 (On + a 22 ) I + a u a^ a 12 2 = ? also 

(4) A! + J, - <*n + fl; ^1^2 = %1^2 ~ %2 2 - 

Setzen wir B 2a = (a u a 22 ) s + 4^ 12 2 7 so lautet daher die 
auf die Achsen*) transformierte Grleichung der Kurve (1): 

o A 

(5) (a n + a 22 - E) a; 2 + (a u + a 22 + JB) y 2 



Wiirde die Gleicliung (2) in der Form a f n Z 2 + a' M P + ^'33 = 
gesclirieben, so wiire offeubar 

(6) fl u + a w - a ! n + a'w und a u a 22 - a 12 2 - a' lt a' n . 
Man kann nun zeigen, dafi tiberbaupt bei Transformation der 
auf recbtwinklige Koordinaten bezogenen Gleichung (1) zu 
einem gams lelielrigen anderen rechtwinMigen System x\ y 1 die 

*) Nutiirlicli bleibt beliebig, welche Achse als a- oder y-Achse zu 
nehmen ist. 
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Ausdrticke a n + a 22 und &n&> 2 ~" a is 2 unverandert bleiben, 
oder m. a. W.: Denkt man sich die transformierte Grleichung 
mit Koeffizienten a r ik geschrieben, so ist 

(7) a n + a 22 = a' u + a' 22 , a u 22 - a 12 2 - a Vss - < 2 L> - 

Zum Beweis dieser PormelB denken wir uns den tJber- 
gang von dem Koordinatensystem %, y zu dem System x' 9 y ! 
(Anfangspunkt 0') in zwei Schritten ausgeffihrt, indem wir 
zunachst (1) auf ein System | ; ^ transformieren, dessen Achsen 
zu x, y parallel sind ? sich aber in O f schneiden; alsdann fiihren 
wir durck Drehung um einen gewissen Winkel $ das System 
| ? 7] in x\ y 1 tiber. 

Beide Schritte sind vereinigt in den Pormeln (vgl. S. 26 
und 27): 

(8) x = # + #' cos & y f sin ^ ; y = T/ O + a;' sin ^ + y ; cos #. 
Bei dem ersten Schritt, der nur eine Parallelverschiebung 

der Koordinatenachsen bedeutet, bleibt die Gliedergruppe 
a 1 x^+ 2a^xy + a^y 1 unverandert, wir wollen daher sofort 
den Erfolg des zweiten Schrittes naher betrachten. Durcli 
ihn wird a n # 2 + 2a^xy + a 22 j/ 2 tibergefiihrt in: 

a u (x f cos ft 7/ f sin O 1 ) 2 + #22 (X s ^ n * + V 1 cos *) 2 

+ 2a 12 (^costf* y'sin^) (^'8^^ + j/'cos^), 

fiir die Koeffizienten a' u , 2a' 12; a f 23 von #' 2 ; a/ J 2/ f und j/ fa gelten 
daher die Gleichungen 

. g. /2a' u = a n +022-} 2a 12 sin 2^ + (fl u a 22 ) cos 2# 
^ ^ ( 2a' 22 = a n + a 22 2a J2 sin 2^ (a n 
Aus ihnen folgt a f u + a f 22 = %! + %, ferner 



aber es ist 4a' 12 2 = {2a 12 cos 2# (% a 22 ) sin 20- } 8 ; daher 

V / M -a' u Vfa 1 + ^ 

B. 1) Die auf die Achsen trausformierte Gleichung der Ellipse 
4^ + Il2/ 2 =:60 lautet 2J 2 +3J 2 = 12. 
2) Die Transformation der Hyperbel 

llr 2 + 84a?y- 24y a - 156 
auf die Achsen ergibt 33? 4r 2 -= 12. 
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153. Wie ist aber die auf die Achsen transformierte Gleichung 
herttustellen, wenn die auf den MittelpunU transformierte Gleiehung 
der Kurve in scliiefwinkligen Koordinaten x, y gegeben ist? Offen- 
bar kann diese Transformation bewerkstelligt werden, indem 
man zuerst in der einfachsten Weise zu rechtwinkligen Koor- 
dinaten #', y f ftbergeht und dann wie in Nr. 141 verfahrt. 

Man hat hierbei die Formeln (55), S. 26 anzuwenden, in 
denen noch a = zu setzen ist, also 

_ x ' sin oo y' cos CD ___ y f 

sin co ; ./ ~~ s i n a ' 

Die Koeffizienten a' 11? a' 22; a 'iz von ^' 2 ; y n un< i 2a;'t/ / werden 
alsdann 

2 > , 



12 
und ferner ergibt sicli 

(11) a'n 



Die Koeffizienten Z 17 ^ 2 s i n< i 3 e * zt die Wurzeln der qua- 
drafcischen Gleichung 

(12) tf sin 2 <o (a n + a^ 2a 12 cos G?) A + & u &o 2 ^ 12 2 ? 
deren Auflosung mit 
JJ S BB (a n %) 2 sin 2 co + { 2a 13 (a n + a 22 ) cos co } 2 durch 



gegeben ist. 

Die auf schiefwinklige Koordinaten mit dem Achsen winkelco 
bexogene Q-leichung einer Kurve zweiten Grades 

a n x 2 + 2a lB xy + a 22 j/ 2 + a 88 0, 

dercn Mittelpunkt im Nullpunkt liegt, geht daher bei der, 
Transformation auf die Hauptachsen uber in 

(a n + a 22 2a n cos co K)x* 
+ a + a 2tf 12 cos co + R)y* + 2a 83 sin 2 o> = 0. 



B. l) Die Gleichung der Kurve sei bezogen auf ein schief- 
winkliges Koordinaten system mit cos co = -f- und habe alsdann die 
Gostalt 10^^+ 6#?/ + 52/ 2 = 10. Wie lautet die auf die Achsen 
transformierte Gleichung? 

Hier ist li + A, ~ ^, ^A, - ^, folglich ^ - 5 7 A, - : 
man erhlllt 16X 2 + 41 3f* 32. 
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2) a? 2 $xy + 2/ 2 + 1 =0 zu den Achsen transformiert, fur 
co 60, gibt X s - 15r 2 =* 3. 

# 154. Konstanten der allgemeinen Transformation 
der auf den Mittelpunkt transformierten Gleiohnng. An- 
genommen, dafi eine Gleichung bei Koordinatenachsen, die den 
Winkel co miteinander bilden, zu anderen unter dem Winkel CD r 
geneigten Achsen mit demselben Nullpunkt trail sformiert 
werden soil, und daB dabei durch die Substitution von Nr. 11 
die GroBe 

a n o? 2 + 2a lz xy + a 2S 2/ 2 in a' n x'*+ 2a' 12 ic f 7/ r 4 a'^y'* 

Ubergehe ; so muB docli immer durch die namliche Sub- 
stitution 

o? 2 + 2%y cos CD + 2/ 2 in x**+ 2x'y' cos CD' + y n 

tibergeftihrt werden, weil die eine wie die andere Funktion 
das bei der Transformation unverandert gebliebene Quadrat 
der Entfernung eines Punktes Ton darstellt (Nr. 11, B. 2). 
Somit muB auch 



ti+ xy cos o + j/ 

- a n x auxy + a 22 y' 2 + n(x'*+ 2'y r cos '42/ fii ) 
sein, fiir jeden Wert von ft. 

Wenn wir nun p so bestimmen, daB die linke Seite der 
Gleichung ein vollkommenes Quadrat ist, so muB die rechte 
Seite auch ein vollkommenes Quadrat sein, denn ; glcich Null 
gesetzt wiirde jede der beiden Seiten ein Piiar zusammen- 
fallender Geraden darstellen. Aber die Bedingung, unter der 
die erste ein vollkommenes Quadrat wird ; ist 

Ki + ^)0s2 + & =* (fl ja + ^ cos co) 2 , 
oder p muB eine Wurzel der Gleichung sein 

/Li 2 sin 2 o + Kx + 22 2a 12 cos CD)JI + %a 2s - a 12 2 = 0. 

Wir erhalten eine zweite quadratische Gleichung von 
derselben Form zur Bestimmung der Werte von (i, die die 
andere Seite der Gleichung zu einem vollkommenen Quadrat 
machen; aber weil beide Seiten fiir dieselben Werte von p 
vollkommene Quadrate werden sollen, mtissen diese beiden 
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Bestimmungsgleichungen identiscli sein, d. h. in ihren ent- 
sprechenden Koeffizienten ubereinstimmen. Es ergibt sich so 



(13) 



sin 2 co ' 



sin a o>' 



Wenn man also lei der auf den MittelpunU transformierten 
GI> I'l i f 'y eines Kegelsehnitts wn irgend einem Paar von Durch- 
messern als Koordinatenachsen mi einem anderen Paare uber- 
geht, so sind die AiisdrucJce 

^it+^ill^ioofl^ md ^a^-a^ 

sin 2 co sin 2 G> 

unverimderlich.*} 

Unter der Voraussetzung a 12 0, a/ 12 = ist die Mittel- 
punktsgleicliung des Kegelschnitts auf ein Paar konjugierter 
Durchmesser als Koordinatenachsen bezogen (vgl. S. 300). Man 
hat daher den Satz: Zwischen den auf verschiedene Paare kon- 
jugierter Durehmesser als Koordinatenachsen "bezogenen Formm 
der Gleichung eines Kegelsclmittes ~bestelit die "Besiehung 



Hieraus folgt unmittelbar: Je nachdem a n , a 22 gleiche oder 
verschiedene Vorzeichen haben, weisen auch a' nj a r 32 das 
niimliche oder verschiedene Vorzeichen auf. 44 ) (Vgl.Nr.170 tind 
B. i daselbst) 

155. Normalglelob.ungen der Kegelschnitte mit Mittel- 
punkt im Bndliolien. Die Gleichung eines Kegelschnittes mit 
einem im Koordinatenanfang gelegenen Mittelpunkt: 

(15) a u a; 3 + a 22 f + a 83 

stellt eine Ellipse oder eine Hyperbel dar (Nr. 142), je nach- 
dem a n a^ > oder a n a^ < ist; insbesondere ist die Ellipse 
imaginar (Nr. 142), wenn a n , a 22 , a 38 dasselbe Vorzeichen 

*) Die geornetrische Dexitung dieser Konstanten folgt in Nr. 170. 
Sp&ter warden wir fiir die Zaiiler der Ansdriicke anch die Bezeichnung 
Invarianten kennen iernen. Als dritte Konstante ware hinzuznfugen 
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haben. Die Abschnitte der Kurve in den Koordinatenachsen, 
d. h. die in denselben gemessenen konjugierten Halbmesser sind 



und jf 

a n 

Unter der Voraussetzung %%>a 33 + zerfallt der Kegel- 
sclinitt nicht, und man kann nunmehr a 83 1 annehmen. 
Alsdann entsteht eine reelle Ellipse, falls a lt und # 23 positive 
Werte haben. Hire Abschnitte in den Koordinatenachsen sind 
reell, und man pflegt den groBeren init a, den kleineren mit 
Z> zu bezeichnen, als #-Achse aber den groBeren Durchmesser 
zu wahlen. So entsteht durch die Substitution 1 : a n = c 2 ? 
1 : # 22 V die Normalgleicfmng der reellen Ellipse 

/'1A^ x * JL 2/ a i 

(16) - 9 + -55- - L 

Die Gleichung derHyperbel unterscheidet sich von (16) nur 
durch das Vorzeichen eines Koeffizienten, und zwar nimmt man 
gewohnlich a 22 negativ an und setzt 1 : # 32 = 6 2 . Man wiihlt 
also als aj-Achse diejenige, auf der die Hyperbel die reellen 
Abschnitte a bildet. Nun kann der konjugierte Durch- 
messer die Hyperbel nicht auch reell schneiden, das Quadrat 
seines Halbmessers ist negativ, gleich & 2 . tJber das Grrofien- 
verhaltnis von a und 6 kann man dann keine Voraussetzung 
mehr machen. Somit ist die Normalgleichung der Hyperhcl 



. 



Endlich ergibt sich bei negativem a n und a 23 oder a? 
und V als den Quadraten konjugierter Halbmesser die 
Normalgleichung des imaginaren Kegelschnittes 



Jedoch beschaftigen wir uns in diesen Kapiteln wesentlich mit 
den reellen Kegelschnitten. (Vgl. nur Nr, 162 und Nr, 167 
B. 4, 6.) 

Die Grleichungsformen (16) bis (18) gelten, sobald die 
Koordinaten rechtwinklig sind, auch als die normalen AcJisen- 
gleichungen der Kegelschnitte mit MittelpunJtt im Endlichen. 
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156. Normale Polargleichungen. Setzen wir in die Grleichung 
a n w* + a^y* + a 33 = ein a 33 1, x = r cos &, y = r sin#, 
so entsteht die Polargleichung 

(19) -p. a u cos 2 # + a 2 2 sin 2 #. 

Sie liifit die Symmetric der Kurve darin erkennen, daB sie 
denselben positiven Wert des Vektors zu je vier Winkeln 
fr, a # liefert. Man pfiegt dann die unter der Voraus- 
setzung a n < a 22 , 1 : a u == a 2 stets positiven GrroBen 

(20) t '--r= c2 a c2==e2 

a n a 22 

ein/Aiflihren und e die Exzentrisitat der Kurve zu neimen.*) 
Demnach ergeben sicli aus den Gleichungen 



die Exzentrizitaten als e mit den Abkfirzungen 

<? 3 = # 2 Z> 2 fur die Ellipse, c 2 == a 2 + 6 2 fur die ! 
Daher ist die Exsentrmtdt e der Ellipse Ueiner, die der Hyperlel 
yrofter als Eins. 

Die Polargleichung der Ellipse laBt sich in einer der aqui- 
valenten Formen schreiben: 



und in der zumeist gebrauchten normalen Form: 

/rtON 2 s o a 2 6 2 \ 

(23) 



Ebenso erscheint rf/c P',J"rfi 1 <-!u,-ii'i.;/ der Hyperbel als: 



a 2 
und als normals Form: 



Diese Polavgleichungen der beiden Gattungen unterscheiden 
sich wieder nur im Vorzeichen von 6 2 . 

*) Man hat zuweilen auch die beiden GrrSfien c nnd e mit den 
Nanien der Exzentrizitilt bezeiclmet, nnd c von e als die lineare 
von der nuweri&chen $$#entri8itat unterschieden. 
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157. Gestalt der Ellipse. Infolge der Symmetric der 
Kegelschnitte mit Mittelpunkt im Endlichen genii gt es ; 
das in einem Quadranten des Achsenkreuzes verlaufende 
Kurvenstiick zu betrachten. Die normale Polargleichung 
6 2 :r 2 = 1 <s 2 cos 2 ^ zeigt, daB # = den groBten, & = \a 
den kleinsten Wert des Vektors r liefert, und zwar gleich a y 
bez. 6. Den groBten Durchmesser 2 a nennt man die grofte 
Achse oder Hauptachse, den kleinsten 2& die Ideine Aclise oder 
Nebenaclise, a und & die Halbaclis&n, ihre Endpunkte die Schetid 
der Ellipse. 

Alle Halbmesser (Vektoren r) der Ellipse*) sind reell, 
denn, da die Exzentrizitat e kleiner als Bins ist, so ist 
1 e 2 cos 2 & > 0. Offenbar nimmt r stetig ab, wenn fr 
von an wachst, d. h. jeder Halbmesser ist urn so langer> 
je weniger seine Richtung von der 
groBen Aclise ab weicht. Die Tangenten 
. - in den Scheiteln einer Achse sind zu ihr 
rechtwinklig, denn sie sind parallel 
zur konjugierten Acb.se. Daher ist die 
Ellipse eine gegen den Mittelpunkt 
Kg. 78. bin Jcorilcave Kurve yon dem in Fig. 78 

dargestellten Typus, deren einzelne Punkte nach. der Methode 
von Nr. 24 aufgetragen werden konnen. 

Das endliche Gebiet der Ebene ; das den Mittelpunkt ent- 
halt ; heiBt das Innere der Ellipse. Setzt man die Koordinaten 
eines inneren Punktes in die linke Seite der auf Null ge- 
bracliten Normalgleichung ein, so erhalt sie einen negativen 
Wert ? insbesondere fiir den Mittelpunkt 0|0 den Wert 1. Eine 
reelle Tangente der Ellipse enthalt nur auBere Punkte (Nr, 150). 
Die Achsen balbieren die Winkel zwischen gleichlangen 
Durchmessern, und umgekehrt (Nr. 156). Daher konnen wir 
sie bestimmen, wenn der Mittelpunkt des Kegelschnittes ge- 
geben ist und wir ihn mit einem konzentrischen Kreis 
schneiden, um in den Durchmessem der Schnittpunkte solche 
von gleicher Lange zu erhalten. 

*) Im gegenwartigen Kapitel werden ntir Durchtnesser in reellon 
G-eraden betrachtet. 
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Insbesondere gehen die konzentrischen Kreise von den 
Radien a, bez. 6 durch die Scheitel der groBen bez. kleinen 
Achse und liegen, zufolge der Polargleichung, ganz auBerhalb 
bez. innerhalb der Ellipse. 

158. Konstruktion der Ellipse, Die Normalgleichung 
der Ellipse kann in Formen aufgelost werden, die die Gestalt 
der Kurve konstruktiv herstellen lassen: 

(26) y = j -j/a 2 - x* und x = ~ y&y*. 

In dem umgeschriebenen Kreis x* + y 2 = a z ist namlich 
"J/a 2 # 2 =j/ f die Ordinate, die zur Abszisse x geh<3rt. 

Die zu demselben x gehorige Ordinate y der Ellipse steht 
also zu y r im Verhaltnis 6: a. Da- 
her hat man folgende KonstnMion 
der Ellipse aus dem umgeschriebenen 
Kreis: In jeder Senkrechten zur groBen 
Achse nehme man einen Punkt P 
(Fig. 79) so an, daB seine Ordinate 
LP zur Ordinate LQ des umgeschrie- 
benen Kreises in dem konstaxiten Ver- 
haltnis der kleinen zur groBen Achse 3ftg. 79- 
6 : a steht; der Ort von P ist die Ellipse. 

Ebenso gehort ]/&- -- y****x* in dem Kreis x 2 + t/ 2 =* 6 2 
zu gegebenem y und begrtindet die KonstruJction der Ellipse 
aus dem eingeschrie'benen Kreis: In jeder Senkrechten zur 
kleinen Achse nehme man einen Punkt P so an, daB seine 
Ordinate zu der des eingeschriebenen Kreises im Verhaltnis 
der groBen zur kleinen Achse steht, tTberhaupt erhalt man 
aus einem Kreis eine Ellipse, wenn man alle Ordinaten eines 
Durchmessers in demselben Verhaltnis ver- 
kleinert oder vergroBert. 

Endlich liefert die Verbindung der beiden v[. ( \^{} HA 
Betrachtungen folgende KonstruMion der Ellipse 
ausdenAchsen; Man zeichnet die konzentrischen 
Kreise, die die Achsen A' A- So, ' - 2& 80 - 

zu Durchmessern haben (Fig. 80), und legt durch je zwei 
Punkte K, L der beiden Kreise, die auf demselben Durch- 
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messer OL liegen, je eine Parallele zu der Acbse A'A bez. B 1 B, 
die der Durchmesser des anderen Kreises ist: die Schnittpunkte 
P dieser Parallelen sind Punkte der Ellipse. 

159. Parametergleichiingen der Ellipse. Die einfaclie 
Ableitung der Ellipse aus dem Kreis ist sacbgemaB, weil der 
Kreis nur die besondere Ellipse mit gleiclien AcJiscn ist. Die 
Normalgleicbung der Ellipse gelit ja mit a = & Q in die 
des Kreises tiber, 

Analytiscb ist dieser Zusaminenbang dadurcb ausgedriickt, 
daB, wenn ein Punkt x\y* den Kreis x* + 2/' 2 = a 2 durchl&uft, 

(n \ 2 
~yY ^ a besehreibt, falls 

stets 2/':2/ = a:& ist. Nun konnen wir die Koordinaten x\y f 
eines Punktes des Kreises a nach Nr. 107 durch eincn Para- 
meter <p darstellen als x = a cos <p, y f = a sin 9. Daher sind 
nun aucli die Koordinaten x \ y eines Punktes der Ellipse durch 
die eine unabbangige Veranderlicbe 9? auszudriicken als 

(27) x * a cos (p, y = - a sin 9? > 1) sin 9?. 

In der Tat tiberzeugen wir uns sofort davon, daB durcb diese 
Substitution die Q-leicbung der Ellipse 



identisch erfiillt wird. 45 ) Der Parameter <p wircl als CX;JCH- 
trische Anomalie bezeichnet. 

Aucb aus Fig. 80 folgen fiir die Koordinaten des Punk- 
tes P der Ellipse die Werte x = OM *=* OLcosy * acosqp, 
y MP = EK & sin y. In Fig. 79 ist -$; ACQ 9. An- 
wendungen in Nr. 169, 194, 229. 

160. BUipsenzirkel. Wird durcb P eine Parallele NMP 
zum Radius CQ = a gelegt (Fig. 79), so ist NP a und 
MP:CQ=*LP:LQ = l):a, dalier JJf P &. Wenn also von 
irgend einein Punkt der Ellipse eine Strecke P-N* = a bis zur 
kleinen Acbse gezogen wird ; so ist der durcb die groBe Acbse 
in ibr bestimmte Abscbnitt PM = 6. Wird die Ordinate PL 
bis zum Scbnittpunkt Q 1 mit dem Kreis rtlckwarts verlangert, 
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so ergibt sich ebenso, dafi in einer durch P zum Radius CQ* 
gezogenen Parallelen von den Achsen Teile von konstanter 
Lange abgeschnitten werden. 

Wenn sich daher umgekehrt eine Grerade MN von kon- 
stanter Lange so bewegt, dafi ihre Endpunkte die Schenkel 
eines rechten Winkels durchlaufen, und ein Punkt P in ihr 
oder auf ihrer Verlangerung fest angenommen ist, so be- 
schreibt P eine Ellipse, deren Achsen a, 6 gleich NP, MP 
sind. Wirklich ist 



= M N , also ( 

Nach cliesem Prinzip sind Instrumente zur Erzeugung 
der Ellipsen durch eine kontinuierliche Bewegung, sogenannte 
Ettipsenzirkel, konstruiert worden." G A, CD* sind zwei feste 
Lineale, MN ein drittes Lineal, von dem zwei Punkte M und N 
in den Geraden CA, CD* gleiten; alsdann beschreibt ein in 
einem beliebigen Punkt von M N befestigter Stift eine Ellipse; 
wird der Stift aber im Mittelpunkt von M N befestigt, so be- 
schreibt er einen Kreis. 46 ) 

161. Gestalt der Hyperbel. Wir untersuchen den Ver- 
lauf der durch die Polargleichung y 2 = 6 2 : (e 2 cos 2 # 1) 
(vgl (25), S. 317) definierten Kurve innerhalb des eraten Qua- 
dranten. Der kleinste Wert, den r annehmen kann, gehort zu 

$ r= 0, er ist r = -H a: mit wachsendem # wiichst auch r, 

' "" "* ' ,. _ . . . 

bis r unendlich groB wird, was fur cos # = a : + y a 2 + & 2 , 

Bin & & : + I/a 2 + 6 2 , tg 9 = 6 : a eintritt. LaBt man ^ 

weiter zunehmen, so wird r 2 negativ, also r imaginar; ins- 

besondere gehort zu # = \-a der Wert r = bi. In dem Inter- 

vall fro < * < I n des 

ersten Quadi*anten 

schneiden die Durch- 

messer dieKurvenicht 

mehr. Der Quadrant 

cler Hyperbel verlauft 

daher vom Scheitel A 

aus (Fig. 81) zum Mittelpunkt stets Convex, gegen einen be- 

stimmten Punkt K im Unendlichen, sich der Asymptote CK 

y al m o n - IM o dl e r : anal. Geom. d. Kogelsolm. 8. Aufl. 21 
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stetig nahernd (Nr. 164). Der ganze reelle Zug der Hyperbel 
wird daher von den durch A und A! gehenden, im Endlichen 
getrennten Zweigen der Kurve gebildet. 

Man nennt 2 a die reelle oder transversale Achse oder die 
Hauptachse, 2bi die imaginare oder Nebenaclise. Die Hyperbel 
bat nur zwei auf der Hauptachse liegende reelle Scheitel, deren 
Tangenten zu dieser Achse rechtwinklig sind. 

Die Hyperbel trennt zwei unendlich groBe Gebiete der 
Ebene, die im Endlichen als drei Gebiete erscheinen. Der 
Mittelpu&kt liegt in dem Gebiet der Ebene, das wir das 
Aufiere der Hyperbel nennen mussen ; weil von seinen Punkten 
aus an die Knrve reelle Tangenten gehen, namlich aus dem 
Mittelpunkt selbst die Asymptoten. Die Ergebnisse der Sub- 
stitution der Koordiuaten aufierer Punkte in die auf Null ge- 
brachte Normalgleichung (17) ; S. 316 sind negativ. Die beiden 
im Endlichen getrennten, konkav begrenzten Gebiete bilden 
somit das Innere der Hyperbel; sie hangen im Unendlich en 
als ein Gebiet zusammen. Denn da wir uns bei unbegrenzter 
Bewegung auf einer Geraden in beiderlei Sinn demselben 
unendlich fernen Punkt nahern, gehort der unendlich feme 
Punkt ernes jeden reell schneidenden Durchmessers den bei- 
den Teilen des Innern zugleich an. Wegen der Symmetrie 
folgen wiederum aus zwei gleich langen Durchmessern der 
Hyperbel die Achsen als Winkelhalbierende. Der mit dem 
Radius a aus dem Mittelpunkt beschriebene Kreis geht durch 
die reellen Scheitel und heiBt der ScheitelJcreis. 

162. Konjngierte Hyperbeln. Offenbar trennen die Asym- 
ptoten die Durchmesser, die die Hyperbel in reellen Punkten 
treffen, von denen, die sie in imaginaren Punkten schneiden. 
Fur alle Vektoren, die in den die Nebenachse enthaltenden 
Scheitelwinkeln der Asymptoten liegen, ergibt die Gleichung 
negative Zahlen r 2 r n als Halbmesserquadrate. Man kann 
die reellen Langen r 1 dadurch geometrisch darstellen ; daB 
man sie in demselben Durchmesser abtragt, zu dem die Vek- 
toren r 1 i gehoren. 

Die Gleichung des Ortes der Endpunkte der so abgetragenen 
Langen wird gefunden, indem man in der Hyperbelgleichung 
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das Vorzeichen von r 2 umkehrt oder r 2 durch r n ersetzt: 
/oo\ * sin 8 ^ cos 2 ^ , w* a 2 . 

(28) pi--5i sr oder - ^ = 1. 

Dies ist wiederum eiae Hyperbel, die die Hauptachse 26 in 
der ?/- Achse, die Nebenachse 2ai in der #-Achse und dieselben 
Asymptoten wie die urspriingliche hat; dies letzte, weil r und r 1 
offenbar fur dieselben Werte # unendlich groB werden. Diese 
durch die Punkte J5, JB f (Fig. 81) geliende Kurve heiBt die 
zur gegebenen konjugierte Hyperbel. 

Die beiden von denselben Konstanten a } b abhtangigen 
Hyperbeln stehen in enger Beziehung zueinander, ebenso wie 
die reelle Ellipse zu der imaginaren mit den entgegengesetzt 
gleichen Halbachsenquadraten in Nr. 155. (Vgl.auch.Nr. 167,4.) 
Wenn wir die bei der reellen Vertretung des irnaginaren Kreises 
eingefiihrte Redeweise anwenden, so haben wir den reellen 
Zug der einen Kurve als den Stellvertreter des imaginaren der 
anderen zu bezeichnen. Daher werden sich wieder Konstruk- 
tionen, die an der gegebenen Hyperbel nicht ausftihrbar sind, 
an der konjugierten reell vollziehen lassen. 

Genau in demselben Sinn kann man die reelle Ellipse von 
den Achsen 2 a, 26 als Stellvertreter der imaginaren von den 
Achsen 2a, 21) i und demselben Mittelpunkt behandeln 
und von konjugierten Ellipsen in diesem Sinne sprechen. 
(Nr. 167,4.) 

Man pflegt geradezu die reellen Bezeichnungen, die sich 
auf die konjugierte Hyperbel beziehen, auch ftir die gegebene 
zu benutzen. Statt die reelle Zahl r f als reellen Faktor des 
imaginaren Halbmessers r 1 i oder als einen Halbmesser der kon- 
jugierten Hyperbel zu bezeichnen, erlaubt man sich die Ab- 
kurzung, r ? (statt r' f) Halbmesser *, 6 (statt 6 f) Halbachse, 26 
die Nebenachse der gegebenen Hyperbel zu nennen. Es ist dies 
zulassig ? solange nur solche reelle und imaginare Langen mit- 
einander verglichen werden. 

Sobald jedoch Quadrate von Langen auftreten, sind r 12 
und 6 2 als die Quadrate von r' und 6 einzuffthren. Mit diesen 
Festsetzungen sind auch die fur die Ellipse gultigen Satee auf 
die Hyperbel tibvrfoag'bwr, indem man nur 6 2 durch 6 2 er- 

21* 
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setzt, iiberhaupt die Quadrate von Nebenhalbraessern als ne- 
gativ behandelt. 

163, Asymptoten. Neu treten bei der Hyperbel, ver- 
gliehen mit der Ellipse, Eigenschaften auf ; die sich auf die 
Asymptoten beziehen. Da diese Tangenten aus dem Mittel- 
punkt zu den Aclisen symmetriscli liegen, sind sie durch An- 
gabe ihres Winkels bestimmt, falls man als Asymptotcnwirilcel 
2^ diejenigen Scheitelwinkel bezeichnet, in deren Feldern 
die reellen Zweige der Hyperbel verlaufen. 

Der Winkel %& ist durch die Exzentrizitat der Hyperbel 
mit definiert (Nr. 161); er ist das Doppelte des Winlcels $',,, 
dessen Sekante der Ex0en1/ri#itat e gleich ist: 

(29) cos & - - ^ 9 sin * - -_ L , tg ** l - 
v } * ** 9 * ' 



Das Verhaltnis der Nebenachse zur Hauptacltse ist die Tangente 
des lialben Asymptotenwinkels. Je nachdem die Nebenachse 
kleiner oder grofier als die Hauptacbse ist, unterscheidet man 
spits}- und tf-'ttipficitfcKge Hyperbeln. 

Dies erlaubt, zu gegebenen Aclisen die Asymptoten zu 
konstruieren. Ziehen wir durch die Punkte A, A r und JB, B ! 
die Parallelen zu den Aclisen, so sind die Asymptoten die Diago- 
nalen des so gebildeten Eechtecks der Scheiteltangenten der hon- 
jugierten Hyperbelw,. Daher haben konjugierte Hyperbeln die- 
selben Asymptoten, aber supplementare Asymptotenwinkel, 

Demnach sind die Gleichungen der Asymptoten 

(30) ff = oder J-^0. 

Diese letzte Gleichungsform wird aber auch nach Nr. 155 er- 
halten, indem man die quadratischen Glieder der Normal- 
gleichung gleich Null setzt, ganz unabhangig davon, ob die 
Grleichung auf die Achsen oder ein anderes Paar konjugiertcr 
Durchmesser a, & bezogen sei. Auch sind immer * ^ 

(t "^ Q 

die Gleichungen der Diagonalen des von # = a, y = & 
gebildeten Parallelogramms. 

Zieht man also durch die Endpunkte von irgend twei Icon- 
jugierten Durclimessern AA', BB* die Parallelen zu ihnen, so 
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liegen die Ecken T, T' des entstehenden Parallelogramtns auf 

den Asymptoten (Fig. 82). Dabei sind nach Nr. 139 die Durch- 

messerparallelen in den Enden des konjugierten Durchmessers 

Tangenten der Hyperbel (in .4, A f }, 

beziehungsweise an die konjugierte 

Hyperbel (in S, J?) nacli den vorigen 

Festsetzungen. Somit kann man 

die Asymptoten finden, sobald 

zwei konjugierte Durclimesser der 

Hyperbel gegeben sind. Fig. 82. 

164. Asymptotengleiclning der Hyperbel. Es liegt nahe, 
die Gleichung der Hyperbel auf ihre Asymptoten als Koordi- 
natenachsen zu beziehen, denn sie muB eine auBerordentlich 
einfache Gestalt annehmen. In der Tat ist sie von der Form 
der auf den Mittelpunkt transformierten Gleichung (38) ; S.288 ; 
aber aus ihr mtissen die Koeffizienten a u , a 23 yerschwinden, 
weil die Koordinatenachsen die Kurve in unendlicher Entfernung 
schneiden. Also reduziert sie sich auf 
(31) xy - W. 

Die Transformation der Achsengleichxmg bestatigt dies 
und liefert die AbMngigkeit der Konstanten 7c 2 von den Achsen. 
Der tJbergaug von rechtwinkligen Achsen x y y zu solchen 
Achsen x f , y 1 , die mit der #-Achse die Winkel & macher ; 
ergibt sioh, direkt oder nach Nr. 12, aus 

x (%' + y 1 } cos &oj y=*(y f a?') sin <9> 
Aber die transformierte Gleichung 



reduziert sich infolgo der Werte von cos # 0; sin & (S. 324) auf 



Umgekehrt hat die Hyperbel xy=*W bei einem Asym- 
ptotenwinkel 2^ , infolge a 2 + & 2 4& 2 und 6 == a tg * fl , die 
Halbachsen 27c cos #,, ; 27c sin & . 

Die geometrische Bedeutung der Asymptotengleichung 
ist offenbar: Zieht man durch einen Pmkt der Hyperbel Paral- 
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lelen zu den Asymptoten, so ist der Inhalt des so gebildetm 
Parallelogramms Constant. Hiernach kann man Punkte der 
Hyperbel konstruieren, indem man als Koordinaten Strecken 
yon konstantem Produkt auftragt. 

Je groBer die eine Koordinate genommen wird, desto 
kleiner wird die andere; nimnit man also jene hinreicliend 
groB, so wird diese kleiner als jede noch so kleine gegebene 
GroBe. Dies ist der Sinn des Ausdruckes: Die Hyperbel 
nahert sich den Asymptoten als Grenwn im Unendlichen. 

165. Grleichseitige Hyperbel. Die Asymptoten einer Hyper- 
bel konnen jeden beliebigen Winkel einschlieBen, insbesondere 
auch zueinander rechtwinklig sein. Dann ist aber (Nr. 163) 

#0= f ' tg 5 - + " + 1; als l "" a > 
die beiden Achsen sind gleich. Umgekebrt folgt aus a = b } 
daB sich die Asymptoten rechtwinklig schneiden. Man nennt 
eine solche besondere Hyperbel eine gleichseitige oder recht- 
winklige Hyperbel. Hire auf die Achsen bezogene Gleichung ist 

(33) # 2 --2/ 2 ~a 2 

mit # 2 j/ 2 = (vgl. JSTr. 58) als Asymptoten, 

Die Bedingung, daB die allgemeine Gleichung zweiten 
Grades eine gleichseitige Hyperbel darstelle, lautet 

(34) ii + H-0*), 

denn nach Nr. 58 ist dies die Bedingung, nnter der die Asym- 
ptoten a n # 2 4- 2a i2 xy + a 22 ^ 2 == zueinander rechtwinklig sind. 
Ronjugierte Durchmesser einer ,,gleicli$eitigen" Hyperbel sind 
gleich. (VgLNr. 162.) Ist namlich a u == - a 22 , a 12 = 0, so gehoren 
nach S. 300 konjugierte Durchmesser zu Neigungswinkeln a ; a 1 
fiir die tg a cot a f ist; also werden die Winkel # f a 
zwischen konjugierten Durchmessern durch die Asymptoten 
halbiert. Die zu einer gleichseitigen Hyperbel konjugierte 
ist aber mit ihr kongruent**) ; daher sind die beziiglich der 
Asymptoten symmetrischen Durchmesser gleich lang. 

*) Bei schiefwinkligen Koordinaten a 11 + a 22 = 2a ls eos co. 

**) Ihre Asymptotengleichnngen lauten xy*=~a\ Man kon- 
straierfc sie daher als die Orte der freien Ecke flachengleicher Recht- 
ecke, von denen die Gtegenecke nnd eine Seitenrichtung gegeben ist. 
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Fig. 83. 



Die gleichseitige Hyperbel hat diesdbe Analogie #ww Kreise, 
wie die allgemeine Hyperbel awr Ellipse. Die beiden besonderen 
Kurven konnen aus ihren Gleichungen a? 2 y*=a*, # 2 -(- y*=a? 
nait Hilfe rechtwinkliger Dreiecke konstruiert warden. Man 
Terwendet bei dieser Konstruktion mit Vorteil den Scheitel- 
kreis (S. 322), auf Grand des aus a 2 - j/ 2 =a 2 leicht folgen- 
den Satzes: Die Kreistangente 
und die Hyperbelordinate (/), 
die von einem PunM der Haupt- 
achse ausgehen, $ind gleich lang. 
Ebenso: Die von einem PunM 
dcr Nebenachse ausgehende Hy- 
perbelordinate (x) ist gleicli sei- 
new Abstand von den Scheiteln* 1 } 
Man kann auch in der durch 
Fig. 83 versttindlichen Weise 
die Scheiteltangenten benutzen. 

B. l) Die gleicbseitige Hyperbel 1st der Ort der Endpunkte 
der zur Achse seukrechten Durcbmesser in den Kreisen eines Btiscliels. 
(VgLNr. 120.) 

2) IZinc glcichscitige Nypcrbel, die dureJi drei gegebene Punlcte 
(/clit> cnthalt auch den HohenschnittpunU dieses Dreiecks**) 

Eine Gleicbung, in der a 22 = a n ist, reduziert sich fiir 7/=0 auf 
a , t a; 3 -f 2 a v s x + a 83 0, und far x = auf a u ?/ 2 -f 2 <% y + a^ == 0. 
Die gleichsoitigo Hyperbel bestimmt also Acbsenabsclinitte x 1 , x tf -, 
# f , ?/ f/ , mit r'ic f '= y f y n *~ a 38 : a n . GemJiB Nr. 41,7 ist aber 
0|?/ f/ der Htfhenschnittpunkt im Dreieck a/ \ 0, a; ;/ |0, Q\y'. Die 
vier Scbnittpunkte einer gleicbsoitigen Hyperbel mit einem recht- 
winkligen Geradenpaa,r bilden vier Dreiecke mit dem vierten Punkt 
als Hdhenschnittpunkt. 

3) Wenn in einem Dreieck jede Ecke der Pol der Gegenseite 
in bezug auf eine gleicbseitige Hyperbel ist, so gent der dem Drei- 
ock umscbriebeno Krois durcb den Mittelpunkt der Kurve. 49 ) 

Wenn die Beziehung Nr. 137, B. besteht, ist die Gleichung des 
Kreises durcli die Pole der Acbsen und den Koordinatenanfang: 
a J2 (> 2 + 2 xy cos w + 2/ 2 ) + c% 8 x + a lz y 0, oder 
(a 13 &+ff M y+a a 3)+.yfo 

eine Gleicliung, der oftenbar durch die Koordinaten des Mittel- 
punktes gentigt wird, vorausgesetzt, da6 a n + % 2 % cos CD, 
d. b. die Kurve eine gleichseitige Hyperbel ist. 
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4) Ein durch den Mittelpunkt einer gleichseitigen Hyperbel 
und durch zwei beliebige Punkte beschriebener Kreis geht auch 
durch den Schnittpunkt der Geraden, die durch jeden dieser Punkte 
parallel zur Polare des anderen gezogen werden. 

166. ParametergleicliTingen und Konstruktion der Hy- 
perbel, Die allgemeine Hyperbel geht aus der gleichseitigen 
durch dieselbe Substitution hervor, wie in Nr. 158 und 159 
die Ellipse aus dem Kreis. Sind die Achsen 2 a, 2& der Hy- 
perbel gegeben, so zeichne man einen Kreis vom Radius a und 
eine Parallele zur Nebenachse im Abstand &. Dann schneidet ein 

Radius GQ auf dieser ein 
Stuck BP'ab, das so groB 
wie die Ordinate M P des- 
jenigen Hyperbelpunktes 
ist, dessen Abszisse CM 
von der Kreistangente in 
Q abgeschnitten wird 
(Fig. 84). Fiir die gleichseitige Hyperbel ist jene Hilfsparallele 
eine Scheiteltangente. 

Somit hangt die Bewegung eines Punktes P in der Hy- 
perbel von der Drehung eines Radius CQ im Scheitelkreis 
ab ; d. h. von dessen Neigungswinkel MCQ^cp als einem 
Parameter* In der Tat ergeben sich unmittelbar aus der 
Figur die Parametergleichmgen der Hyperbel als 
(35) x = a sec 9 = a : cos <p, y = b tg 9?. 

Auf diese wird man auch gefiihrt 7 wenn man fiir xia und 
y\T) trigonometrische Funktionen eines Winkels sucht ; die 
die Hyperbelgleichung identisch erfiillen 




Die konjugierte Hyperbel wird gleichzeitig durch 

(36) x a cot cpj y ~1) cosec y =. 6 : sin cp 

gegeben und wird ebenso aus ihrer Hauptachse und ihrem 
Scheitelkreis konstruiert. 

Eine andere Parameterdarstellung ergibt die auf die 
Asymptoten bezogene Gleichung von Nr. 164 ^j/=-7c 2 ; namlich 

(37) x = U, y-ft:i. 
Anwendungen findet man in Nr. 169 und 194. 
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167. Polaren und Tangenten. Um Eigenschaften der 
Ellipse und Hyperbel zu untersuchen, iibertragen wir einige 
der fur die allgemeine Gleichung im VIII. Kapitel erhaltenen 
Ergebmsse auf die Normalgleichungen 

(38) -js - 1, ^- s 573 = 1. 

Wenn wir das Vorzeichen von 6 2 unbestimmt lassen, bezieht 
sich das obere stets auf die Ellipse, das untere auf die Hy- 
perbel. Die Halbachsen seien a uud b, Tconjugierte Halbmesser 
im allgemeinen a f und V (akzentuiert), so dafi sich das erste 
Gleichungspaar auf rechtwinklige, das zweite auf schiefwinklige 
Koordinaten bezieht. 

Die Gleichung der Tangente im PimJct x 1 y 1 ist nach S. 276 

(*q\ x ' x 4. vly . 1 x ' x -L. v'y i 

(w) - a t js *> a u 5^2 i. 

1st #' | j/ f ftberhaupt ein beliebiger Punkt, so stellt die nani- 
liche Gleichung die Polare dieses Punldes clar, d. li. die Be- 
riihrungssehne der yon x* \ y* ausgehenden Tangenten oder 
den Ort der durch die Kurve von x 1 1 y* harraonisch getrennten 
Pole (Nr. 135). Die Gleicbung entsteht aus der Kurvengleichung 
durcb Einsetzen von x'x, y f y statt x*, y l * 

Piiv die Lange p des vom Mittelpunkt auf die Polare des 
Punktes x f |?/ f gefiillten Lotes bat man also nacb. Nr. 35 



Insbesoudere ist die Polare eines Punktes x 1 eines 
Durcbmessers durch x f x*=*a f * gegeben ; also zum konjugierten 
Durchmesser parallel, ebenso wie die Tangenten in den End- 
punkten des ersten (S. 286 ). Um daher die Polare eines Punktes 
P zu finden, verbinden wir P mit dem Mittelpunkt C des 
Kegelschnitts, bestimmen alsdann den Punkt P f auf der Ge- 
raden CP so ; da6 das E-echteck CP-CP' dem Quadrate 
dieses Ilalbmessers gleich ist ; und ziehen durch P ] eine Par- 
allele zu dem ihm konjugierten Durchmesser (S. 219), 

Umgekehrt finden wir zu einer gegebenen Geraden 
ux + vy + lQ den Pol x f y f , indem wir die Gleichung 
mit der einer Polare (39) vergleichen, als 
(41) x' = - a*u, y'=*^Wv bez. x 1 == - a' f u, y f - 
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Wenn # f y* der Kurve selbst angehort, so wird sie von der 
Geraden in diesem Punkte beriihrt. Daher ist die Bedingung, 
daB eine Gerade u\v Tangente des Kegelschnittes sei: 
(42) aV 6V - 1, a!*u* &' V - 1. 

Dies ist somit die Tangentialgleichung der Ellipse lea. Hyperbel, 
wobei man bemerkt, daB dieselbe ebenfalls in der rein qua- 
dratisclien einfachen Gestalt ersclteint. (Vgl. S. 306.) 

B. 1) Normalform fur die Grleiehung der Tangente. Urn 
~T \v ^ * au f <^ e Normalform x cos cc + y sin o: =^ zu bringen, 

haben wir zu setzen = - ^ IT *= - u&d erhalten mit Hilfe 
a 2 p o* p 

der Gleicliung der Kurve fur den Abstand p der Tangente vom 
Mittelpunkt p + ]/a 2 cos 54 a + 5 2 sin 2 a. Daber lautet die ver- 
langte Gleicbungsform 

a; cos a + 2/ sin oj ]/V cos 2 a ?> 2 sin 2 a = 0, 
oder _____ 

x cos a + T/ cos (a> a) |/a f2 cos 2 a Z) f2 cos 2 (co ) = ; 

wenn co der Winkel zwiscben zwei beliebigen konjugierten Durch- 
messern ist. 

2) Grleichung des Tangentenpaares mis x'\y r an den Kegel- 
Nach S. 302 findet man 



4. _ i + _ i - 4. _ 
1 T 5 " - 1 ; U 1 * f / \i?" T" 

Hieraus folgt die Gleichung paralleler l^angenten der Eichtung m als 
(mx y) 2 = w 3 a s 6 s . 

3) Winkel g> des Tangentenpaares aus # r |# r . 

Wenn eine Gleicbung zweiten Grades zwei Geraden darstellt, 
so bezeichnen die gleicb Null gesetzten drei quadratischen Glieder 
zwei zu ibnen parallele Linien durcb den Anfangspunkt: also hangt 
der durcli das Geradenpaar eingescblossene Winkel nur von den 
drei hSchsten Gliedern der allgemeinen Gleicbung ab. Ordnen wiv 
also die Gleicbung des Tangentenpaares in 2), so finden wir nach 
Nr. 58: 



_____g_ t ._ , 

wobei unter der Wurzel und im Nenner bei + Z> 2 entweder alle oberen 
oder alle unteren Vorzeicben zusanimengeboren. 
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4) Die Polaren desselben Punktes in bezug auf zwei kon- 
jugierte Kegelsclmitte (Nr. 155 und 162) sind zueinander parallel 
und gleich entfernt vom gemeinsamen Mittelpunkt. Die Pole der- 
selben Geraden fftr solche Kegelschnitte liegen im namlichen Durch- 
messer symmetrisch zum Mittelpunkt. 

5) Die Polare eines Punktes einer Asymptote ist zu ihr parallel. 
Die Pole aller Asymptotenparallelen liegen auf der Asymptote. 

6) Der Ort des ScJinittpunJctes zueinander reclitwinldiger Tan- 
gent en ist der Hauptkreis der Kurve 



Wir haben in 3) nur den Nenner des fur tg <p gefundenen 
Wertes gleich Null zu setzen, oder wir berechnen die Entfernung 
des Schnittpunktes x \ y vom Mittelpunkt nach 1) aus dessen Ab- 
stilnden p^ p% von zwei zueinander rechtwinkligen Tangenten: 

o^ + j^ssj^+jpj^^cos 2 **:^^ 

Statt des Ausdrucks ? ,Hauptkreis" ist auch, vom englischen 
director circle stammend, der Name ,,Direktorkreis" gebrauchlich. 

Der HauptJcreis ist reell fur Ellipsen und spitzwinklige 
Hyperbeln, rein imaginiir dagegen fur stumpfwinklige Hyperbeln 
(6 > a). 

Sollen sick die Tangenten unter einem gegebenen schiefen 
Winkol 9> schneiden, so ist der Ort ihi-es Scnnittpunktes im all- 
gemeinen eine gewisse Kurve vierter Ordnung (B. 3). 

168. Gleiolningen korgugierter Dorchmesser. Die 

Gleichung desjenigen Durchinessers, der zu dem durcli einen 
gegebenen Punkt P f (x f \ 2/') der Kurve gehenden y'x x'y *- 
konjugiert ist, lautet 

(43) % + Q-O, b.$-<?-ft 

denn dieselbe stellt die durcli den Nullpunkt gehende Parallele 
zur Tangente in P f dar. Wir erlialten die Koordinaten eines 
Endpunktes P" (a?" y 11 ) dieses Durchmessers, indem wir die 
Gleichung nach x und y auflosen und die Werte in die Gleichung 
der Kurve eiusetzen, wobei zu beachten ist, dafi x'\y* dieser 
auch geniigen. Man findet leicht fiir die Ellipse, bez. Hy- 
perbel 



wo die Unterdriickung des Paktors i bei den Hyperbelpunkten 
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die Schnittpunkte des konjugierten Durchmessers der ersten 
mit der konjugierten Hyperbel liefert. Grenau dasselbe gilt, 
wenn wir die Kurvengleichung nicht auf die Achsen, sondern 
auf konjugierte Durchmesser a f , &' beziehen. 

Die Betraclituiig der Vorzeichen von x* y l und x n \y n 
lehrt: Die Paare konjugierter Durclimesser der Ellipse trennen 
einander (vgl. Nr. 157), d. h. P J und P" liegen auf verschie- 
denen Seiten einer Koordinatenachse. Und: Die Paare lion- 
jugierter Durclimesser der Hyperbel trennen einander niclit, d. h. 
P f und P" liegen im gleiclien oder im entgegengesetxten 
Koordinatenfeld. Also liegen konjugierte Durclimesser der 
Ellipse auf verschiedenen, solche der Hyperbel auf denselben 
Seiten der Kurvenaclisen, 

Dies erkennt man aucli durch Einfuhrung der Winkel 
a r , a n , die zwei konjugierte Durchmesser mit der Hauptachse 
bilden. Ftir sie ist nach S. 300 



wobei die oberen Vorzeichen fttr die Ellipse, die unteren fur 
die Hyperbel gelten. Ferner erkennt man, daB es auch Durch- 
messer gibt, rait denen ihre konjugierten zusammenfallen, niim- 
lich far tg 2 ^ q: W : a*. Somit (vgl. (29) in Nr. 163) sind die 
Asymptoten die zu sicli selbst konjugierten Durehmesser. Ist -fr 
reell und tg r < tg & Q) so mu8 tg a" > tg ^ sein, also licyen 
konjugierte Durchmcsser der Hyperbel auf vfrsdtiedencn Seilm 
jeder Asymptote; in der Tat konnen beide nicht gleichzeitig 
reell schneiden (Nr. 161). 

tTbrigens wurde schon friiher (S. 305) gezeigt, daJJ die 
Paare konjugierter Durchmesser eine Involution bilden, deren 
Doppelstrahien aus den Asymptoten bestehen; je zwei konju- 
gierte Durchmesser liegen daher harmonisch zu den Asym- 
ptoten. Fur die Hyperbel wird daher Fig. 82 von Nr. 163 auf 
die harmonischen Eigenschaften des Parallelogram ms zurtick- 
gefuhrt. So liefert jede Tangente des Kegelschnittes durch 
ihre Schnitte mit seinem Hauptkreis (Nr. 167, e) zwei konju- 
gierte Durchmesser als Diagonalen eines umgeschriebenen 
Rechtecks. 
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169. Die Konstruktion konjtigierter Dnrchmesser ist 
nach den Proportionen 

I] I / // I 7. T_ I Ml 

x iy ss=s x y ssss jr Qt \ o bez. -p ~j~ 
leicht und stets auf reellem Wege ausfuhrbar. 

Eine andere Methode griindet sich darauf, daB die Auf- 
gabe fur die besonderen Kurven mit a = 6 in der einfachsten 
Form gelost werden kann, Konjugierte Durchmesser des Kreises 
sind zueinanderrechtwinklig; solche der gleichseitigen Hyperbel 
liegen in bezug auf die Halbierungslinien des Achsenwinkels sym- 
metrisch: hier wie dort sind sie gleich lang (Nr. 165.) Diese 
Eigenschaften lassen sich nach Nr. 159 und Nr. 166 fur die 
Ellipse und schiefe Hyperbel umformen. 

Im Falle der Ellipse benutzen wir die Parametergleichungen 
(Nr. 159) und erhalten die den Durchmessern ', a" ent- 
sprechenden Winkelparameter 9?', <JP" aus tg y 1 = j- tg ', 
tg go" = - tg oc", so daB tg a' tg a" = ft 2 : a 2 in die Ortho- 
gonalitatsbedingung tg qp' tg<p"=-l tibergeht. Man kon- 
struiert also (Fig. 85) OP' zu OP nach 
dem Satz: die Endpnnkte P 7 P' konju- 
gierterDurchmesser der Ellipse bestimmen 
in den verltingerten Ordinaten MP,M 1 P J L 3 ^f iff* ^ 
auf dem umgeschriebenen Kreise Punkte M g . ss. 

<2, Q f , deren Kreisdurchmesser CQ, CQ' zueinander recht- 
winklig sind ? und umgekehrt. 

Im Falle der Hyperbel konnten wir ebenso (Nr. 166) statt 
ihrer Punkte P ; P' die Punkte ? Q* einftihren, die in der 
gleichseitigen Hyperbel von derselben Hauptachse auf den 
Ordinaten MP } M* P f liegen. Alsdann sind OP, OP' kon- 
jugierte Durchmesser, wenn CQ 7 GQ* mit den Achsen gleiche 
Winkel bilden. Aber hier bietet die harmonische Lage zu 
den Asymptoten ein besseres Mittel in der Form des Satzes 
von Nr. 163. Ist in der Figur daselbst OA gegeben, so findet 
man den Endpunkt des konjugierten Durchmessere CB, indem 
man bedenkt, daB AB zu OP parallel und in CT halbiert ist. 
Der tTbergang von P zu Q oder die Substitution von 
y statt x | y gibt auch das Mittel, die Tangente in einem 
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Punkt P des Kegelschnittes zu konstruieren. Denn jene Sub- 
stitution verwandelt 



die Tangente des Kreises bez. der gleichseitigen Hyperbel in 

Q und die des Kegelsclinittes in P schneiden sich. in einem 

Punkt T der Hauptachse y = 0. Soil man also die Ellipsen- 

tangente in P ziehen, so gibt man die Kreistangente in Q an 

und verbindet P mit ihrem Schnittpunkt T in der Hauptachse. 

Die Vorteile der Parametermethode zeigen die Beispiele. 

B. 1) Die Quadrate zweier konjugierten Halbmesser sind 

a n = a 2 cos 8 g> + I* sin 2 <p, &'*= a 2 sin 2 cp + fc 2 cos 2 cp. 

Hierbei hat der auf dem Kegelschnitt gelegene Endpunkt des 
eineu Halbmessers die Koordinaten x = a cos g>, y =* 1) sin <p (vgl. 
Nr. 159). 

2) Die Sehne der Punkte mit den Parametern a, jS einer 
Ellipse hat die Gleichung 

| cos i ( + (J) + J sin | ( + (3) - cos (a - 0) 

und schneidet die zugehorige Sehne a, des konzentrischen Kreises 
vom Radius a (Nr. 107) auf der Hauptachse. 
Der Pol der Sehne ist 



a cos -- + : cos " a "" sin ' a : cos a 

Ebenso ist die Gleichung der Tangente in <p = a 

x . it . ^ 

cos a + ~ sin a = 1. 
a o 

3) Die Lange I der Sehne a, |5 ist zu bestimmen. 
I = )/a 2 (cos a cos /?) 2 + & 2 (sin a sin ) 2 , 



Z=2 sin | (a |S) /a 2 sin 2 | (a + /J) + & 2 cos 2 | ( + /J). 

Aber nach 1) ist die letzte Wurzel gleich der Lange des 
dem Durchmesser vom Punkte \ (cc -I- (3) konjugierten Halbmessers, 
und nach 2) ist die Tangente im Punkte y (cc -f- |5) parallel zur 
Sehne a, 0; wenn also &' die Lange des zur gegebenen Sehne 
parallelen Halbmessers bedeutet, so ist I = 2fe' sin -J (<^ P). 

4) Der Inhalt des durch drei Punkte a, |5, y gebildeten Drei- 
ecks ist 

^= <&{ sin (y P) + sin (a y) + sin (jS a)} 
2& sin i (a (?) sin y (/J y) sin 4~ (y ). 
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5) Wenn sich die Halbierungslinien der Seiten eines ein- 
geschriebenen Dreiecks im Mittelpunkt des Kegelschnitts schneiden, 
so ist der Flacheninhalt des Dreiecks konstant, 

(5) Der Kreis, der dem durch drei Punkte a, ft, y bestimmten 
Dreieck umgeschrieben ist, hat, wenn & f , &", &'" die zu den Seiten 
parallelen Halbmesser bedauten 50 ), den Radius 

T , &'&"&'" 

M ^b 

Dies folgt mit Hilfe von 3) und der Tatsache, daB das Produkt der 
drei Seiten gleich dem mit Jfr multiplizierten vierfachen Inhalt ist. 

Die Gleichung dieses Kreises ist mit c 2 = a 2 & 2 : 

X 2 + ^ _ !^ CQS i ( + p) cos | (|J + y) cos -Hy + a) 



n .1 ( a + 0) sin J- (j3 + y) sin i (y + ) 

- i (a 2 + &*) - 1 C 2 {cos (a + } + cos (/I + y) + cos (y + a)} 
und hieraus folgen leicht die Koordinaten des Mittelpunktes. 

7) Der Jnbalt des dtirch drei Tangenten gebildeten Dreiecks 
ist nach Nr. 37, B. 5 al) tg *- (a jj) tg \ (ft y) tg -|- (y a). 

8) Ist a? == 7cA, 2/ == ^b : ^ ein Punkt einer gleicnseitigen Hyper- 
bel, so ist yon vier Punkten A x , 1 2 , A 3 , ^ jeder der Hohenschnitt- 
punkt des Dreiecks der anderen (Nr. 165, 2), wenn l^l^ = 1 
ist; jeder der vier Punkte hat seinen symmetrischen x \ y auf 
dem durch die drei anderen gehenden Kreis. 

170. Winkel und Langen koBJngierter Durchmesser. Be- 
ziehen wir eine auf den Mittelpunkt transformierte Gleichung 
auf verschiedene Paare konjugierter Durchmesser, so sind ge- 
wisse Koeffizientenfunktionen nacli Nr. 154 unveranderlich, nam- 
liclt a u a 22 : sin*a> und (a n + a 22 ) : sin 2 co ? wenn o den von dem 
Paar eingeschlossenen Konj'ugationswinlccl bezeichnet. Setztman 
nun (Nr. 155) in der Achsengleicliung a n : a 33 1 : a 2 , a 23 : a n 
1 : & 2 und in der Durchmessergleichung 

ll : to- 1 : <*'*> a W l ^33^ 1 : ^^ 

so bestehen also die Beziehungen 

(..^ l l /J. , _1 \ JL , JL_ 

^*) a' 3 6 r3 sin 2 <o "** tt~* & > sin a oa U ;1 ^ 6'V ~ a 2 ^ & 8 
oder, wenn man die zweite Gleichung durch die erste dividiert, 
(45) a'l>' sin o - a&, a r2 6' 2 = a s 6 2 . 

Die geometrische Bedeutung der ersten Beziehung (45) ist 
ojfifenbar ; wenn fftr die Hyperbel die reelle Ausdrucksweise 
von Nr. 162 gebraucht wird: Das durch Verbindung der End- 
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punkte konjugierter Durchmesser gebildete Dreieck hat konstanten 
Inhalt, oder auch: Die Flaclie jedes umgeschriebenen Par allelo- 
gramms von konjugierten S- " !' ' ' '/'/.' ist gleicli dem Prodnkt 
der Achsen 4a&. 

Die zweite Beziehung (45) ergibt: Die algebraische Summe 
der Quadrate konjugierter Durchmesser ist Constant, namlich: 
Die Summe der Quadrate konjugierter Durchmesser der Ellipse ist 
gleich der Summe der Actisenquadrate, die Different; der Quadrate 
konjugierter DurcJimesser konjtigierter Hyperbeln ist gleich der 
Different der Aclisenquadrate. 

Vermoge der beiden Beziehungen (45) sind unter fliaf 
GroBen a, 6, a 1 , 6 f , a> je zwei dui'cla die iibrigen bestimmt, 
z. B. die Achsen durcb. zwei nach GrroBe und Lage gegebeue 
konjugierte Durchmesser, die Langen konjugierter Durchmesser 
von vorgeschriebenem Winkel bei gegebenen Aclisen. Man 
bildet die notigeu Gleichnngen durch Elimination; hat dann 
aber noch die gegenseitige Lage der Achsen und Durchmesser 
zu ermitteln. Hierzn dient die Beziehung tga'tga''^ ^p6 2 :a-, 
die zwischen den Neigungswinkeln konjugierter Durchmesser 
gegen die Hauptachse besteht (Nr. 168). 

B. 1) Die Quadratsumme der Reziproken je $w&ier zueinander 
rechtwinkligen Halbmesser ist konstant. 

Auf ein solches Paar als Koordinatenachsen bezogen ist die 
Gleichung der Kurve von der Form a n a; 2 + 2 a 12 xy + # 22 ?/ 2 + k = ; 
die Quadrate der betr. Halbmesser sind daber a? 2 = k : a lv y/ 3 = k : a^ , 




und es folgt ~ 8 + ~ - Hierbei isfc k ~A: A^ (vgl. 

S. 292), somit ^ + ^ ^ ~ 2 (vgl S. 293). Bezogen auf em 

anderes Paar zueinander rechtwinkliger Durchmessor habe die Kurve 
die Gleichung & u o) 2 + 2& 12 iC2/ + & 2 2# 2 + 7c f = 0; hier orhiilt man 

y/ - 2> oder (analog wie zuvor) - 1 , 2 Das Plus- 

oder Minuszeichen ist zu setzen, je nachdem eine Ellipse oder 
eine Hyperbel vorliegt. 

2) Abstand des Mittelpunkts wn der Tangente des l*unktes JP*. 

Fiir den Abstand OT = d des Nullpunkts von ~ y 'j = 1 ist 
(Nr. 42; vgL Nr. 167) a 



ab 
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Setzen wir also OP 1 = a', CP" = &', so ist d aft : V, das 
ProduJct eines Halbmessers in den Abstand der zu ihm parallelen 
Tangents ist Constant. Damit ist auch die Konstanz von a f b* sin w 

wieder bewiesen, da sin o> = sin CP'T = -7 = ~^rrj' 

3) Bestimmung der Aclisen aus zwei Jconjugierten Durchmessern. 

Indem man die Gleichuugen a" a f =o) und tg a' tg a" 
= T & 2 : a 2 in den Fonnen cos a f cos a" + sin a 1 sin " = cos o> 
und a 2 sin a' sin a" Z> 2 cos cu r cos a" = schreibt und hieraus 
cos cc* cos a" sowie sin a f sin a ff berechnet, findet man 



Mit Hilfe der Bezielmngen (45) folgt aber 



cos 03 y(a' a + &' a ) a ^4:a' 2 &'"siit 2 OL> 

zur Bestimmung von a f und a", und endlich 

2a a - , coso) 2& 2 cos 

= 1 7-7-: 



*1) Achsenltinycn und 'Exsenirizitat eines dureh die allgemeine 
(rlvichung gegebenen Kegelschnities. 

Nach Nr. 153 ist mit der dort gegebenen Abkiirzung E 

2 -4. / o 

a ~ (%> - #11 Woo) (%i + ^03 2 a^ cos GO JR) : sin o> 

(^ L = ( " _ " + ; oo _ 2 cos . + B) : ^ 

^ ^ 



i cos CO+.R 

Den letzten Ausdruck erhalt man auch direkt, wenn man den 
Kosinus des halben Winkels des Geradenpaares 

a n x * ^~ %a^xy + a^y 2 = bestimmt. 

171. Die KonstruMon der Aclisen eines MittelpunUsJcegelr 
sclmittes aus einem gegebenen Paar Iconjugierter DurcJimesser 
HiBt sich auf folgenden Satz griinden (vgl. auch Nr, 177, 4): 

Aufjeder Tangente des Kegelschnittes legr&nwn irgend #wei. 
konjugierte DiirchmesservomBeruhrungspunlctausAbscJinitte, deren 
ProduJct Constant und gleieh dem Quadrat des $u ihr parallelen 
Halbmessers ist. Zum Beweis nehmen wir diesen Durch- 
messer a { und den konjugierten & f , der den Bertihrungs- 
punkt enthalt, zu Koordinatenachsen. Die konjugierten Durch- 
messer x ] y = y'x, a n y'y &' V# (Nr. 168) schneiden in 

Salmon- ITledlor: anal, Goom. d. Kogolsolm. 8, Aufl. 22 
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x a f die Segmente ab y a'y' : <c r und y = T &' V : V, 
deren Rechteck in der Tat gleich + 6' 2 ist. Umgekehrt be- 
stimmen solche Punkte einer Tangente, deren Abschnitte das 
Produkt T&' 2 ergeben, konjugierte Durchmesser. 

Nun seien Oa, 0& zwei konjugierte Durchmesser, also 
die Parallele zu 06 durch a eine Tangente (Fig. 86). Irgend 
zwei Punkte A, B derselben liefern kon- 
jugierte Durchmesser OA, OB } wenn 
Aa*aB = 0& 2 . Also finden wir in 
OA, OB die Achsen des Kegelsclmittes, 
wenn wir dafiir sorgen, da8 AOJ3 ein 
rechter Winkel wird. Dann muB AB 
ein Durchmesser des durch gehenden 
Kreises sein ; fur den a die Potenz 
^ Ofe 2 hat (Nr. 109). Man bestimme in Oa einen Punkt P 
so, da6 Oa*aP=* 06 2 ist, somit auf der Verlangerung 
von Oa tiber a hinaus fur die Ellipse, in entgegengesetxter 
Richtung von a aus fur die Hyperbel. Dann schneidet der 
durch und P gehende Kreis, dessen Mittelpunkt G in der 
Tangente liegt, A und B so aus ; daB OA } OB die Achsen 
sind. VgLauch S.349i, B.3 und 4. 

B. 1) Die Segmente, die auf einer festen Tangente durch 
ein Paar paralleler Tangenten abgeschnitten werden, bestimmen 
ein Bechteck gleich dem Quadrat des zur festen Tangente par- 
allelen Halbmessers. 

Bei derselben Koordinatenwahl, wie im Text, sind fiir x ^ a f 

die durch ~f |T| = 1 , ^,f + |rf 1 abgeschnittenen 

Segmente / ^T- (l |r), y = 4 1 ^j (l + ^r), deren Pro- 
dukt sich mit Hilfe der Kurvengleichung auf T & f2 reduziert. 

2) Die Schnittpunkte einer ver&nderlichen Tangente mii zwei 
festen parallelen Tangenten bestimmen konjugierte Durchmesser. 

3) Wenn eine veranderliche Tangente eines Mittelpunktskegel- 
schnittes zwei feste parallele Tangenten schneidet, so bestimmt 
sie Abschnitte auf diesen, deren Eechteck konstant und dem 
Quadrat des zu ihnen parallelen Halbmessers gleich ist. 

Nehmen wir den den Tangenten parallelen Durchmesser und 
den konjugierten zu Koordinatenachsen, so ist die Gleichung der ver- 

anderlichen Tangente ^f |T~ 1. Die Abschnitte in den festen 
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Tangenten werden gefunden, indem man in der letzten GJeichung 
nacheinander x = + a ! macht und sie nach y auflost. Das Pro- 

J/4 / 2J/2V 

dukt der Abschnitte wird ^ ( 1 ^J und durch Einsetzen des 

Wertes von ;/ 2 aus der Gleichung des Kegelschnittes = &' 3 . 
Daher verhalten sich die durch die Abschnitte der festen Tan- 
genten und die Abschnitte der verSnderlichen Tangenten bestimm- 
ten Rechtecke wie die Quadrate der zu diesen Tangenten parallel en 
Halbmesser (S. 309). 

4) Zwei beliebige Halbmesser sind gegeben; wird alsdann 
vorn Endpunkt des einen jedesmal in der zum anderen Halbmesser 
konjugierton Richtung eine Gerade (Ordinate, vgl. S. 285) gezogen, 
so sind dio so entstehenden Dreiecke inhaltsgleich. 

5) Zieht man ini Endpunkt eines jeden von zwei beliebigen 
Halbmessern oine Tangente bis zum Schnitt mit dem anderen 
Halbmosser, so sind die zwei so entstehenden Dreiecke inhaltsgleich. 

172. Die Bestimmimg d&r Paare Jconjugierter Durckmesser 
uon vorgescliriebenem 7T- 'i f ;; "''" " :i1 ".",' umfafit die Achsen- 
bestirjamung als besonderen Fall. Man geht von den Sehnen aus, 
die die Enden eines Durchmessers AB mit einem beliebigen 
Pnnkt D der Kurve verbinden und Supplementarsehnen genannt 
werden. 

Durchmesser, die %u irgend einem Paar Supplementarsehnen 
parallel sind, sind kowjugiert. Denn ; da im Dreieck ABD die 
Verbindungslinie der Halbierungspunkte zweier Seiten mit der 
dritten Seite parallel ist, so muB der AD halbierende Durch- 
messer parallel zu BD und der BD halbierende parallel zu 
AD sein. Zum anaiytischen Beweis bildet man die Glei- 
chungen von A D und BD und zeigt, daB das Produkt ihrer 
Richtungskoeffizienten gleich +J 2 :a 2 ist (vgl. S. 332). 

Urn also die Paare konjugierter Durchmesser zu kon- 
struieren, die den Winkel o einschlieBen, suchen wir zwei 
Supplementarsehnen, die den Winkel CD miteinander bilden. 
Dazu beschreiben wir iiber irgend einem Durchmesser den 
Bogen eines Kreises, in dem o der Peripheriewinkel ist ; und 
verbinden die Punkte, wo dieser Kreis die Kurve schneidet, 
mit den Enden des angenommenen Durchmessers: so erhalten 
wir ein Paar Supplementarsehnen, die zu den verlangten Durch- 
messern parallel sind. 

22* 
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Urn die Einsicht in die Lagenverhaltnisse zu erleichtern, 
denken wir uns die Achsen gegeben und legen die Hilfskreise 
durch ein Scheitelpaar. Eine Hyperbel wird, wie man leicht 
erkennt, von jedem durch die reellen Scheitel gelegten Kreis 
in noch zwei reellen Punkten geschnitten ; deren Verbindungs- 
gerade zur Hauptachse parallel ist, d.h. in der Hyperbel scUiefien 
stets 2wei symmetrische Paare konjugierter Diirclmesser einm 
lelielig gegelenen Winkel ein. Eine Ellipse hat dagegen mit 
den durch die Scheitel der groBen Achse gehenden Kreisen 
offenbar nur dann noch zwei reelle, zur kleinen Achse symme- 
trische Schnittpunkte, wenn der Kreis die kleine Achse nicht 
zwischen ihren Scheiteln schneidet. 

Auf die Achsen bezogen erhalt man leicht filr die Hilfs- 
kreise, die (iber der Sehne 2 a den spitzen Peripheriewinkel CD 
enthalten, die Mittelpunkte 1 a cot CD und die Gleichungen 

tf + v q: 2ay cot o> ~ a 2 - oder ~ ^ y + 2 & cot <D - 1. 

* lX Q> Of 

Die Koordinaten der Schnittpunkte von Kreis und Ellipse ge- 
nugen einer der letzten Gleichungen und der Ellipsengleichung, 
also auch je ihrer Differenz 

8 7)2 

(J 



Dies ist die Gleichung der OJ- Achse und je einer Parallelen, 
die die Ellipse nur so lange reell schneidet, als der Abstand 
der Parallelen von der #~Achse kleiner als I ist, also wenn 

SAQ\ 2a ^ 2 L ^ -L j L ^ 2a6 

( 48 ) ^^P cotG3 ^ & oder te^SaiiaV 

Der Ueinste spitee Winkel, den konjugierte JJurchmesscr 
der Ellipse einscMiefien konnen, ist daher der Winkel der Dm- 
gonalen im Beehtech der Scheiteltangenten; denn die ^-Parallole 
mufi beruhren und dann sind die Suppiementarsehnen die Ver* 
bindungsgeraden der Scheitel der groBen und der kleinen 
Achse. Nur m einem spitsen KonjugationswinM CD ? dw grofter 
ist als der der ScheitelverUndungsgeraden^ gibt es in tier Ellipse 
swd symmetrisclie Paare konjugierter Durchwiesser* 

173. GleicMange konjugierte Durolimesser der Ellipse 
liegen in den Diagonalen des Rechtecks der Schtiteltangenten* 
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Denn nach Nr, 172 sind sie konjugiert und infolge ihrer sym- 
metrischen Lage haben sie gleiche Lange, Man kann dieses 
ausgezeichnete Durchmesserpaar auch aus der Betrachtung der 
Konstanz von a' 2 +6 f2 und dV sin o? (Nr. 170) folgender- 
maBen finden. 

Bekanntlich hat unter den Rechtecken von gegebener 
Diagonale das Quadrat den groBten Inhalt, d. h. bei konstanter 
Quadratsumme a f2 +6' 2 ist a r l> ! ein Maximum, wenn a'=b f ist. 
Alsdann ist aber sin = a&:a f b f =*a&:a' 2 , also der spitze Kon- 
jugationswinkel o> selbst ein Minimum 1. Somit ergibt sich 
als das Quadrat der gleichlangen konjugierten Halbmesser einer 
Ellipse a"- &' 2 - -J (a 2 + & 2 ) und 

sin = ab : y (a 2 + Z> 2 ) und tg \ ii = 6 : a. 

In der Hyperbel kann es infolge a f2 6 f2 == a 2 & 2 keine 
gleichen konjugierten Durchmesser geben, auBer wenn sie gleich- 
seitig ist (Nr. 165). Aber aus Nr. 163 folgt: Wenn eine 
Hyperbel und eine Ellipse dieselben Achsen in Grofte und Lage 
haben, so fallen die Asymptoten der Hyperbel mit den gleieh- 
langen konjugierten Durehmessern der Ellipse zusawimen. 

Die ft '*.' : /.;/ der Ellipse, bezogen auf die gleichlangen 
Jconjuffierten Durchmesser als Koordinatenachsen, lautet 

(49) o; 2 +2/ 2 -^i^- 

Hire geometrische Bedeutung ist die, daB jeder Punkt der 
Ellipse von ihren gleichlangen konjugierten Durehmessern 
senkrechte Abstande #sinfl, ysinifi hat, deren Quadratsumme 
konstant ist, namlich -J (a 9 + J 2 ) sin 2 1. 

Fiirjede Ellipse gibt es also ein 
bestinimtes schiefwinkliges Koor- 
dinatensystem (Fig. 87), in dem 
ihre Gleichung die Form einer Kreis- 
gleichung in rechtwinkligen Koor- 
dmaten hat: 

(50) z 2 + ? / 3 ~a' 2 , Piff - 87 ' 

T)aher entstetit aus einem Kreis stets eine Ellipse, wenn man 
seine parallelen Sehnen um ihre Halbierungspunkte urn einen 
Jzonstanten Winlcel dreht. Denn der die Drehpunkte enthaltencle 
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und der unter gegen ihn geneigte Durchmesser sind die 
Koordinatenachsen und gleichlangen konjugierten Durchmesser 
der Ellipse. 

B. 1) Erne Ellipse, deren gleiche konjugierte Durchmesser a f 
den spitzen Winkel . einschlieBen, hat die Halbachsen 

a =]/2"- a' cos | &, & =*/$! a' sin -J- & 

und die Exzentrizitat e 1 tg 2 -|- ,. Mit -*- <Q gleich 45 wird 
diese Null und a &, die Ellipse wird ein Kreis. 

2) Die Gleichungen der Paare konjugierter Durchmesser, die 
den Winkel co einschliefien, lauten 



y* 



cot/ 



o 




174. Bigensohaften der Hyperbel beziiglioh. der Asym- 
ptoten sind die einzigen, die unter denen der Ellipse keine 
entsprechenden finden. 

Die Abschnitte SD und 6r.F(Fig. 88), die aufeiner Sekmt? 
der Hyperbel tswischen der Kurve und den Asymptoten oithalten 

sindj sind gleicJi lang. Dies folgt 
daraus, da8 der xur Eichtung 
CB der Sekante G-D konjugier- 
te Durchmesser CA sowohl die 
Sehne FE der Hyperbel als 
das Segment 6rD zwischen den 
Asymptoten halbiert, jenes 
Plg ' 88 ' nach der Definition konjugierter 

Durchmesser (Nr. 139), dieses, weil CA, CB xu den Asym- 
ptoten harmonisch liegen (S. 305). Zum analytischen Beweis 
nimmt man den zu GrD parallelen und den ihm konjugierten 
Durchmesser zu Koordinatenachsen; alsdann folgt aus der 

Gleichung 4 ~" Ira^O ^ es Asyraptotenpaares MD = l f x:a f j 

MO = b'x:a f und aus der Kurvengleichung ME-MF, 
also ED G F oder FD GE. 

Diese Eigenschaft erlaubt, beliebig viele Punkte der Hy- 
perbel zu konstruieren, wenn die Asymptoten und ein einssiger 
Punkt E gegeben sind. Denn man hat nur beliebige Sekanten 
durch E zu ziehen und innerhalb des E enthaltenden Asym- 
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ptotenwinkels auf jeder Sekante einen Punkt F so zu bestimmen, 
daB ED = GF ist. 

Ein wichtiger besonderer Fall, der schon aus dem SchluB- 
satz von Nr. 163 abgelesen werden kann, ist: Das zwischen 
den Asymptoten liegende Stiick einer Hyperbeltangente wird im 
Beriihrungspunkt halbiert und ist dem zur Tangente parallels 
DurcJimesser gleich. Somit ist das von den Asymptoten und 
der Tangente gebildete Dreieck doppelt so groB als das Par- 
allelogramm aus denselben und den Asymptotenparallelen des 
Beriihrungspunktes. Daher (Nr. 164) "begrenzt die Hyperbel- 
tangente mit den Asymptoten ein Dreieck von Itonstantem Inhalt. 

Die von einer Asymptote aus gemessenen Abschnitte GE, GF 
der Hyperbel in einer SeJcante ergeben das Quadrat des parallelen 
Halbmessers GB als ihr ProduJct. Denn aus den obigen An- 
nabmen folgt 

GF* 

und hieraus GF*GE = b n =*CB*. Man erkennt darin wieder- 
um die charakteristische Asymptoteneigenschaft (Nr. 164): 
durch VergroBerung der Entfernung der Sekante vom Mittel- 
punkt wird der zwiscben der Kurve und der Asymptote ent- 
haltene Abschnitt GF kleiner als jede angebbare Grofie. 

Die Verwendung der Asymptotengleichung von Nr. 164 
zeigon die Beispiele. 

B. 1) Unter Voraussetzung der Asymptotengleichung xy =*= & 2 
ist x*y + y n x *=* Jc 2 + x ! y n die QleicJiung einer Sehne P'P", und 
die GrUichung der Tanr/cntc in P f wird a;'2/ + 2/'a; = 2fc 2 oder 



Hiernach sind die in den Asymptoten durch die Tangente eines 
beliebigen Hyperbelpunktes P f gemachten Abschnitte gleich 2# r 
und 2^ r , inr Eecliteck ist daher * 47c 2 . 

2) Werden zwei feste Punkte P f , P" einer Hyperbel mit 
ii'gend einem veranderlicben Punkt P ln der Kurve verbunden, so 
fassen diese Sehnen auf jeder der Asymptoten eine konstante 
Strocke zwischen sicli. 

Die Gleichung einer der Sehnen ist ^"y + y'x y'0 w + tf; 
der von ihr in der aJ-Achse vom Nullpunkt aus gebildete Abschnitt 
wird daher gleich $ w + x f > Ebenso ist der Abschnitt, der der 
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anderen Sehne entspriclit, gleich x w + 0", und dieDifferenz zwiscben 
beiden #' x" ist somit von der Lage des Punktes JP'" in der 
Kurve unabbangig. 

3) Die Koordinaten x\y des Punktes, in dem sicb die in 
P' und P" gezogenen Tangenten der Hyperbel xy = k* schneiden, 
folgen aus 

x 'y + y i x - 27o 2 - 20V, x"y + y"% - 2ft* 2a/V 



175. Beispiele. Die Methode ; die Algebra auf Probleme 
uber Kegelschnitte anzuwenden, ist im wesentlichen dieselbe, 
wie die in dem Fall der Geraden und des Kreises angewendete. 
Wir wollen daher aus der groBen Anzahl von Aufgaben, die 
zu Orten zweiten Grades ftihren, nur einige auswahlen. 

B, 1) Bewegt sich eine Gerade von 
konstanter Lunge I zwischen den Sclienkeln 
eines gegebenen AVinkels, so bescbreibt ein 
beliebig gewahlter Punkt P der Geraden 
eine Ellipse. 

Bezeicbnen wir PL durcb w, KV 
durch w, so haben wir aus abnlicben Dreiecken (Fig, 89): 




wt 
und daraus folgt (vgl. Nr. 160) 



mn 



, , _ 

oder "*TT "T* o *~~ ~ l . 
* a ' 



die Gleichung einer Ellipse, die den Punkt zum Mittelpunkt 
hat; denn a n a% 2 a 12 2 ist bier positiv, nilmlicb = - a<a ' 

2) Welcben Ort bescbreibt ein Punkt Q, der bei festem V 
in LK so angenommen wird, dafi QK=PL ist? 

^ 3) Zwei gleicbe Lineale AS, BO siod 

durcb ein Gelenk in JB vereinigt (Fig. 90); 
der Endpunkt A ist befestigt, wahrencl 
^\\ die Gerade AO durcblauten muB. Man soli 
~~ c den dizrcb irgend einen festen Punkt P in J>* ( 1 
beschriebenen Ort finden. 




4) Aus der Basislange und dem Produkt der 'I\n region der 
halben Basiswinkel den Ort der Dreiecksspitze zu finden* 

Indem man die Tangenten der Halften der Basis winkol als 
Funktionen der Seiten ausdruckt, findet man, daB die Summo der 
Seiten gegebon und daber der Ort eine Ellipse ist. 
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5) Welches 1st der Ort der Mittelpunkte der einem Dreieck 
eingeschriebenen Kreise, wenn die Basis und die Summe der Seiten 
des Dreiecks bekannt sind? 

Man kann aus dem letzten Beispiel und aus Nr. 51,4 un- 
mittelbar erkennen, daB der Ort eine Ellipse ist, deren Scheitel 
die Endpunkte der gegebenen Basis sind. 

6) Aus der Basis und der Summe der Seiten eines Dreiecks 
den Ort des Schwerpunktes (Nr. 45, l) zu bestimmen. 

7) Welches ist der Ort der Mittelpunkte der Kreise, die in 
zwei gegebenen Geraden Abschnitte von vorgeschriebener Lange 
ausscbneiden? 

8) Man soil den Ort der Mittelpunkte der Kreise linden, die 
zwei andere Kreise beriihren, oder die einen gegebenen Kreis und 
eine gegebene Gerade beriihren (Nr. 195). 

9) Man bestimme den Ort der Mittelpunkte der Kreise, die 
durch einen gegebenen Punkt gehen und in einer gegebenen Geraden 
Abschnitte von vorgeschriebener Lange ausschneiden. 

10) Man bestimme den Ort der Mittelpunkte der Kreise, die 
durch einen gegebenen Punkt gehen und deren Abschnitte in einer 
gegebenon Geraden von diesem Punkte aus unter gegebenem Winkel 
orscheinen. 

11) Zwei "Ecken eines gegebenen Dreiecks bewegen sich langs 
foster gerader Linien; der Ort der dritten Ecke ist zu fin den, 

12) Ein Dreieck A B C ist einem gegebenen Kreis vom Radius ^ 
umgeschrieben, der Winkel (7 = y ist gegeben, die Ecke B bewegt 
sich liings einer festen Geradon; man soil den Ort von A finden. 

Wiv wenden Polarkoordinaten an, deren Pol der Mittelpunkt 
des Kreisos ist, und deren Winkel gegen die Normal e jp der 
festen Geraden gemesson werden, Besseichnen wir in diesem Sinn 
die Koordinaten von A, JB durch r\&, r r &', so ist r f cos & l = p 
der Abstand des Punktes von der festen Geraden. Aber man 
sieht leicht, daB der Winkel AOB = *c 90-}- iy, also bekannt 
ist; und da die Hohe des Dreiecks AOB gleich Q ist, gilt die 
Gloichung 

rr' sin x 

y r + r ' 2 ~ 2 rr r coa K 
Aus ihr geht durch $ & = n die Polargleichung des Ortes 



hervor, die einen KegdscJmitt darstellt. 

IS) Eine Gerade bewegt sich so, daB sie stets einen festen 
Kogelschnitt A beruhrt; in jeder ihrer Lngen bestimmt man ihren 
Pol in bezug auf einen anderen festen Kegelschnitt J5. Der von 
diesem Pol durchlaufene Ort ist ein Kegelschnitt. 



346 IX. Die Mittelpunktseigenschaffcen von Ellipse und Hyperbel. 176. 

1st a | /? irgend ein Punkt des Ortes, und wo; + vy + w 
seine Polare in bezug auf den Kegelschnitt B, so sind nach 
Nr, 137 w, 0, w lineare Funktionen von a | 0. Nach S. 306 1st aber 
die Bedingung, unter der die Gerade ux + vy + ^v =* Q den Kegel- 
schnitt A beriihrt, vom zweiten Grade in bezug auf w, v, w. 

14) Der Ort der Schnittpunkte der Tangenten in den End- 

x* y* 
punkten konjugierter Durchmesser ist -5 ^ = 2. 

Man erhalt die Gleichung durch Addition der Quadrate der 
Gleichuogen beider Tangenten unter Beriicksichtigung der Be- 
ziehungen von Nr. 168. 

15) Teile einen Kreisbogen in drei gleiche Teile. 

Die Teilpunkte werden als Scnnittpunkte des gegebenen Bogens 
mit einer gewissen Hyperbel bestimmt. (Vgl, Nr. 51, 7.) 

16) Durch die Endpunkte einer Sehne von konstanter Lange 
in einem festen Kreis zieht man Parallelen zu zwei festen Geraden ; 
der Ort ihres Schnittpunktes ist eine Ellipse, deren Achsen die 
Winkel der durch den Kreisxnittelpunkt gehenden Parallelen zu 
den festen Geraden halbieren. 

17) Von den parallelen Seiten eines Trapezes ist die eiue 
nach GrQJSe und Lage, die andere der GroBe nach gegeben; die 
Summe der nicht parallelen Seiten ist bekannt; man verlangt den 
Oii des Schnittpunktes der Diagonalen. 



Zehntes Kapitel. 
Die FokaleigenscliafteiL YOU Ellipse Bud Hyperbel, 

176. Nbrmale einer Kurve in einem ihrer Punkte P 
heiUt die durch P rechtwinklig zur Tangente dieses Punktes 
gezogene Gerade. Bei den folgenden Untersuchungen, die 
die Bestimmung vou Normalen verlangen, setzen wir stets 
rechtwinklige Koordinaten voraus. 

Nach Nr.41 ist die Gleiehung der durcli x 1 \y' gehenden 
Geraden zu bilden, die zur Tangente ~r ^r = 1 e ^ ner au ^ 
ihre Actsen bezogenen Mittelpunktskurve reclitwinklig ist; 
die Gleichung der Normale einer Ellipse be0. Hyperbd in x { y f 
wird also 

(1) |;0f-y')-|i (*') Oder $T^ = c*, 

wo c 2 (Nr. 156) das Quadrat der linearen Exzentrizitat be- 
zeiclinet. 

Schreibt man die vorige Gleichung in der Form 



und setzt man diesen Ausdruck gleich JR, so folgt aus 

r R' j i , By' 

x-x'-.-p. und y~y'=*~$- 

fiir die von x\y aus gemessene Lange n der Normale: 

(2) n 8 - (x - xj+ (y - yJ-E* (^ + y ~), 
d, L nacli dem Werte von d* in Nr. 170, 2: 

(3) w*= J/ oder nd=*R 
Man erhillt infolgedessen aus 

|1 (x - ') nd und ~ (y - 2/0 nd: 

G y 



348 



Fokaleigenschaften vou Ellipse und Hyperbel. 177. 



Wir fmxlen ferner den Abschnitt CN, den erne Normale 
in der Hauptachse vom Mittelpunkt ab bestimmt, als 



(5) 



oder 




91 - 



In der Ellipse (a < 1, Fig. 91) fallt also N zwischen G und J/, 
in der Hyperbel (e > 1) iiber M hinaus. 

Wir konnen somit zu einein gegebenen Punkt N der 
Hauptachse die Abszisse a?' eines Punktes oder vieltuehr zweier 

zur Hauptachse symmetrisch 
gelegener Punkte der Kurve 
bestimmen, deren Normale je 
durch N geht. Im Fall der 
Ellipse sind aber diese Punkte, 
d. h. die Normalen selbst, nur 
reel], solange #' 2 < r& 9 , also 
wenn N zwischen den Punkteu 
von den Abszissen e 2 a liegt. Ebenso gehoren im Fall der 
Hyperbel reelle Normalen nur zu den Punkten auBerhalb der 
durch x =3 -~ ae 2 und x = + ae 2 begrenzten Strecke, da 
#' 2 ]> o? sein muB. 

Der Kreis kann als eine Ellipse betrachtet warden, deren 
Exzentrizitat Null ist; daher ist bei einem Kreis immer GN~* 0: 
jede Normale eines Kreises geht durch seinen MittelpunM. 

177. Subnormale und Subtangente. Das Stuck NM 
der Hauptachse, das zwischen Normale und Ordinate entluilten 
ist, wird die Subnormale genannt. Die Subnormale hat (Nr.170) 
die Lange 

(6) a r -4# f oder JOT~-^o; f : 

^ * (j* a 

Die Normale NP eines PunJctes P teilt seine Abszisse CM m 
einem Jwnstanten Verhaltnis, und zwar innerlich bei der Ellipse, 
auBerlich bei der Hyperbel; es ist namlich N M: CM*~ P:a~. 
Die Subnormale der gleichseitigen Hyperbel ist also ihrer abso- 
luten Lange nach gleich der Abszisse. 

Wenn eine im Punkte P an die Kurve gezogene Tangcnte 
die Hauptachse in T schneidet, so wird der Abschnitt MT 
die Subtangente genannt. Aus der Grleichung der Tangento 
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folgt der Achsenabschnitt CT =* a 2 : # f , also ist die Sub- 
tangente 

(7) MT=~ #'=: a ~~? -. 

Als die Lange w der Normale bezeichnet man gewohnlich 
das von der Normale durch die Hauptachse abgeschnittene 
Segment PN: 
(8) 



Ist aber V der zu OP konjugierte Halbmesser, so ist die 
KlammergroBe gleich ft' 2 (Nr. 170 ; s). Also ist die Ldnge der 
Normale % = &&':&; insbesondere bei der gleichseitigen Hyperlel 
wie bei dem Kreis ist sie dem Halbmesser gleich.. 

Wird die Normale bis zum Sclinitt N J mit der kleinen 
Achse verlangert, so zeigt man in derselben Art, dafi der 
Abschnitt PN ! der Normale die Lange aZ>':& hat, Die Ver- 
gleiclmng beider Ergebnisse liefert die Satze: Das Produkt 
der durch die Achsen abgeschnittenen Segmente PJV und PN 1 
der Normale von P ist gleicli dem Quadrat des zwr Tangente 
-von P parallelen Halbmessers; der Quotient PNiPN 1 dieser 
Abschnitte ist gleicli dem Quotienten W:a l der Quadrate der 
Hallachsen, 

B. 1) Das llccliteck aus der Normale n und dem Abstand der 
Tanyctttc win Mittelpwiltf '1st Constant wul sicar gleicli dem Quadrat 
d?r Idcincn Halbaelisc. 

Denn dieser Abstand d wurde in Nr. 170,2 gleich ab:!)' 
gefunden. 

2) Die Llinge der Normale kann auch in Eunktion ihres 
Neigungswinkols a nach Nr. 167,1 ausgedrxickt werden: 



^ 



a* cos" a 6 8 sin^ a *}/l e 2 sin 2 a 

3) Sckneiden zwei Durclimesser CD, CJ) f einer Ellipse auf 
der Normale des Punktes P Segmente PI), PZ) f ab, die dem zu 
(JP konjugiorten Halbmesser gleich sind, so halbieren die Achsen 
dor Knrve die Winkel der beiden Dui'chmesser. 

Denn dio Punktepaaro NN f (Fig. 91, in die man das Weitere 
leicht einzeichnen wird) und DZ)' sind harroonisch, well PN-PN* 
PI) 1 (Nr. 15), also muB auch das Durchmesserpaar (7D, CD 1 
zu dom Eedhtwinkelpaar (7JV, ON' harmonisch sein (Nr. 60), Dies 
liefert eine neue KonstruMon der Achsen aus %wti "konjugierten 
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Halbmessern OP= a', GQ = &': Man fallt von P das Lot auf 
CQ und tragt auf dieses Lot von P aus nach beiden Seiten die 
Strecken PD und PD' ab, deren jede gleich &' ist. Die Achsen 
liegen in den Halbierenden des Winkels DGD ! . 

4) Die Langen der Halbachsen folgen als halbe Summe und 
bez. halbe Differenz von CD, CD r in 3; denn diese sind bez. 
a + &? Q> &* 

178. Normalen ans einem Punkt. Die Gleichung der 
Normale a?y f x + b*x'y ^c^x'y* in Nr. 176 druckte eine Be- 
ziehung aus, die zwischen den Koordinaten x'\y* eines Punktes P 
in der Kurve und den Koordinaten x \ y irgend eines Punktes 
dieser Normale besteht. Nun kann man die Normalen des 
Kegelschnittes suclien, die durch einen beliebig gegebenen Punkt 
gehen; es sind dann ihre PuBpunkte anzugeben, Analytisch 
sind also in der Gleichung der Normale die Koordinaten x \ y 
eines Punktes gegeben und die des FuBpunktes # ; | y 1 aus jener 
und der Kurvengleichung zu bestimmen. Indem wir die ge- 
gebenen Koordinaten akzentuieren und die gesuchten von den 
Akzenten befreien, erhalten wir fiir die FuBpunkte der durch 
x' | y 1 gehenden Normalen die neben der Kurvengleichung zu 
erftillende Beziehung 

(9) c*xyl*y'x-a*x'y = Q. 

Der durch diese Gleichung dargestellte Ort zweiten Grades 
geht durch den gegebenen Punkt P' (x ! \y*) und den Mittel- 
punkt 0|0 der gegebenen Kurve. Da eine bloBe Parallel- 
transformation die linearen Glieder zum Verschwinden bringen 
kann, ist der Ort eine gleichseitige Hyperbel, deren Asym- 
ptoten zu den Achsen des gegebenen Kegelschnittes parallel 
sind. Die beiden Kurven haben im algebraischen Sinne vier 
Schnittpunkte (Nr. 28), und eine nahere Untersuchung zeigt, 
daB sie samtlich reell sein konnen, daB aber stets zwei reell 
sein miissen. Von einem leliebigen Punkt der Ebene gehen also 
vier Normalen der MittelpunJctshirve aus, von denen mindestens 
swei reell sind. 

Fiir einen Punkt x r bez. 1 y' einer Achse tritj an Stelle 
der gleichseitigen Hyperbel die Achse selbst und die dazu 
normale Gerade c 2 x a*x' = bez. <?y & 2 ;?/ r = 0. Von den 
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vier Normalen des Punktes fallen also zwei mit der Achse 
selbst zusammen, da ihre Pufipunkte die Scheitel sind. Die 
Realitat der beiden anderen Normalen fur Punkte #'|0 ist 
schon in Nr. 176 erortert. Fiir Punkte | y 1 der Nebenachse 
sind im Fall der Hyperbel stets reelle Normalen vorhanden, 
im Fall der Ellipse nur, solange y* zwischen c 2 : & liegt. 

Die gefundene gleichseitige Hyperbel kannfolgendermaBen 
definiert werden: sie ist der Ort des Schnittpunktes P eines 
Durchmessers der Kurve mit dem von P f auf seinen konjugier- 
ten gefallten Lote. Denn zu y = mx ist der konjugierte 
Durclimesser & 2 # ma*y = und das durch P 1 gehende Lot 
zu diesem hat die Gleichung a?m(x d) q: W(y - y 1 } =- 0; 
die Elimination von m vermoge y = mx gibt die Gleicliung (9). 
Da also eine Sebne P' P der gleichseitigen Hyperbel senkrecht 
ist zum konjugierten des P enthaltenden Durchmessers, so 
ist sie, falls P auch der gegebenen Kurve angelxort, wirklich. 
zur Tangente rechtwinklig. 

Substituiert man die in Nr. 176 gewonnenen Ausdriicke 



nd + a* 

der Koordinaten des NormalenfuBpunktes durch die Koor- 
dinaten ihres Ausgangspunktes ? ibre Lange und die Entfernung 
der Tangente des ersten vom Mittelpunkt des Kegelscbnittes 
in die Gleichung desselben, so erhalt man eine biquadratische 
Gleichung fUr die Bestimmung der vier zugehorigen Werte 
von nd 




Das Produkt der vier Werte von nd ist, als das von nd un- 
abhangige Glied in der Eatwickelung dieser Gleichung aus- 
gedrttckt, gleich 



also proportional dem Ergebnis der Substitution der Koordinaten 

des Pwktes P 1 in die Normalgleichung des Kegelschnittes* 1 ) 

Der Sonderfall des Kreises ftihrt auf die Potent zurtick. 
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B. l) Eine Gerade wa + vy + 1 = 1st eine Normale 
dor Kurve ~ ! = 1, wen n (vgl. (l), S. 347) 



-t . = c 4 oder c*V T &V - a 8 -)'" = 0. 

2) Die Koordinaten X' | Y' des Schnittpunktes der Tangenteu 
in den Punkten x' \ y' und x" \ y" sind 



oder auch 



a^ b* 
Man findet zunachst nacli Nr. 37 



kann dies aber umformen mit Hilfe der Beziohungen 

* f s y fr - y f2 * r ' - 6( f a - ff2 ) -- a a (y f * - 2/ ffa ), 

die aus der Kurvengleichung ftir o? f | y 1 und # r/ 1 ?/ f/ folgen. 

3) Die Koordinaten X | J des Schnittpunktes der Nonnalen 
in den Punkten x 1 \y l und %" \y n sind 



wenn hier X r | 3T r die Koordinaten des TangentenschnittpunUes 
in 2) bedeuten. 

Wenn man endlich noch x'x" und y r y ft mit Ililfo der Glei- 
chung der Polai'e von X 1 \ T ! durch diese Koordinaten rational 
ausdriickt, so gehort zu jedem Punkt X 1 \ Y f der Ebene als Nor- 
malenschnittpunkt 



. 

5 S 

4) Wann sind die Normalen zweier Kurvonpunkte ssueinauder 
rechtwinklig? (Vgl. Nr. 167, 6.) 

Der Ort des Punktes, von dem aus zwei zueinandcr rocht- 
winklige Normalen der Kurve gehen, folgt durch 3) aus dem 
Hauptkreis. 

5) Die Elimination von y zwischen 

und 
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liefert eine biquadratische Gleichung zwischen den Abszissen der 
vier FuBpunkte der von P f ausgehenden Normalen; die Koeffizienten 
der Gleichung zeigen, daft die Summe dieser Abszissen, die Summen 
ihrev Produkte zu zweien und zu dreien, und endlich ihr Produkt 
bez. gleich sind 

c* * c 4 ^ '' c* c* 

Daraus ergeben sich einige Eolgerungen. 

179. Brennpunkte. Die Normalen von zwei solchen 
Punkten einer Mittelpunktskurve, die in der Hauptachse die- 
selbe Abszisse x haben, also zur Hauptachse symmetrisch 
liegen, schneiden sich auf dieser Achse m einem Punkt P f 
mit der Abszisse x' *=c*xia? (Nr. 176); der Schnittpunkt P" 
ihrer Tangenten liegt gleichfalls auf der Hauptachse und hat 
die Abszisse x" *= a?ix (Nr. 177). Diese Punkfce P 1 und P" 
sind stets reell, wenn die Sehne der beiden Kurvenpunkte 
und daher auch x reell ist, ob diese nun selbst reell oder 
konjugiert imaginar sind. 

Die Punkte P' und P f ' ; die zu demselben x gehoren, er- 
geben ein konstantes Produkt ihrer Abszissen x f x" = c 2 . Nach 
Nr. 15 bedeutet aber diese Beziehung, daB jedes Punktepaar 
P ! , P" durch die beiden festen Punkte x ===== c, y = harmo- 
nisch getrennt wird. 

Diese beiden festen Punkte F, F 1 (Fig. 92), die in der 
Hauptachse symmetrisch zium Mittelpunkt in der Entfernung c 
von diesem liegen, heiBen die reellen Brennpunkte (foci) der 
Mittelpunktshurve. Die GroBe c ea 
nennt man daher die Fokaldistan#. 
Aus gegebenen Achsen ergibt sie 
sich als "j/a 2 ? 6 2 fur die Ellipse bez. 
Hyperbel, insbesondere ftir den 
Kreis, a]/ 2 fiir die gleichseitige Hy- 
perbel. Die Brennpunkte befinden :Flg - 92 ' 

sich im Inneren der Ellipse (c 2 <J a 2 ) oder der Hyperbel 
(0* 2> a 2 ), liefern also imaginare Tangenten, aber auch ima- 
ginare Normalen, da sie zwischen den Scheiteln und den 
Punkten c 2 : a (Nr. 176) liegen, 

Salmon -Fiedler: anal. Geom d. Kegolsohn. 8. Aufi. 23 
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Eine analoge tTberlegung gilt ftir die Nebenachee. Zu 
zwei Kurvenpunkten von gleicher reeller Ordinate y gehoren 
zwei reelle Punkte der Nebenachse: der Normalenschnittpunkt 
j/'ss :p c*y: 6 2 und der Tangentensehnittpunkt ?/'~& 2 :?/. 
Die Abstande der Punkte eines Paares vorn Mittelpunkt der 
Kurve ergeben wiederum ein konstantes, aber wesentlich nega- 
tives Produkt y'y rf *= c*. Daher liegen y' und y n wieder 
zu zwei festen, aber imaginaren Punkten y = cl harmoniscb. 
Diese konnen in manchen Aufgaben durch ihre reellen Stell- 
vertreter y = c (Nr. 19 und 20) ersetzt werden. 

Die beiden konjugiert imaginaren Punkte der Nebenaclise 
y = -j- ci sind als die imaginaren Brennpimkte der Kurve zu 
bezeichnen, Somit halm die Mittelpunktshtrven vier Brenn- 
purikte, aber nur zwei reelle in der Hauptachse; nur fiir den 
Kreis fallen sie samtlich in seinen Mittelpunkt. Wir werden 
uns in diesem Kapitel nur mit den Eigenschaften der reellen 
Brennpunkte beschaftigen. 

180, Leitlinie (Direktrix) des Kegelschnittes heiBt die 
Polare eines Brennptmktes. Die zu dem reellen Brenu- 
punkt c gehorige Leitlinie ist (S. 329) die reelle Gerade 

(11) ex a\ oder a + ex 0, 

die in der Entfernung a 2 : c vora Mittelpunkt zur Haupt- 
aclise rechtwinklig verlauft. Auf alien durch den Brennpunkt 
gehenden Sehnen, sog. Fokalsehncn, sind die stets reellen Encl- 
punkte durch den Brennpunkt und den Schnittpunkt mit der 
Leitlinie harmonisch getrennt. Auch ist die Leitlinie die Be- 
riihrungssehne des vom Brennpunkt ausgehenden imaginaren 
Tangentenpaares. 

Ein Punkt P oder a s :c|y ; der einen Leitlinie d hat 
eine durch den zugeh5rigen Brennpunkt F gehende Polare 

(S. 277f.) -^ ~j- == 1, wahrend seine Verbindungsgerade mit 

T. Jj 

dem Brennpunkt die Gleichung ergibt y* (x c) 3r y ***$ 
(Nr.40). Die beiden Geraden sind aber zueinander recht- 
winklig nattirlich ebensowohl, wenn wir c durch c er- 
setzen ? d. h. die Polare eines Punltfcs der Leitlinie ist die 
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#u seiner V&rbindungsgeraden mit dem Brennpunkt rechtwinklige 

Fokalsehne?^) (Fig. 93). Man kann diesenSatz aueh so aussprechen: 

Harmonische Pole P, P r auf der 

Leitlinie spannen am zugehorigen 

Brennpunkt einen rechten Winkel 

PFP*. Den kiirzesten Ausdruck 

dieser uberaus wichtigen Fokal- 

eigenschaft bietet die Redeweise 

von Nr. 1 36 : Konjugiert Jiarmonische 

Polaren aus einem Brennpuriltf sind 

zueinander recJttwinJdig. 

# 181. Allgemeine Definition 
der Brennpunkte. Die vorstehende 
Entwickelung, die von den Normalen aus zu den Brenn- 
punkten tinleitet, fuhrt zu dem Satz: Die Brennpunkte 
sind diejenigen Punkte F 9 F 1 , deren Polare d bez. d r die Kurve 
in den Fufipunkten der von F bez. F* zu ziehenden Kurven- 
normalen schneidet. In der Tat schneidet z. B. die Polare d 
des Breunpunktes F zugleich die Fufipunkte der von F aus- 

gehenden imaginaren Normalen aus ? weil nach Nr. 176 fur 

> 

einen solchen Fufipunkt x =c:e*=*> ( ~ und wenigstens bei 

der Ellipse c > e*a ist. Dies besagt aber> daB die von einem 
Brennpunkt ausgehenden Tangenten zu sich selbst normal sind, 
also die absoluten Kichtungen von Nr. 61 haben miissen. Dies 
folgt auch aus dem Satz, daB die durch einen Brennpunkt 
gehenden konjugierten Polaren Rechtwinkelpaare sind, weil 
ihre gemeinsamen harmonischen Strahlen von absoluter Rich- 
tung sind (Nr. 61). 

Nun lassen sich aus den unendlich fernen imaginaren 
Kreispunkten zwei Paare konjugiert imaginarer Tangenten an 
einen reellen Kegelschnitt ziehen, die das Pardlelogramm der 
Tangenten von alsoluier EicMung (das umgeschriebene isotrope 
Parailelogramm) bilden. Von seinen vier endlichen Ecken 
mtissen wirklich zwei reell und zwei konjugiert imaginar, die 
beiden im Endlichen gelegenen Diagonalen also reell sein; 
diese sind schon infolge der harmonischen Eigenschaften des 

23* 
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Vierseits (Nr. 67) zueinander rechtwinklige konjugierte Durch- 
messer, d. L mit den Achsen identiscli. Man gelangt so zu 
der tibrigens nicht nur fur Kurven des zweiten Grades gxiltigen 
allgemeinen Definition: BrennpunJcte einer Kurve heifien die 
Schnittjpurilcte Hirer Tangenten absoluter KicUung**) 

Die Leitlinien als Polaren der Brennpunkte schneiden 
auf dem Kegelschnitt die imaginaren Beriihrungspunkte der 
vier Tangenten absoluter Richtung aus. Daher sind dies a^ch 
die imaginaren Schnittpunkte der Kurve mit ihrem Hauptkreis 
(Nr. 167, e), denn ihre Tangenten sind zu sich selbst normal. 
Da demnach ihr Halbmesserquadrat a 2 6 3 betragt, so ist 
die Lange ihrer konjugierten, d. b, in absoluter Richtung 
gemessenen Halbmesser Null (vgl. Nr. 170). 

Die Grleichungen der Tangentenpaare von den Richtungs- 
koeffizienten i folgen leicht (Nr. 167, a) als (y qp ix)*+ c 2 = 0, 
diejenigen der Tangentenpaare der Brennpunkte als 

(12) ( x ^c)*+y*=0, 0*+(ycO*-0- 

Offenbar stellen alle diese Gleichungspaare dieselben vier Tan- 
genten dar. 

Zugleich. erinnern die letzten Gleichungen daran, dafi die 
reellen und die imaginaren Brennpunkte asso&iierte Paare sind 
(Nr. 115). 

182, Brennstrahlen (Pokalradien) eines Kurvenpunktes 
P heiBen die Strecken FP, F'P seiner Verbindungsgeraden 
mit den Brennpunkten F, F 1 . 

Ist die Entfernung eines Kurvenpunktes vom Brennpunkt 
c auszudriicken, so konnen wir in dem Quadrat (x 1 <?) 2 + y'* 
derselben y^ mit Hilfe der Kurvengleichung eliminieren. Unter 
Beriicksichtigung der Definition c 2 =a 2 T& 2 entsteht so der 
Ausdruek durch x allein ^ /2 2(?a? f + a* oder 

(13) (*'- <)+ y" 

Somit ist die Lange des Brennstrahls selbst eine lineare Funktion 
der Abszisse des Kurvenpunktes. 

Betrachten wir nur die absolute Lange FP, so mtissen 
wir fiir sie diejenige Wurzel aus (ex 1 a) 2 wahlen ? die einen 
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positiven Zahlenwert ergibt. Dieselbe ist im Falle einer Ellipse 
(14) FP - a - ex', 

denn die Exzentrizitat e ist hier kleiner als Eins (Nr. 156) und 
fur reelle Punkte ist x'*<>a\ 

In der Hyperbel dagegen, wo e > 1 ist, hat a ex 1 nur 
fur negatives x* einen positiven Wert, also fur jeden Punkt 
auf derajenigen Zweig, in dessen Inneren der gewahlte Brenn- 
punkt nicht liegt. Fiir ein positives x\ d. L einen Punkt des 
F umschlieBenden Zweiges, gibt aber, da dann x 2> a, ex 1 a 
den positiven Wert fur die Lange des Brennstrahls. 

B. Nach Nr. 178, 5 kann das Produkt der Brennstrahlen 
fiir die FuBpunkte der vier Normalen aus einem Pankt P durcb 
den Abstand dieses Punktes von dem betreffenden Brennpunkt F 
ausgedruckt werden, Man findet es gleieh 



183. Definition der Mittelpunktskegelschnitte aus Brenn- 
punkt und Leitlinie. Der Ausdruck fur die Lange des Brenn- 
strahls FP eines Kurvenpunktes P($\y) Uefert, gleieh. Null 
gesetzst, die Gleichung ex a = der Leitlinie, die zu dem 
Brennpunkt gehori Daher ist die Lange FP dem Abstand 
des Punktes P von dieser Geraden proportional, denn dieser 
Abstand wircl, abgesehen vom Vorzeichen, durcb x -- gegeben 
(Nr. 42). 

Wir erkennen als wichtige Eigenschaft der Kegelschnitte: 
Die Entfernung eines Purilctes der Kurve vom BrennpunU steht 
zu seiner Entfernung von der zugehorigen Leitlinie 
in einem Jconstanten VerMltnis, das gleieh der Ex- 
zentrmtat e ist. Dasselbe gilt fiir den anderen Brenn- 
punkt und dessen Leitlinie. 

TJmgekehrt kann ein Kegelschnitt als der Ort 
eines Punktes definiert werden, dessen Entfernung 
von einem festen Punkt, dern Brennpunkt F, zu 
seinem Abstand von einer festen Geraden, der Leit- 
linie d, proportional ist (Fig. 94). Man kann hier- H * 
nach die Kurve leicht konstruieren und ihre ganze Theorie 
entwickeln. Siud namlich ^j/o ^^ e Koordinaten des Brenn- 
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punktes, 1st ux + vy + 1 die Gleichung der Leitlinie und 
e die Verhaltniszahl, so fcami die Gleicliung des Ortes sofort 
geschrieben werden als 

(15) ( - xtf + (y - / ) 2 - ~^ TS (1*0 + *y + I) 2 , 
also auch. (Nr. 35) 

= 2 (# cos cc + y sin a d) 2 ; 

derm die rechte Seite ist das Quadrat des e-facheu Abstandes. 
Die Gleichung stellt ? je naclidem c kleiner oder groBer als 
Bins ist, eine Ellipse oder eine Hyperbel dar, deren Achsen 
leicht zu ermitteln sind. 

Man kann diese Eigenschaft aucli so aussprechen: Wenn 
eine Kurve so beschaffea ist ; dafi die Entfernung irgend eines 
ihrer Ptinkte P von einem festen Punkte als eine ganze lineare 
Funktion der Koordinaten von P ausgedriickt werden kann, 
so ist die Kurve ein Kegelschnitt mit dem festen Punkte als 
Brennpunkt. 51 ) 

B. l) Die Brennpunkte der zu einem Punkt einer Ellipse E 
als Mittelpunkt und mit der zugehSrigen Tangento und Normals 
als Aclisen bescliriebeiien Ellipsen, die die kleine Acbse der go- 
gebenen Ellipse E in ihrem Mittelpunkt beriihren, liegen auf zwei 
mit E konzentrischen Kreisen, deren Badien die Summe und Diffe- 
renz der Halbacbsen derselben sind. 

2) Wenn eine Ecke eines der Ellipse umgeschriebenen Par- 
allelogramms den ScheitelberEflirungskreis durcblauft, so beschreibt 
die gegentiberliegende Ecke deuselben gleicbfalls, und die beiden 
anderen Ecken liegen auf zur Hauptaclise normalen Goraden, den 
Leitlinien. 

184. Fokalgleichung. Die Gleichung von Ni\ 182 kann 
auch als das Ergebnis der Transformation der Achsengleichung 
zum Brennpunkt c \ als Nullpunkt angesehen werden, indem 
man sie in der Form schreibt: 

(16) (x - cf + f - (ex - a) 2 [e (x - c} T ^ 

Dabei ist x c die vom Brennpunkt aus gezahlte Abszisye 
mid (17) p ~ . a (1 - e 2 ) 

offenbar der zur Hauptaclise senkrechte Brennstrahl oder die 
Ordinate im Brennpunkt. Diese heifit der lAnearpammetw 
(2jj)=latus rectum) des Kegelschnittes. 
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Gebrauchlicher ist es, Polarkoordinaten einzufiikren, die 
vom Brennpunkt und der Hauptachse aus gezahlt werden. 
Dann ist x c = r cos #, y r sin # ; wo # die Amplitude 
oder Anornalie des Brennstrahls r heifit. Nacli Nr. 182 haben 
wir daher ftir die Ellipse r *=* a ex *=$> er cos # zu setzen 
und erhalten damit als die Fokalgleicliung der Ellipse 



Setzen wir umgekehrt fiir die Hyperbel r = ex a = 
p + cr cos fr, so wird die FokalgleicJmng &&r Hyperbel 

/in\ P r & 2 +Va 2 + & 2 

(19) r , .- ^ fur = ? e -- 
^ ' l e cos -9- -* a a 

Diese liefert positive Werte von r nur flir Amplituden, die, 
vom Zeichen abgeselien, groBer sind als der lialbe Asymptoten- 
winkel # (cos ^ < -? 3Sfr, 163J ; jedoch negative oder riick- 
warts abzutragende r fiir kleinere Amplituden. Will man also 
mir positive Brennstrahlen ; so stellt die Gleictung nur den 
den Brennpunkt umscldieBenden Zweig der Hyperbel dar 
(^ < '9- < 2 #0). Den anderen Zweig definiert dann eben- 
so die Gleichung 



die aus der ersteti laervorgeht, wenn man r \ it + & statt 
r 1 ^ schreibt (Nr. 21) ; sie ist daher eigentlich keine neue 
Gleichung. 

Die auf den Brennpunkt c \ bezogenen Fokalgleichungen 
der Ellipse bez. Hyperbel lauten 



B. l) Das harmonisclie Mittel (vgl. Nr. 15, 2) zwischen den 
Absclmitten einer Fokalsehne ist konstant und dem Linearpara- 
moter gleion. 

Denn wonn der Brennstrahl .FP, riickwarts verlangert, die 
Kxxrve noch in P f schneidet, so ist 

' FP< -' somit 



Wenn dagegen P und P f auf verscMedenen Zweigen dieser Hyperbel 
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liegen, so mussen ilire Brennstrahlen init verschiedenen Vorzeichen 
eingefuhrt werden. 

2) Das Bechteck aus den Abschnitten einer Eokalsehne steht 
zur ganzen Sehne in einem konstanten Verhaltnis. 

Dieser Satz ist nur ein anderer Ausdruck des letzten; aber 
man erkennt auch direkt, daB die GroBen FP-FP*, PF + FP f 
in einem konstanten Verhaltnis stehen, denn sie sind 
p* i 20 

_ _ _ . 11 rin ____ - - - 

l-e 2 cos a # l-e*cos a # 

3) Jede Fokalsehne gibt, mit der Hauptachse multipliziert, 
das Quadrat des zu ihr parallelen Durchmessers. 

Denn das Quadrat des Halbmessers, der mit der Haupt- 
achse einen Winkel ^ bildet, ist (Nr.156) 



und daher ist die in 2) gefundene Lange der Sehne 
PF + 2 



a 

4) Die Summe der zu zwei konjugierten Durchmessern par- 
allelen Fokalsehnen ist konstant. 

Denn die Summe der Quadrate zweier konjugierten Durch- 
messer ist konstant (Nr. 170). 

5) Die Summe der Eeziproken zweier zueinander recht- 
winkligen Fokalsehnen ist konstant. 

185. Summe bez. Different der Brennstrahlen. Ein 

Punkt P (x | y) einer Ellipse hat nach <dem Vorstehenden vom 
Brennpunkt F oder c \ 0, bez* vom Brennpunkt F r oder c \ 
die positiven Entfernungen 

FP = r = a - ex, F 1 P = r 1 = a + ex. 
Daher ist FP + F'P = r + r'=2a: Die Summe der Brenn- 
strahlen eines Ellipsenpunhtes ist Con- 
stant und der grofien Achse gleieh. Vgl. 
Fig. 95. 

Dagegen hat ein Punkt der Hy* 
perbel, je nachdem er auf dem posi- 
tiven oder negativen Zweige liegt ; von 
* 95 - F bez. JF' die positiven Entfernungen 

r=ex a, r f ~ex+a oder r=a ex, r 1 *=* ~- a ~ ex. 
Also ist entweder r 1 r = 2a oder r r 1 = 2a, d. h. 
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Die Different der Srennstrahlen eines Eyperbelptmkies ist 
Constant und der Hyperbelachse gleich. 

In alien Fallen ist aber das Produkt 



(22) rr'- (a 2 - aV) - a'-a*0 - + -V 

In den MittelpunktsJeurven ist ddher das Rechteek der Brenn- 
strahlen eines Punltfes P gleich dem Quadrat des dem Halbmesser 
von P Jconjugierten Halbmessers. 

Weil ferner nach Nr. 177 das Quadrat der Normale den 
Wert 6 2 &' 2 : a 2 hat, verhalt sieb. das Produkt der Brennstrahlen 
eines Punktes zum Quadrat seiner Normale wie a 2 :Z> 2 . 

Mit Hilfe der Tatsaclie, daB in einem Dreieck eine Seite 
kleiner ist als die Summe der beiden anderen ? weist man 
leich-t geometrisch nacli, da8 fur jeden Purilit Q auflerhalb, 
le&. inncrhaTb der Ellipse 

FQ + F'Q>2a } bez. FQ + FQ < 2a, 
und fur Q aufierhalb, be#. innerJialb der Hyperbel 

F'Q-FQ<2a, bez. F'Q - FQ > 2a. 

Daher ist die ;7 bifokale Bezielmng" (r r f ) 2 = 4a 2 far Punkte 
der Ellipse bez. Hyperbel eharakteristisch; sie kann als die 
bipolare Gleiclmng dieser Kuryen bezeichnet werden (S, 45). 

186. Padenkonstruktion. Die bifokale Beziehung liefert 
der elementaren Q-eometrie die Definition der Mittelpunkts- 
kegelsohnitte: Der Ort der Spitee eines Dreieclcs, von dem die 
Basis 2c und die Summe les. Different* der Seiten (= 2 a) ge- 
geben ist y ist eine Ellipse be#. Hyperbel mit den Basisenden als 
Brennpunkten und mit der Hawptachse 2 a. 

Zum direkten Beweis dieser Umkehrung wahlt man die 
Basis zur o?-Achse,. ihre Mitte zum Nullpunkt und erhalt die 
Gleichung des Ortes 

T/j/" 2 "+7^T^ T/jfM 1 ' (a - cy - 2a. 
Durch Entfernung der WurzelgroBen nimmt sie die Form an 



1st die Summe der Seiten gegeben, so ist a > c, der Koeffizient 



362 x - Die Fokaleigenschaften von Ellipse und Hyperbel. 187. 

von j/ 2 daher positiv und der Ort eine Ellipse. 1st aber die 
Different gegeben, so ist a < c, der Koeffiident von / 2 negativ 
und der Ort eine Hyperbel. 

Diese Definition gibt auch in der sog. Fadenlconstruktion 
die Mittel, eine Ellipse oder Hyperbel meclianiscli zu beschreiben. 
Sind die Enden eines Fadens an zwei festen Punkten F und F f 
befestigt, so beschreibt ein Stift, der sich derart bewegt, da6 
er den Faden immer gleichmaBig gestreckt erh'alt, eine Ellipse 
mit F und F t als Brennpunkten und der Fadenlange als grofier 
Achse. 55 ) Noch besser wird man einen geschlossenen Faden 
von der Lange 2a + %c um zwei in F und F* befestigte 
Nadeln herumlegen und mit Hilfe des Zeiclienstiffces gestreckt 
erhalten. 

Tim eine Hyperbel zu beschreiben, lasse man ein Lineal 
(Fig. 96) an einem Ende F drelibar befestigt sein,* wenn dann 
ein am festen Punkt F 1 befestigter Fa- 
den auch. an einem Punkt E des Lineals 
befestigt ist und durch einen Ring in P 
gespannt erhalten wird, so beschreibt 
der Punkt P bei der Drehung des Lineals 
ein endliches Stuck eines Hyperbelastes. Denn da die Summe 
von F'P und PJR konstant ist, muB es die Different von FP 
und JP'P auoh. sein* 

187. Der Winkel der Brennstralilen eines Kurvenpunktes 
hat die Tangente und die Normale des Punktes zu Hal- 
bierungslinien. Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des 
in Nr. 179 ausgesprochenen Satzes, daB Tangente und Normale 
eines Punktes P die Hauptachse in Punkten schneiden, die zu 
den Brennpunkten F, F' harmonisch liegen. Denn dann 
mtlssen nach Nr. 60 auch die Brennstralilen jPP, F*P jenes 
Punktes in bezug auf PT und PN harmonisch, also in bezug 
auf das rechtwinklige Paar PT, PN symmetrisch sein (Fig. 95), 
(Vgl. Nr. 95.) 

Zum direkten Beweis bestimmen wir die Winkel der 
Brennstrahlen mit der Tangente, indem wir ihre Sinus durch 
die Koordinaten ausdrucken. Zunachst berechnen wir die Ab- 
stande der Tangente von den Brennpunkten (Fig. 95). Die 
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Entfernung des Brennpunktes F(c\Q) von der Tangente 

f + -^r 1 = ist (Nr. 42): 
a* Z> 8 ^ ' 

ca; 1 ea? r 

^ = -i//^ a V'\ ^~ (Nr> 170> 2)> 

Also ist 

(24) FT J (a - a?') - i - ,PP 

und ebenso F 1 T' - (a + ea? f ) ^ JF'P. 

w 

FUr die Hyperbel gelten dieselben Forineln mit einem bloBen 
Zeicbenwecbsel (Nr. 182). 

Daher ist 




d. h. die Tangente bildet mit den 

Brennstrahlen ihres Beriihrungs- 

punktes gleiche Winkel. Aus der 

Betrachtung der Lage der Tangente 

zur Kurve ist aber offenbar, daft 

die, Tangente der Ellipse die a-ufiere 

und die Tangente der Hyperbel die innere Halbiermgslinie des 

Winkels der BmmstraUen ist. (VgL Fig. 95 und 97.) Dieser 

Sat/, erlaubt, die Tangenten des durch die Fadenkonstruktion 

erhaltenen Kegelschnittes sofort anzugeben. 

Auch liegt hierin die Erklarung des Namens Brennpunkte: 
Lichtstrablen, die yon .F ausgehen, werden yon der Ellipse 
nach F konvergent reflektiert, und von der Hyperbel so, dafi 
sie von F 1 aus divergieren, Gleiches gilt bei Schallwellen. 

B. 1) Das VerMltnis der Sinus zwischen den Winkeln der 
Normals mit Brennstrabl und Hauptacb.se ist als Yerhaltnis ibrer 
Gegenseiton im Dreieck NPF (Fig. 95) gleicb der Exzentrizitiit. 

2) Die Projektion der Normale auf den Brennstrabl ist gleicb 
dem Linoarparameter; die Projektion der vom Kurvenpunkt bis 
s&um Scbnitt rait dor Nebenacbse gemessenen Normalenstrecke ist 
gleicb der halben Hauptachsc (VgL Nr. 189,1.) 

3) Wenn fiir die Endpunkte zweier konjugierteu Halbmesser 
a v \ einer Ellipse die halbeu Winkel der Brennstrablen gleicb 
<p bez. ty sind, so daB 
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cos cp == a l cos i/; = & 

x 2 
oder . tg 2 

1st, so folgt aus 

auch 

also konstant. 

Fiir die besondere Ellipse mit c = b odei* 2 c 2 == a a ist der 
Wert Eins, die Projektion der Normale auf den Brennstrahl 
gleich 4-a. Ftir die gleichseitige Hyperbel wird sie zu a, weil 
& 2 =a 2 und c 2 -2a s ist. 56 ) 

188. Aus dem Hilfssatz von Nr. 187 folgert man: 

(25) Jr^ f T f ^(a 3 -aV a )-i 8 (Nr.185): 

Das Eechteck aus den Srennpunktsdbstanden der Tangente ist 
Constant und gl&icli dem Quadrat der hal- 
len Nelenachse. 

Somit ist fur zwei beliebige Tan- 
genten (Fig. 98): 

FT-F'T'-FS-F'S', 

FT F'S' 
}?ig, 98. Oder -j^gr = jpTfi * 

Aber FT:FS ist das Verhaltnis der Sinus der Teile, in die 
der Strahl FP den Winkel der Tangenten teilt, und F'S* : F'T f 
ist das Yerlaaltnis der Sinus der Teile, in die F'P denselben 
Winkel teilt; wir haben also 

(26) $:TI>F=^S'PF'. 

Daher werden die Winkel TPS' und FPF f von derselbeu 
Geraden halbiert: Zw&i Tangenten eines Kegelschnittes haben 
dieselben WinMJialbierenden wie die BrennstraUen ihres ScliniU- 
punJctes. Hieraus geht der Satz von Nr. 187 als besonderer 
Fall hervor, sobald der Tangentenschnittpunkt in die Kurve 
selbst rftckt. 

Die Beispiele zeigen, in welcher Weise sich infolge der 
Analogic zwischen den Gleichungen der Tangente und Polare 
einige Eigenschaften der Tangente auf die Polare iibertragen. 

B. 1) Wenn sich ein Punkt in einer festen Senkrechton zur 
Achse bewegt, so dreht sich die von ihm auf seine Polare gofallte 
Senkrechte urn einen festen Punkt in der Achso. 67 ) 
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Denn der durch jene Senkreehte bestimmte Abschnitt in der 
Achse ist (wie in Nr, 176) eV und daher mit %' konstant. 

2) Man finde die Langen der vom Mittelpunkt und von den 
Brennpunkten auf die Polare von sc f y ! gefallten Lote. 

3) Bei der vorigen Konstruktion ist 
CM PN 1 - & (Kg. 99). Dieser Satz 
verallgemeinert den in Nr. 177,1 be- 
wiesenen, nach dem das Rechteck aus "p* 
der Normale und dem Abstand der Tan- 
gente vom Mittelpunkt der Kurve kon- 
stant ist. 

4) Man beweise: 

PN'-NN'=> ~(a 2 ~-cV 2 ). 
a" x * 

Wenn P ein Punkt der Kurve ist, gibt diese Gleichung den Aus- 
druck (8) (S. 349) ftir das Quadrat der L&nge der Normale wieder. 

5) Man beweise: FG F'& f OM*NN'. Fiir den besonderen 
Fall, wo P in der Kurve liegt, geht dies tiber in 




189. Verlangert man das von einem Brennpunkt F auf 
die Tangeute in P gefallte Lot FT iiber sie hinaus (Fig. 95) 3 
so schneidet es auf dem BrenHstrahl F'P eine Lange F 1 Q 
ab 7 die gleich der Hauptachse ist. Denn aus <^ FPT=*F r PT r 
folgt FT=* TQ, FP =* PQ, und Q liegt bei der Ellipse bez. 
llyperbel so, daB F' Q als Summe bez. Different von F f P und 
PQ erscheint. 

Aus JPO- J FF 1 , FT=*\FQ folgt dann auch GT 
J F'Q=*a und (7r||JP'P. Ebenso ergibt sidi CT' =* a, 
GT'\\FP. Die Fuppunltie r l\ T f der von den Brennpunlden 
%, F' auf eine Tanyentc des Kegelschnittes gefallten Lote liegen 
dalicr auf dem Sclieitelkreis (Nr. 157, 161), denn sie haben vom 
Mittelpunkt C die konstante Entfernung a. Man bestatigt dies 
auch direkt. (Vgl. B. i, 4.) 

Umgekehrt liefert dieser Satz eine Konstmktion der 
Mittelpunktskurven aus ihren Tangenten: Man zieht von einem 
Punkt F nach den Punkten T des Scheitelkreises Strahlen 
FT und zieht TP rechtwinklig zu FT. Wenn sick ein rechter 
Winkd so lewegt, daft sein Scheitel T cinen Kreis durchlauft, 
wahrcnd ein ScJierilid durcli einen festen PwnU F geht, so be- 
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rtihrt der andere TP einen KegelscJmitt, der F mm Brenwpmld 
fiat. Bine Ellipse oder Hyperbel entsteht, je naclidem F inner- 
lialb oder auBerlialb des Kreises liegt. 

B. l) Die Lange CT f einer Geraden, die durcla den Mittel- 
punkt parallel zu einem Brennstrahl FP gezogen und durch die 
in P beriihrende Tangente begrenzt wird, ist konstant und gleich a. 

Diese Lange wird gefunden, indein man den Abstand dos 
Mittelpunktes von der Tangente al:l f durch bitfsmFPT 
dividiert. 

2) Die Normale teilt die Entfernung der Brennpunkte in 
zwei Abschnitte, die den Brennstrahlen selbst proportional sind. 

Die Entfernung des FuBpunktes der Normale in der #- Achse 
vom Mittelpunkt ist = e*x' (Nr, 176); seine Abstande von den 
Brennpunkten sind somit c + cV, c e*x', GroBen, die offenbar 
das e-facbe der Brennstrahlen a + cat, a ex 9 sind. 

3) Die FuBpunkte der von irgend einem Punkt P' der kleinen 
Achse aus gezogenen Nonnalen zur Ellipse liegen auf dem durcli P r 
und die beiden Brennpunkte gebenden Kreis (Nr. 178). 

4) Polargleicbung des Ortes der PuBpunkte dor Lote, die 
von den Brennpunkten auf die Tangente gefallt werden. 

Der Abstand des Brennpunktes von der Tangente wird aus- 
gedriickt, indem man in die Gleicbung von Nr. 167, 1 einsetzt 
C=ac, y=>Q. Demnach ist die Polargleicbung des Ortes 

r ="|/a 2 cos 2 a 1>* sin 2 a c cos a, 
oder r 2 + 2cr cos a + c 2 cos 2 a = a 2 cos 2 cc Z) 2 sin s or, 
oder r 2 + 2 cr cos a = & 2 . 

Dies ist nacb Nr. 108 die Polargleichung eines Kreises, dessen 
Mittelpunkt in der ic-Ach.se in der Entfernung c vom Brenn- 
punkt liegt; a ist der Eadius. 

5) Nimmt man vom Brennpunkt F in bezug auf jede Tan- 
gente den symmetrischen Punkt $, so ist der Ort von Q der um 
den anderen Brennpunkt F' mit dem Kadius 2 a beschriebene Kreis. 

6) Man bilde die Gleichung fur den Ort der FuBpunkte der 
Lote zu den Tangenten aus den Punkten der kleinen Achse, die 
vom Mittelpunkt den Abstand c haben. 

Die Summe der Quadrate der Abstande eirier Tangente von 
den Punkten 0|c ist konstant und gleich 2 a 2 . 

7) Der Ort des Schnittpunktes des vom Brennpunkt auf die 
Tangente eines Mittelpunktskegelschnittes gefallten Lotes mit der 
vom Mittelpunkt nach dem Beruhrungspunkt gezogenen Geraden 
ist die entsprechende Leitlinie. 
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8) Der Ort des Schnittpunktes des vom Mittelpunkt auf die 
Tangente gefallten Lotes mit dem Brennstrahl des Berfthrungs- 
punktes ist der Kreis, der den betreffenden Brennpunkt zurn Mittel- 
punkt hat und durch die Scheitel der kleinen Achse geht. 

9) Der Ort des FuBpunktes des Lotes, das man vom Schnitt- 
punkt der Tangente mit der kleinen Achse auf den Brennstrahl 
des Beruhrungspunktes fallt, ist derselbe Kreis wie in B. 8). 

190. Der diarch eine Sehne am Brennpunkt gespannte 
"Winkel. Unter Voraussetzung der Achsengleichung seien x t \ y 
bez. # 2 1 % &e Koordinaten der Endpunkte P 1? P 2 einer Sehne, 
ihr Pol T habe die Koordinaten &'|j/ f , die Brennstrahlen dieser 
Punkte seien r l} n>, r f und ihre Anomalien -fr^ &<>, &' bezogen 
auf JP oder cjO. Alsclann gelten die Gleichungen: 

Demuach ist ftir den Winkel, den 
die Lange TP l der vom Pol aus- 
gehenden Tangente am Brennpunkt 
spannt (1% 100), 

008 ^ l ~~ ^ ~ r\ 

Mit Hilfe der Gleichung der Tan- 

, x'x* . y r i/i * i t 

gente . H- ,; = 1 ka,nn man yy* 
a . a a * j .71 

eliminiereu und erliiilt so 

+ ^ ; 
ex 1 ) (CL i 

oder, weil 

\ / \ 1 / j * 

Weil dieser Wert nur von den Koordinaten x'\y' ab- 
hangt und die Koordinaten x^y^ des Beruhrungspunktes nicht 
onthalt, so spannt auch die zweite Tangente aus T denselben 
Winkel ^ #' = & f ^ 2 am Brennpunkt: Es wird also, 
der von irgend einer Seknc am Brennpunlct gespannte WinJ^el 
PjJFPjea J durch die Verbindungslinie des BrennpunUes mit 
ihrem Pol T halbivrt**\ und zwar ist 

/OON "" **"^ 

f^Jo) COS ;: :=r! ~* ::.7 ^ j r-^rr: .TrTTr;^:: * 

^ / 2 1//**f y\2 *,l 2 




#') - KXI - c (% 
c (a?' + fl^) + a 3 
= a ex^ ist ; 
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Eine durch den Brennpunkt selbst geliende Sehne spannt 
an ihm einen gestreckten Winkel (x). Daher ergibt sicli als 
ein besonderer Fall der Satz von Nr. 180 in der Form: Dcr 
Srennstrahl des Poles einer FoJcalseJme ist #u ihr senlweclit. 
Nun hat die Fokalsehne FT ihren Pol D im Schnitt der Leit- 
linie mit der Polare von T > ^ DFT ist ein Rechter, somit 
ist FD die Halbierungslinie des Nebenwinkels von $; P, FP%. 

B. 1) Der Winkel, den das zwischen zwei festen Tangenten 
enthaltene Stiick einer veranderlichen Tangente am Brennpunkt 
spannt, ist konstant. 

Fiihrt man die Brennstrahlen der Beruhrungspunkte ein, so 
ist der genannte Winkel die Halfte desjenigen, der durch die Be- 
rfthrungssehne der festen Tangenten gespannt wird. 

2) Beschreibt man xiber dem zwischen den Scheiteltangenten 
der Hauptachse enthaltenen Stiick einer Tangente als Durchmesser 
einen Ereis, so geht dieser durch die Brennpunkte. 

3) Werden zwei feste Punkte $, Q* eines Kegelschnittes mil 
einem veranderlichen Punkt P desselben verbnnden, so fassen diese 
Verbindungslinien in der Leitlinie des Kegelschnittes einen Ab- 
schnitt zwischen sich, der am zugehb'rigen Brennpunkt einen kon- 
stanten Winkel spannt. 

Denn, bezeichnen wir die Schnittpunkte jener beiden Sekanten 
der Kurve mit der Leitlinie durch JR, JK f , so ist nach dem Text 

<fc PFE - | <& PFQ + | und < PFE' - | ^ PFQ'+ * 

somit ^C E FE* == ^C QFQ'. Geht die Sehne QQ' durch den 
Brennpunkt, so ist dieser konstante Winkel stets ein Rechter: 
Die Verbindungsgeraden eines beweglichen Punktes P des Kegel- 
schnittes mit den Enden einer Fokalsehne schneiden dio LoitHnie iti 
harmonischen Punktepaaren. 

Der Satz ist geeignet, ein gutes Beispiel ftir den Gebrauch 
der Polarkoordinaten in der Untersuchung der Kegelschnitte zu 
geben. Er entspricht ubrigens dem Satz von der Gleichheit der 
Peripheriewinkel iiber demselben Bogen am Kreis. 

191. Fur die Hyperbel gibt wiederum (vgL Nr. 174) die 
Beziehung zu den Asyrnptoten einige Zusatse. Weil sie 
Tangenten mit unendlich fernem Beriihrungspunkt sind, so 
geht die Leitlinie durch die Fufipunlcte der vom Br&nnpurild 
auf die Asymptoten gefdllten Lote (Nr. 190). Man sehe die 
Figur zu Nr. 180, wo sich dieser Satz als besonderer Fall un- 
mittelbar anschliefit. 
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Hieraus folgt mittelst csin# =& (Nr. 163): Der Alstand 
der Asymptoten von den Brennpunkten ist gleich der Jialben 
NebenactiseT). Dies ist aucli ein Sonderfall von Nr.189, S.365, 
da die Brennpunktsabstande fur die Asymptoten offenbar ein- 
ander gleich, also gleich & sind. . 

Der Brennstrahl ernes Punldes der Hyp&rlel ist gleich seiner 
Entfernung von der LeitUnie, auf einer Parallelen #ur Asymptote 
yemessen. Denn die Entfernung vom Brennpunkt ist das e-fache 
des Abstandes von der Leitlinie (Mr. 183), und die Entfernung 
von der Leitlinie verhalt sich zur Lange der bezeichneten 
Parallelen wie cos^ =l:e (Nr. 163) zu Eins. 

Man kann daraus eine Methode zur Erzeugung der Hy- 
perbel durcli eine stetige Bewegung ableiten. Ein in B ge- 
brochenes Lineal A Bit (Fig. 101) bewegt sich mit seiner Kante 
AB langs der festen Geraden DD f . Ein 
Paden von der Lange EB ist an den 
zwei Punkten R und F befestigt, wah- 
rend ein Ring in P den Faden stets ge- 
spannt halt. Dann beschreibt der Punkt P 
bei der Bewegung des Lineals eine Hy- 
perbel, von der F ein Brennpunkt, BB die Richtung 
einer Asymptote und DD 1 die Leitlinie ist; denn PF 
ir ist stets gleich PB. 

192. Scheitelgleiehung. Da nur solche Gleichungen, 
die nicht auf den Mittelpunkt bezogen sind, ffir Kegelschnitte 
aller Gattungen (Nr. 181) gelten, so erweist sich unter den 
besonderen Gleichungsformen zu vergleichenden Betrachtungen 
neben der Fokalgleichung die auf die Hauptachse und eine 
Scheiteltangente bezogene Gleichung als geeignet, die sog. 
Seheitelgleichung. Liegt eine Ellipse auf derjenigen Seite der 
Tangente x 0, auf der siimtliche Punkte positive Abszissen x 
haben, so lautet die ,,ScheitelgleichuDg" dieser Kurve 

() ft? I.'- + S-l-0 Oder 5 -2; + |; -a 

Fiir die Hyperbel ergibt sich, wenn x den Zweig beriihrt, 

desseu Punkte positive Abszissen x haben: 

(BO) <+/-- 1-0 Oder + 2 | - g - 0. 

8 a 1 m o n - If 1 e d 1 e r : anal. 3 eom. d. Kogelsolm. 8. Aufl. *2 4 
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Fiihren wir durch fe 2 ap nach. Nr. 1 84 den Linearpara- 
meter p ein, so sind die ScheitelgleicJmngen der Mittetpunkts- 



(31) * -2j>0:F -fa 8 - 

Demnach ist das Quadrat der Ordinate in der Ellipse kleiner, 
in der Hyperbel grofier als das Rechteck aus der Abszisse 
und der im Brennpunkt halbierten Sehne 2jp. Wir werden 
iin nachsten Kapitel zeigen, daB bei der Parabel diese Plachen 
gleich sind. Auf Grund dieser Eigenschaften sind die Namen 
Ellipse, Hyperbel nnd Parabel zuerst gegebeu worden. 59 ) 

Dieselbe Gleichungsform bleibt offenbar anch noch be- 
stehen ; wenn wir sie anf einen Durchmesser nnd die Tangente 
in einem seiner Endpunkte beziehen, jedoch ist dann 1 n :a* 
nicht die durch den Brennpunkt gehende Ordinate (Nr, 184,3). 

193. Zuweilen kann man die Kurve acnit Vorteil auf die 
Tangente imd die Normale in einem Kurvenpunkt als Koordi- 
natenaehsen beziehen. Damit die #-Achse die Kurve in zwei 
vereinten Punkten schneide, muB a u o; 2 + 2a 18 # + a^^ ein 
Quadrat, also a 13 2s = s ' ^^^33 sein. Der Beriihrungspunkt ist der 
Nullpunkt, wenn a 38 - 0, also auch a 13 ist. Die Gleichung 
hat so die Form: 

(32) a n x* + 2a 12 o;2/ + a 22 J/ 2 + 2a 28 # . 0. 

B. 1) Die Hypotenusen der einem Kecjelsclmllt eingeschriebenen 
rechtwirifdigen DreiecJce von gegebener Gegenecke gehen durch einen 
festen Pitrikt in der Normale dieser Eclce (Satz von Wrfyier). 

Ist Ax*+ 2Bxy + C7/ 2 = die Gleichung eines Geradon- 
paares, so multiplizieren wir diese Gleichung mit a ll; die der Kurve 
(32) mit J., subtrahieren und erhalten 

2 (a^A - a n ) %y + (a^A - a n O) y*+ Za^Ay * 

als (Nr. 44) die Gleichung einer durch die Schnittpunkte des Ge- 
radenpaares und des Kegelschnittes gehenden Kurve. Aber die- 
selbe kann in y = und 

2 (a^A - a n ff) x + (a^A - a n 0) y + 2a^A 

zerlegt werden; daher muB diese letzte die Gleichung der die 
Endpunkte der gegebenen Geraden verbindenden Sehne sein. Der 
Punkt, in dem diese Sehne die Normale, d.h. die t^Achse, schnoidet, 

ist bestimmt durch seine Ordinate y = -~& Sind aber 

a \\ v atA. 
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die Geraden rechtwinklig, so 1st A (Nr. 58), der Abschnitt 
in der Norm ale also konstant und gleich 



Fur den Kreis ist der absolute Wert von y Q dem Radius 
gleich, d. h. die Hypotenuse geht durch den Mittelpunkt, fur die 
tfleichseitiye Hyperld ist y$ unendlich groB , d. h. die Hypotenuse 
ist immer der Normale parallel. Wenn man daher durch einen 
Punkt P der gleichseitigen Hyperbel zwei zueinander rechtwinklige 
Sehnen zieht, so ist das von P auf die Verbindungssehne ihrer 
Endpunkte gefallte Lot die Tangente der Kurve. 

Der Beweis zeigt aber auch, daB dieser Satz allgemein wahr 
ist, sobald C:A konstant isfc. Zieht man also durch einen 
Kurvenpunkt Geraden, die mit der Normal e Winkel bilden, fur 
die das Produkt der trigonometrischen Tangenten konstant ist, so 
geht die Sehne ihrer Endpunkte durch einen festen Punkt der Normale* 

2) Auf einer Tangente eines Kegelschnittes wird die kon- 
stante Strecke AB vei-schoben; welches ist der Ort des Schnitt- 
punktes der von A und B an den Kegelschnitt gelegten Tangenten? 

Die Gleichung des Paares von Tangenten, die vorn Punkt 
, f |?y f an don auf die feste Tangente y => bezogenen Kegel- 
schnitt gehen, wird nach S. 302 gefunden; fiir y = erhalten 
wir aus ihr eine quadratische Gleichung, deren Wurzeln nach 
der Voraussetzung eine konstante Differenz haben sollen. Der 
Ausdruck dieser Bedingung liefert die Gleichung des Ortes, die 
eine Kurve zweiten Grades darstellt. 

Mit Hilfe derselben Gleichung wurde man auch den Ort des 
Schnittpunktes der Tangenten finden, wenn die Summe, das Pro- 
dukt usw. der in der Achse gebildeten Abschnitte gegeben ware. 

194. Wir schlieBen hier einige auf die Fokaleigensctiafim 
der Kegdsclmitte. beztigliche Aufgaben und Satze an und fordern 
don Leser auf, die fehleuden Beweise zu entwickeln. Die Bei- 
spiele 15) bis 20) sseigen die Anwendbarkeit der Methode der 
exzentrischen Anomalie (Nr. 159). 

B, l) Die im Endpunkt einer Brennpunktsordinate gezogene 
Tangente eines Kegelschnittes scbneidet die Verlangerung der Ordinate 
eines beliebigon Punktes P der Kurve derart, daB der Abstand 
dieses Schnittpunktes vom Fulipunkt der Ordinate so groB ist wie 
die Lilngo des Brennstrahls von P. 

2) Werden vom Brennpunkt eines Kegelschnittes gegen seine 
Tangenten unter gegebenem Winkel gerade Linien gezogen, so 
ist der Ort ihrer PuBpunkte ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf 
der Nebenachse des Kogelschnittes liegt. 

24* 
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3) Die Geraden, die je einen Brennpunkt mit dem FuBpunkt 
des vora anderen Brennpunkt auf eine Tangente gefallten Lotes 
verbinden, schneiden einander in der entsprechenden Normale des 
Kegelschnittes und halbieren sie. 

4) Die Fokalpolargleichung der Sehne, die die Punkte von 
den Amplituden a + , cc (5 verbindet 60 ), ist 

e cos & + sec cos (# ci) (Nr. 47, s). 

5) Die Fokalpolargleichung der Tangente in dem Punkt von 
der Amplitude a lautet 61 ) 

^ = e cos # + cos (# a). 

6) Die Halbierungslinien der Winkel, die die Brennstrahlen 
eines Punktes P mit der Hauptachse bilden, und die in P ge- 
zogene Tangente der Kurve scnneiden sich in den Tangenten der 
auf der Hauptachse liegenden Scheitel. 

7) Geht eine Sehne P^ e i nes Kegelschnittes durch einen 
festen Punkt 0, so ist tg -|- PjjFO-tg \ P^FO konstant. 

Wir geben einen einfachen geometrischen Beweis dieses 
Satzes; 62 ) einen analytischen liefert die Gleichung in 4). Denken 
wir irgendwo in P-^P^ (Pig- 100) einen Punkt genommen, und 
sei FO das e f -fache der Entfernung dieses Punktes von der Leit- 
linie; so gelten, da die Abstande der Punkte P l und von der 
Leitlinie zu PD und OD proportional sind, die Gleichungen 
FP, FO e , sinP-DJP 8 i n ODF e 

*. _ __^ __ r\Hov .f_. . . -M 

P, JD ' OD ~~ e' ae} sin P x FL 'smOFD e' 
Also ist nach Nr. 190 cos OFT: cos P^FT e:e f , oder ; weil 
(Nr. 190) Pj-FT die Halfte der Summe und OFT die Halfte der 
Differenz der Winkel P t FO und P 2 FO ist, 

tg I P^FO -tsiP,FO = (e^ e') : (c + c')- 
Das Produkt dieser Tangenten bleibt konstant, wenn einen 
Kegelschnitt durchlHuft, der mit dem gegebenen Brennpunkt und 
Leitlinie gemeinsam hat. 

8) Unter welcJier Bedingung sind swei Punltfe x l y' 9 x n y n 
die Endpurikte einer Fohalsehne? 

Die Bedingung kann in verschiedenen Jlquivalenten Formeu 
ausgedriickt werden, von denen jedoch zwei vorztiglich brauch- 
bare dadurch erhalten werden, daB man ausdriickt, es sei 
&" = &> + n : fu r $', & als die Amplituden dieser Punkte. Die 
Bedingungen sin & n = sin #', cos -9-" cos # f geben bez. 

- 
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9) Wenn in den Endpunkten einer Pokalsehne die Normalen 
gezogen sind, so halbiert eine durch ihren Schnittpunkt der grofien 
Aclise parallel gezogene Gerade die Sehne. G3 ) 

Da jede Normale den Winkel zwischen den Brennstrahlen 
halbiert, so ist der Schnittpunkt der Normalen der Kurve in den 
Endpunkten einer Fokalsehne der Mittelpunkt des Kreises, der 
dem von der Sehne und den Verbindungslinien ihrer Endpunkte 
mit dem anderen Brennpunkt gebildeten Dreieck eingeschrieben 
ist. Sind aber a, b, c die Seiten eines Dreiecks von den Ecken 
'|#' s"|y", ff f "|y"' so sind nacl1 Nr. 14 ; 8 die Koordinaten 
vom Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises: 



__ 
' y ~~ 



a + c 

Im gegenwtirtigen Fall sind die Koordinaten der Ecken #'|?/ f , 
#")#"> c |0 und die LSngen der Gegenseiten hez. a + ex" , 
a + %'-> %u <3o/ f ex 11 . Daher ist 

ay - (a + ex f ) y" + (a + ex") y' 

oder mit Hilfe der ersten Beziehung von 8) y = y (^/' 4- 2/ ff ), was 
den Satz beweist. (Vgl. Nr. 178,3.) In derselben Weise findet 
man einen Ausdruck fur x, den die zweite Beziehung von 8) 
reduziert auf 

2aa = (a+ ec) (x* + x") 2ac. 

10) Die Verbindungslinie des Schnittpunktes der Tangenten 
in den Endpunkten einer Fokalsehne mit dem Schnittpunkt der 
entsprechenden Normalen geht durch den anderen Brennpunkt 
uud ist die H albiorungslinie des Winkels der Brennstrahlen der 
Eudpunkte der Sehne. 

Man findet die Koordinaten des Schnittpunktes der Tangenten 
&hnlich wie in 9), weil dieser Punkt der Mittelpunkt des Kreises 
ist, der dem dort betrachteten Dreieck auf der AuBenseite der 
Basis eingeschrieben ist. 

11) Der Ort des Schnittpunktes der Normalen an den Enden 
einer Fokalsehne ist ein Kogelschnitt. 

Ist a | (3 dor Mittelpunkt der Sehne, so ist nach 10) 

. - j. (.' 4- O - 2ffi, ft - i- Of' + /) - y. 

Und wonn die Gleichung des durch den Punkt a \ /J beschriebenen 
Ortcs bekannt ware, so wtirde durch die eben gewonnenen Sub- 
stitutioiien die Gleichung des durch x\y beschriebenen Ortes aus 
ihr abgeleitet werdon (Nr. 178,4). Die Fokalpolargleichung des Ortes 7 
den der Mittelpunkt der Sehne beschreibt, ist aber nach Nr. 184 
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oder in rechtwinkligen Koordinaten mit dem Mittelpunkt als An- 
fangspunkt & 2 a 2 + # 2 |3 2 == & 2 cor. Daher ist die Gleichung des ge- 
suchten Ortes 

a*& 2 (x + c) 2 + (a 3 + c 8 )V - 6 2 o (a s + c 2 ) (a + c). 

12) Ist <J der Winkel zwischen den von einem Punkt P an 
die Ellipse gezogenen Tangenten und bezeichnen r, r 1 die Brenn- 

strahlen von P, so ist 

r s + r '*-4a a 
cos d --- _ 

Denn nach Nr, 188 und Fig. 98, S. 364 ist 
sin TPJ.ain TPF' 



man hat aber cos FPF J cos 2 7 PS' 2 sin TPJ?- sin 
und 2rr f cos JPPJ? 7 ' = r 2 + r' 2 - 4c 2 . 

13) Sind T, r f die Langen P.B, PjB f der von einem Punkt 7' 
an eine Ellipse gezogenen Tangenten (Fig. 98) und werden die 
Langen der zu diesen Tangenten parallelen Halbmesser mit d, d r 
bezeichnet, so findet die Beziebung statt 

'+dd'**>rr'. 

14) Wenn man einen Punkt in der Ebene eines Kegel- 
scbnittes Jc mit dessen Brennpunkten JP, F 1 verbindet oder aus 
an einen anderen Kegelschnitt, der dieselben Brennpunkte wie 
% bat (zu 7c konfokal ist), die Tangenten legt und die Scbnitt- 
punkte dieser Geraden mit der Kurve bez. durcb J^, 7J',* S 9 S f 
bezeichnet, so ist 

J ___ 1 ___ 1 ___ L-.w>| 
OK OE', OS OS' J 

Aus der quadratiscben Gleicbung, durch die in Nr. 130 
der Vektor bestimmt ward, geht hervor, daB die Diiferenz der 
reziproken Werte der Wurzeln fur solcbe Werte von & dio niiin- 
licbe sein mufi, fur die 

J. 22 cos 2 ^ 2 AM cos & sin # + A ll sin 2 -0- (JNr. 150) 

konstanten Wert bat. Dies ist der Fall fiir irgend zwei Werto 
von #, die den Richtungen von Geraden entsprecben, die gleich 
geneigt sind gegen die beiden Geraden 

J 22 # 2 ZA^vy + A^y**** 0. 

Die betrachtete Funktion ist aber gleicb Null ftir die Richtuugeri 
der beiden Tangenten durcb (Nr. 147), und Tangenten KU oinoiu 
konfokalen sind gleicb geneigt gegen diese. Infolgedessen sind Salman, 
die einen konfokalen Kegelschnitt beriihren, proportional den Qua- 
draten der parallelen Durcbmesser. (Vgl. Nr. 229, 6.) 
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15) Der Inbalt des durcb drei Normalen begrenzten Drei- 
ecks 1st 

i& tg I ( - 0) tg I (jj - y) tg 1 (y - ) 
x{sin (P + y) + sin (y + a) + sin (or + /)}*; 
also scbneiden sicb drei Normalen in einem Punkt, wenn 

sin (jj + y) + sin (y + ) + sin (a + (3) ist. 65 ) 

16) Welches ist der Ort des Punktes, in dem der Brenn- 
strahl FP den Kreisradius OQ schneidet? (Fig. 102.) 

Bezeicbnen wir die Koordinaten von P durch #' | ?/', die von 
durcb # | ?/, so folgt aus den abnlicben 
Dreiocken FON, FPM: 

<y _ y ? _ 6sin^ 

; -(- c ^ ' -j- c a (e + cos -^) 
Wir erbalten die Polargleicbung des 
Ortes von 0, indem wiv r cos 'O 1 fur a;, 
r sin {> fur ?/ scbreiben, als 



c + r cos -^ 



Oder 



a (c + cos #)' 




I?ig. 102. 



Demnacb ist der Ort eine Ellipse, 
von der G der cine Brennpunkt ist, und man kann leicbt nacb- 
vveisen, da8 der andere mit F zusammenfallt (Nr. 184). 

17) Die Normale des Punktes P wird bis zum Scbnitt mit 
0(j verl linger! 5 dor Oii des Scbnittpunktes ist, ein Kreis. 

Die Gleicbung der Normale ist - ~ . -<, c 2 (Nr. 176), 

die von OQ ist a; sin & < y cos #; aus beiden folgt & 2 -f ?/*= (a + &) 2 
oder r a + ft. 

Der Scbnitt der Normale mit der KU CQ, in bezug auf die 
Acbse symmetriscben Geraden y = x tg & ist analog der Kreis 
r SB a 6. Dio Normalon der Ellipse konnen als Verbindungslinien 
ntsprechonder Punkte dieser beiden Kreise betracbtet werden. 60 ) 

IB) Man ssoige, daB tg J ^^^ K T/(ii^j *8'j e> ist - 

19) Bilde die Ortbogonalitatsbedingung von zwei Normalen 
und die Ortsgleicbung ibrcs Scbnittpunktes (Nr. 178, 4), 

20) Der Scboitol x = a, y *** der Ellipse wird durcb 
einen Strabl mit einem Punkt P* der Kurve verbunden und zu 
dieser Verbiudungslinie wird durcb den Mittelpunkt der Kurvc 
eine Parallole gezogen. Man bestimme den Ort des Punktes, in 
dem diose leteto Qerade die Tangente des Punktes scbneidet. 
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Die trigonometrische Tangents des durch den Strahl mit der 
Achse gebildeten Winkels 1st =?/' : (x 1 + a)\ daher 1st die Gleichung 
der durch den Mittelpunkt der Kurve gehenden Parallelen 
y y r _ frsin^ __ & 1 cos # 
~x *** x'+a ~" ~~~ " 



-r sin -0- + cos # = ~; sonach wird der Ort dcs Sckniti.- 
o a a y x 

punktes dieser Geraden mit der Tangente -g- sin # + cos $ = 1 

durch # = a dargestellt, d. h. der fragliche Ort ist die Tangente 
am anderen Ende der Achse. 

Durch den namlichen Punkt der Scheiteltangente gehen auch 
die Halbierungslinien der Winkel, die die Brennstrahlen eines 
Punktes mit der a; -Achse bilden. (e.) 

Dieselbe Untersuchungsmethode bleibt anwendbar, wenn der 
erste Strahl durch einen beliebigen Punkt x^ \ y t in der Kurve 
gezogen wurde; man substituiert alsdann a x und & x fiir a und &, 
und der Ort ist die Tangente an dem diametral entgegen- 
gesetzten Punkt. 

$ 195. Kegelschnitte als Mittelpnnktsorte von Kreisen. 
Offenbar kann man Punkte, deren Abstande von Kwei lesten 
Pankten c\0 eine konstante Summe oder Differenz 2a^2c 
haben ? dadurch erhalteu, daB man urn den einen Punkt einen 
Kreis vom Radius 2 a beschreibt und die Mittelpunkte von 
Kreisen sucht ; die den gegebenen beriihren und durch den 
zweiten festen Punkt hindurcligelien. Dies fuhrt auf einen 
Zusammenhang der Lehre von den Kreissystemen in Kapitel VII 
mit den Orten zweiten Grades. 

Der Ort der MittelpunJcte aller Kreise, die gwti feste Krciw 
Jc 1} \ unter vorgeschriebenen Winlceln ly or 2 schneiden, ist em 
Kegelschnitt (Nr. 121). Nehmen wir die Zentrale von 7c 1? fa 
als a?-Achse, ihre Mitte als Nullpunkt, so seien c\() die 
Mittelpunkte, p 1; p 2 die Radien von A i? 7c 2 . Alsdann schneidet 
ein Kreis \om Mittelpunkt !|^ un( i Radius r die Kreise 7^ 
bez. Jfc 2 unter dem Winkel ^ bez. e? 2 , wenn 

(33) 
^ j 

Den Ort von | ^ erhalten wir durch Elimination von r au 
diesen Gleichungen. Nun ergibt aber Subtraktion 
(34) 4<?| = 2 * - QJ* - 2r (p 2 cos ^ - ^ cos ef t ) ; 
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d. h. r als eine lineare Funktion von |, und die Substitution 
dieser Funktion in eine der Gleichungen (33) liefert in der 
Tat eine Gleichung zweiten Grades in 1 1 17. 

Lassen wir insbesondere die festen Kreise von dem be- 
weglichen beruhrt werden, d. h. nehmen wir entweder 
cos G! = cos <? 2 1, oder cos 6 l = cos ^ 2 = 1 (Nr. 121), 
so werden die Eliminationsergebnisse leicht auf die Formen 
gebracht 



Der Qrt der in-Mir'nlte der Kreise, die zwti gegebene Grund- 
Jcreise gleichartig ; 6(?^. ungleictiartig leruhren, ist daher ein 
Kegelsehnitty der die Mittelpurikte der Grundkreise 011 Brenn- 
punkten und die Different! bc#. Swnme ihrer Eadien swr Haupt- 
achse hat. 

Der Kegelschnitt ist eine Ellipse oder eine Hyperbel, 
je nachdem t + ^ 2 > 2c oder ^ + ? 2 < 2c ist, also sind genau 
nach Nr. 115 die drei Lagen der Grundkreise zueinander zu 
unterscheiden. Die beiden Serien von J?y ''"".* ,._>.'*-*>,. er- 
zeugen zwei Ellipsen oder $wei Hyperleln, je nachdem die Grund- 
knisc, ein- oder ausschliefiend liegm; wenn sich aber die Gnmd- 
kreise reett schneidcn, erzeugen die gleich- le$. ungleichartlg Ic- 
rilhrenden Kreise eine Hyperbel l>e$. eine Ellipse. Die Kegel- 
schnitte gelien nattirlich durch. die Schnittpunkte P 1? P 2 der 
Grundkreise & 1? 7t* 2 , da diese die Mittelpunkte der beriihrenden 
Nullkreise sind. Also konnen ffir jeden Kegelschnitt die 
Grundkreise dieser Erzeugung in unendlich vieleu Paaren ge- 
wiihlt werden, 

Ein Kreis entsteht nur aus konzentrischen Grundkreiserij 
eine gleictiseitige Hyperbd aus Grundkreisen mit zueinander 
rechtwinkligen gcmeinsamen Tangenten. Denn das Asym- 
ptotenpaar des Kegelschnittes ist offenbar stets zu den Paaren 
gemeinsamer Tangenten normal (Nr. 117). Ffir die besonderen 
Ftille bemerken wir nur; Gleiche Grundkreise erzeugen ihre 
Potenzlinie, sich berQhrende Gruudkreise ihre Zentraie statt 
des einen Kegelschnittes; hat em Grundkreis den Eadius Null, 
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so entsteht nur ein Mittelpunktsort. Weiterhin (Nr. 208) 
werden wir sehen, da8 eine Parabel erzeugt wird ; wenn einer 
der Grundkreise eine Gerade wird. 

B> 196. Fokalgleiclrang in Linienkoordinaten. In der 
Lehre von den Brennpunktseigensehaften werden sicli weiter- 
hin die Linienkoordinaten zur Behandlung der Probleme als 
geeignet erweisen. Die auf einen Srennpunlct als Anfangs- 
purikt "bezogene Gleichung eines leliebigen Kegelschnittes in 
Linienkoordinaten hat die charakteristische Gestalt der Gleicliung 
eines Kreises in Puriktkoordinaten, d. h. es ist in der allgemeinen 
Gleichung (90) von Nr. 149 A n - ^2, A^ - 0. (Vgl. Nr. 97.) 
Transformieren wir zunaclist die Achsengleichung a 2 w 2 6 2 -y 2 = 1 
(Nr. 167) nnter Beibehaltung der rc-Aclxse zu c \ als Null- 
punkt, so lauten die vermittelnden Substitutionen der Linien- 
koordinaten 



In der Tat ordnet man das Transformationsergebnis wegen 
3 = a 2 T& 2 leicht zu folgender FoJcalgleicliung in Liniev- 



Biner Drehung des Achsensystems um den Brennpunkt gehort 
eine Substitution in Linienkoordinaten zu ; die linear und 
homogen ist. Bezogen auf Achsen, die um den Wmkel ^ 
gedreht sind ? lautet die Gleichung (vgl. S. 146): 

(38) u 2 cos &*+ v + sin 



Das Charakteristische dieser Gleichungsformen ist die 
Reduktion der Glieder zweiten Grades auf 11* + ?A Setzt man 
diese fur sicb. gleich Null, so stellt w 2 + t? 2 = das imaginare 
Kreispunktepaar dar. Fur unendlich grofie Werte von u\v 
ist die linke Seite auf diese ihre hochsten Glieder reduziert, 
also haben die Tangenten aus dem Brennpunkte die absoluten 
Richtungen, in direkter Bestatigung der allgemeinen Definition 
von Nr. 181. 
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B. 1) Die Htillkurve einer Geraden, deren Abstande von 
y,wei festen Punkten konstantes Produkt baben, 1st ein Kegel- 
schnitt mit diesen Punkten als Brennpunkten (Nr. 188). 

Sind c|0 die festen Punkte, so ist das Produkt der Ab- 
stande von der Geraden M\V positiv oder negativ, je nacbdem 
die Gerade die Punkte auf derselben oder auf verscbiedenen Seiten 
bat; also setzen wir (Nr. 79) 




somit (+ !>*+ c 2 ) v* &*r- 1. 

J 

Fur n = wird &V 1, fur v wird ( Z> 2 + c 2 ) w 8 1; 
daber schneiden die zur x - bez. y-Acbse parallelen Tangenten 
der Hiilllnirve die ?/- bez. o;-Acbse in den Abstanden 



und c ist somit die Fokaldistanz ; usw. 

2) Die BrenngunUe seicn aus der allgemewmi Mittelpurikts- 
gUichuny #u bestimmen. 61 } 

Ist in recbtwinkligen Koordinaten 

a a x* + 2 a 18 x y + a^ f + % = 

gegeben und sind die Koordinaten des einen Brennpunktes X Y, 
so sind die des anderen X | Y. Die Gerade ux + vy + 1 ^0 
ist nacb 1) Tangente, wenn 

(1 -f v / X + v Y) (1 - uX - y) = 6 y2 (w 2 + t^ 2 ) 
oder u* (X* + 6 v2 ) + ?> 8 (3 r2 + 6 /2 ) + 2 HV X y - 1 = 0. 
Andrerseits ist die Tangentialgleicbung des Kegelscbnittes: 

^ 2 0. 



Damit die beidon Bodingungsgleicbuugen fiir 11 \ v identiscb seien, 

X* + C* Y*+C* -XY ,, 

" 



sem. 



Soinit sind tlio Brennpuuktskoordinaten aus den Gleicbungen 
zu bestimmen 



d. b. die Brennpunlcte sind die Schnittpunkte zweier gleicbseitigen 
Hyperbeln (Nr. 165). Aucb kQnnen wir O 2 aus dem Eliminations" 
ergebnis von X Y ermitteln, nttmlich au h s 
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Durch Vergleichen mit Nr. 170, 4 erkennt man aber die beiden 
Wurzeln O 2 als die Quadrate der Halbachsen. Der einen Wurzel 
entspricht das reelle, der anderen das imaginare Brenn- 
punktepaar. 

Die Bestimmung der Brennpunkte einer durch die allgemeine 
Gleichung gegebenen Kurve zweiten Grades kann durch Parallel- 
transformation auf den soeben erledigten Pall zuruckgeftihrt werden. 

3) Wenn sich ein rechter Winkel so bewegt, daB sein 
Scheitel einen Kreis beschreibt, wShrend der eine seiner Schenkel 
durch einen festen Punkt geht, so umhullt der andere Schenkel 
einen Kegelschnitt , der diesen Punkt zum Brennpunkt und den 
nach ihm gehenden Kreisdurchmesser zur Hauptachse hat 
(Kr. 189). 

Mit dem Mittelpunkt des Kreises als Anfangspunkt und dem 
Durchmesser des festen Punktes als #-Achse hat man fur einen 
Punkt x\y des Kreises und die ihn enthaltende Tangente der 
Hullkurve 

x 2 + 2/ 2 == r 2 , ux + vy + 1 = 0. 

Mit Hilfe der Gleichung des durch den Punkt x \ y und durch den 
festen Punkt + c \ gehenden Lotes der Tangente der Hullkurve 
folgt 

, N . cv 8 u v(cu4-l) 

uy*=v(x-c); also x - -jq^i* y --- SH^ 

somit durch Einsetzen in die erste Gleichung die Hullkurve 

r 2 u*+ ^ 2 - 0. 



Nun stellt r*u*+ (r 2 c 2 ) # 2 = 1 eine Ellipse oder Hyperbel 
dar, je nachdem r ^ c ist; fur c = erhalt man den gegebenen 
Kreis und for c = r das Paar seiner Durchmesserendpunkte. Der 
sich absondernde Faktor w 2 +# 2 =0 sagt wegen u - vi aus, 
daB die Verbindungslinien des festen Punktes mit den imaginiiren 
Kreispunkten Tangenten der Hullkurve sind (Nr. 61). Somit ist 
der feste Punkt Brer-npunkt des Kegelschnittes wie auch der 
zu ihm symmetrische. 

4) Jede der beiden Sehnen, die ein um seinen Scheitel sioli 
drehender konstanter Winkel 8 zwischen zwei festen Goradon 
w il^n ^al^a spannt, umhuilt einen Kegelschnitt, der zum 
Brennpunkt hat. 

Mit y^m^x^ y m%x als den Schenkeln des sich drehen- 
den Winkels hat man (1 + % w 2 ) tg d m a m x , falls die erste 
Gerade zur zweiten so gelegen ist wie die positive #-Achse zur 
positiven #-Achse. Bei Berueksichtigung der einen Sehne gehen 
einerseits die Tangente u\v der Hullkurve, die Geraden i/Jvj 
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und y mx, andrerseits u \ v, u% \ v% und y = m 2 C je durch einen 
Punkt. Es folgt daher 



{ (w - y^) (w - w a ) + (; - ^) (v - ? a ) } tg i - (w 2 -)(?- v 4 ) 

" v a 1 f i 

J v r 1 + tf "" 



Weil u 7/.j , -^ = ^j und w > w 3 , ?; == t 2 die Gleiclmng erfullen ; 
sind dio gegebenen Geraden selbst Tangenten der Hiillkurve. 

Die Hiillkurve der anderen Sehne ergibt sicb durcb Ver- 
tauschung YOU m mit m 3 , d. h. man ersetzt tg d durch. tg d. 

Man untorsuche die besonderen ]?iille <5 = 0, 6 s= 90, <^ 45, 
$ gleich dem Winkel der festen Geraden; Wj |^ x , w a |; 9 als recht- 
winklig und als parallel zueinander; endlich w x * w 8 = 0. 



Elftes Kapitel. 
Die ParabeL 

197. DurclimessergleichTmg der Parabel. Die Gleichung 
zweiten Grades stellt eine Parabel dar (Nr. 14 3), wenn a n a 23 =< a 13 2 
ist, wenn also die ersten drei Glieder der allgeineinen Gleichung 
ein vollkommenes Quadrat bilden. Die Gleichung hat alsdann 
die Form 

(1) (ccx + $yf + 2a^x + 2a n y + a 38 = 0. 

Schon in Nr. 143 wurde gezeigt, daB sich diese Gleichung 
in die Form 

(2) y*=2px 

tiberfuhren laBt, falls die Kurve nicht in eiu Parallelenpaar 
ausartet. Bei der Grleiclmng (2) ist der Koordinatenanfang 
ein Punkt der Kurve, die Gerade y = die Symraetrieachse 
der Kurve, die y-Achse die hierzu rechtwinklige Tangente im 
Nullpunkt. Werden als Koordinatenachsen eia beliebiger nach 
dem unendlich. fernen Mittelpunkt der Kurve gerichteter Durch- 
messer und die Tangente in seinem im Endlichen liegenden 
Endpunkt zu Grund gelegt, so nimmt die Gleichung der Kurve 
gieichfalls die Gestalt 

(3) jf-Sp'x 

an, denn die linear en Funktionen ax + fly und 2a 1 $x+ %a n y + a^ t 
in (1) sincl zu den senkrechteu Abstanden. des Punktes x \ // 
von den durch ax + fly = und 2a iz x + 2a^y + %= 
dargestellten Geraden proportional. Die Koordinatenachseu 
sind aber nun sckiefwiriklig und p f ist von p verschieden. 
Wenn wir also die beiden Geraden konstruieren, so drtickt 
die Gleichung der Kurve aus, daB das Quadrat des Abstandes 
eines Punktes der Kurve von der ersten Geraden in einem 
konstanten Verhaltnis zum Abstand von der zweiten steht. 
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Macken wir nun durcli Transformation die erste Gerade 
zur neuen #-Aclise, die zweite zur neuen y-Aclise, so erhalt 
die transformierte Gleichung die Form 2/ 2 =2# f a' ; weil die 
mit x und y bezeiclmeten linearen Polynome den senkrechten 
Abstanden eines Punktes von den neuen Koordinatenachsen 
proportional sind. 

Offenbar ist der neue Anfangspunkt ein Punkt der Kurve, 
und, weil wir fiir jeden Wert von x zwei entgegengesetzt 
gleiche Werte von y erhalten, ist die neue #-Achse ein 
Durchmesser, die neue j/-Achse parallel zu seinen Ordinaten 
(S. 285). Aber die Ordinate eines Durchmessers in seinem 
Endpunkt ist (Nr. 139) eine Tangente der Kurve, die neue 
7/-Achse somit die Tangente der Kurve im Nullpunkt. Also 
ist die Gerade ax 4- fiy *** der durcli den Anfangspunkt der 
Koordinaten gehende Durchmesser, und 2a 13 # + 2a 23 ?/ + a 33 = 
die Tangente der Kurve in dessen Endpunkt. 

198. Scheitelgleiclmng. Noch in andrer Art als in 
Nr. 197 kann die Gleichung einer Parabel in die Form (2) 
tibergefuhrt werden, wie im folgenden gezeigt werden soil. 

Bei Einfiilirung einer zunachst willkUrlicben Konstanten fc 
laBt sich. die Gleichung (1) in der Gestalt 
(ax + py + ty* + 2(o 18 - ctfyx + 2(a 28 - /Jft)y + a 33 - * s 
schreiben. Also ist nach Nr. 197 

(4) ax + fty + Jc - 
die Gfleichung eines Durclimessers und 

(5) 2(a 18 - ak)x + 2(a 23 - fttyy + a 33 - 7c 2 - 
die der Tangente in seinem Endpunkt. 

Nun ist die Bedingung, daB diese beiden Geraden zu- 
eiaander rechtwinkligsind(Nr.36), a(a 18 afc) + j3(a 23 j3?fc)=*0. 
Also erhalten wir eine lineare Gleichung zur Bestimmung des 
besonderen Wertes ft, der die neuen Achsen rechtwinklig 
macht, namlich 



Somit gibt es nur den einen Durchmesser 

(7) (a* + ft*) (ax + |8y) + (% + /?%) - 0, 
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der seine Ordinaten unter rechtem Winkel schneidet (vgl. 
Nr. 146). 

Dieser Durchmesser wird die Achse, sein Endpunkt der 
Scheitel der Parabel genannt. Die auf rechtwinUige Koordinaten 
lezogene Gleichung von der Form 

(8) 0-2jp* 

stellt also eine auf Achse und Scheiteltangente als KoordinateM- 
achsen lesogene Parabel dar; man nennt (8) ihre Scheitel- 
gleichung oder Normalgleichung. 

Der einzige Koeffizient p 1 der reduzierten Gleichung (3) 
heifit der Linearparameter des zur #~Achse gewahlten Durch- 
messers, iasbesondere lieiBt der auf die Achse bezogene Para- 
meter p der Sch.eitelgleich.ung (8) oder (2) der Hauptparameter 
(vgl. Nr. 192). 

Nach Multiplikation von (7) mit a oder mit j8 und bei 
Einffthrung von a n a 2 , a 22 = /3 3 ; a l2 = a]3 erhalt man als 
Gleichung der Achse einer durch 

a n x*+ 2a^xy + a^y*+ 2a ls o? + 2a 28 / + %= 

(A =j= 3 AM = a^a^ - a 12 3 - 0) 
dargestellten Parabel: 

(9) (% + 22 ) (Ou + % 2 2/) + OiiOis + ^12^8 - 
oder auch (falls z. B. a u = a 12 = 0): 

(9 a) (a n + ^ 22 ) (^a? + a^y) + a^a^ + a 22 a 33 =- 0. 

Als Gleichung der Scheiteltangente ergibt sicli aus (5) und 
(6) nach leichter Umformung: 

(10) 2(a ll + a^(A 1B x + A, 3 y)+A^(a ll + a^(A n + A^^O. 
Fiir den Hauptparameter folgt mit E,iicksicht auf die Be- 

trachtungen von S. 295 297: 

p . ^^^AS ._ _ _ A 8 . . 

M) 2 ]/a n (a u + a n ) 2 



B. 1) Der Hauptparameter der Parabel 

9# 2 +2432/ + 16# 2 +22o; + 462/+ 9 - ist -p * * 

Wir erhalten zuerst 7<; 5. Dann kann die Gleichung in der 
Form (3 a? + 4 ^ + 5) 2 2 (4 a? 3 y + 8) geschrieben werden. Fttr 
a;' bez. 2/ ' als die Entfernungen eines Punktes von 4 a; 3 y + 8 * 0, 
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bez. $ 

imd die Gleichung kann geschrieben werden # f2 
2) Der Parameter der Parabel 



199. Wenn die urspriinglichen Koordinatenacbsen schief- 
winklig sind, wird die Gleichung zunachst reduziert, indem 
man die Gerade ax + (iy und ihre Normale (0 cc cos CD) x 
('cc /3 cos w) y zu Achsen wahlt. Fur 

y* = of + |8' 2 2^/3 cos co 

werden die Tnmsformationsformeln nacli Nr.42 
yy 1 ~- (a; + /5j/) sin o, yo; r =(/J oc cos co) ir (a /3cosca) j/; 
also yo; sin o * (a ^3 cos co) j/ r + /3ic f sin co ? 

yy sin ro (/J <% cos CD) y* - ^ f sin o, 

Durch diese Substitution wird die Gleichung zu 

sin 2 o> == 0. 

Die Transformation zu parallelen Achsen geschieht ganz 
wie auf S. 296/297; der Hauptparameter ist 

(12) p == - a -! ! * - J^fLrAsJ^ 11 !". . 

a ' (a s +|5 8 ~-2a|3cosco)i 

Selbstverstandlich bewahren die beiden Ausdrftcke von 
Nr. 158 auch hier ihre UnYeranderlichkeit. Der eine hat den 
Nullwert %% Oj 3 a =0 als Bedingung der Parabel, der 
undere ist y 2 : sin 2 o> ; wovon man sich sofort tiberzeugt, wemi 
man die transformierte Gleichung durch y sin 2 co dividiert. 
B, Der Hauptparameter von 



200. Gestalt der Parabel. Aus der Gleichung j/ 2 
konnen wir sogleicli die Gestalt der Kurve erkennen, Sie ist 
in bezug auf die re- Achse syrametrisch, weil zn jedem Werta; 
zwei entgegengesetat gleiche Werte von y gehSren. Kein 
Teil der Kurve kann bei positivem p auf der negativen Seite 
der y- Achse liegen, weil y fiir negative Werte von x imaginar 

Salmon-Fiedler; anal, Geora. <1. Kegelsolm, 8. Aufl. 25 
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wird. Wenn wir aber dem x beliebig wachsende positive Werte 
geben, erhalten wir auch unbegrenzt wachsende Werte ftir y. 
Also 1st die Gestalt der Kurve die in Pig. 103 dargestellte, wo 
ihre konkave Seite gegen die positive Achse gewendet isi 

Die Konstruktion der Kurve liegt in der 
Gleichung: Man tragt auf der negativen x- Achse 
von Fans die Lange VQ * 2p ab, dann schneidet 
der iiber QM = 2p + # als Durchmesser beschrie- 
bene Kreis auf der Scheiteltangente die Langen 
der Ordinaten MP der zu VM als Abszisse 
ftg. IDS, gehorigen Punkte ab. 

Obgleich die Parabel der Hyperbel darin gleicht, da6 sie 
sich. ins Unendliche erstreckt ; so besteht doch eine wichtige 
Verschiedenlieit zwisclien der Natur der unendlichen Zweige 
der beiden Kurven. Die der Hyperbel strebten unablassig, 
mit zwei divergierenden geraden Asymptoten zusammenzufallen 
(Nr. 164). Dies gilt aber nicht fur die Parabel, weil wir fur 
die Bestimmung der Punkte, in denen eine Gerade x*=*ky + l 
die Parabel j/ 2 %px schneidet, die quadratische Gleichung 
2/ 2 2pJcy 2pl = erhalten, deren Wurzeln nie beide un- 
endlich sein konnen, solange 7c und I endliche Werte haben, 
Daher gibt es keine endliche Gerade, die die Parabel in 
zwei zusammenfallenden Punkten im Unendlichen schneidet, 
d. h. keine endliche Asymptote; denn irgend ein Durchmesser 
y = m f der die Kurve allerdings in einem unendlich entfernten 
Punkte schneidet, trifft sie doch auch in dem Punkte mit 
der Abszisse x = m 2 : 2 p. Der entsprechende Wert von ^' 
w'achst mit m und wird erst mit m unendlich, cl h. nur die 
unendlich feme Gerade beruhrt die Parabel im Unendlichen 
(Nr. 131). 

201. Kontinuierliche Gestaltsanderung. Die Gestalt der 
Parabel wird dadurch besonders klar erkannt, daB wir sif 
aus den Gestalten der Ellipse und Hyperbel hervorgehen lasscm 
konnen, gemiiB folgendem Satze: Wenn von einer Ellipse odw 
Hyperbel ein Scheitel und ein BrennpunU gegelen sind, wahrcnd 
ihre HauptacJise als unbegren&t wachsend gedacht wird> so nahert 
sich die Kurve fortwahrend mehr der ParaJtel. 
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Die Scheitelgleichung der Ellipse bez. Hyperbel ist 
(13) y- - (%x + ~) (Nr. 192). 

Da wir die Entfernung FJP= m (Fig. 104) als unveranderlich 
voraussetzen, so haben wir b durch a und m auszudrticken t 
namlich aus m = a I/a* + Z> 2 (Nr. 179), also &*= 2am + w 2 ; 
dadurch wird die Gleichung 

JL 

T^ 




Lassen wir nun a un- 
endlich groB werden, so ver- i^g. 10-4. 

schwinden rechts alle Glieder bis auf 2m -2x, und die Glei- 
chung reduziert sich auf j/ 2 =4wn?, d. i. die Gleichung einer 
Parabel vom Hauptparameter 2m. 

Eine Parabel Jcann somit als eine Ellipse oder Hyperbel 
betracMet werden, der en Exsentrizitat ~=> 1 i$t] denn in dem 

Werte e**=>l T - a verschwindet 5? der Koeffizient von x* in 

Gleichung (13), wenn wir a unbegrenzt wachsen lassen, und 
endlich wird 2 = 1. 

Somit entsteht aus zwei Mittelpimldslwgelsehnitteu beider 
Gattrngen durcli stetiye Gestaltsandening eine Parabel als ge- 
mdnsame Qrenzlage. So gehen Ellipsen und Hyperbeln durch 
Vermittelung der Parabeln stetig ineinander fiber, und die 
groBen gestaltlichen tlnterschiede der Kegelschnitte erecheinen 
als stetige Umibrmung eines einheitlichen Typus. 

202. Tangente. Die Gleichung der Tangente der Parabel 
i/**s*%p% im Punkte x'\y ! ist nach S. 276: 

Filr den Schnittpunkt der Tangente 
mit der Achse ergibt sich x = #' 
oder FJ/= TV: Die SuUangente TM 
der Parabel wird im Scheitel halbiert. 
VgL Fig. 105. 

Da die Durchmessergleichung der 
Parabel fttr schiefwinklige Koordinaten die Form 3/ 2 =2jp ; ^ 
behalt (Nr. 197), so bleibt auch die Gleichung der Tangente 

25* 
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unveranderfc, und die Subtangente ist auch dann noch das 
Doppelte der Abszisse, gemessen zwischen Durchmesserendpunkt 
und Ordinate des Bertihrungspunktes. 

Dies gibt eine einfache Methode, in irgend einem Punkt 
der Parabel ihre Tangente zu ziehen, weil wir nur in der 
Achse TV VM zu nehmen und PT zu ziehen haben. 
Ferner konnen wir auch die irgend einem anderen Durch- 
messer entsprechende Ordinate des Punktes bestimmen, weil 
wir nur V'M 1 I' V zu machen und die Gerade PM* zu 
ziehen haben, die zur- Tangente in V parallel ist. 

203. Zusammentiang der Linearparameter. Wir konnen 
nun die Scheitelgleichung y 2 = 2px durch wirkliclie Trans- 
formation auf irgend einen Durchmesser und die Tangente in 
seinem Endpunkt als Koordinatenaehsen in der Form f/ 2 = 2jp',r 
beziehen und zugleich die Abhangigkeit der Linearparameter;?' 
untereinander erkennen. 

Die Gleichung j/ 2 = %px wird durch Transformation y,u 
parallelen Achsen durch einen Punkt x f y ! der Kurve ; indem 
wir x + x'\y+y' fiir x\y schreiben ; in y z +2yy'^=2px 
iibergeftlhrt. Wahlen wir alsdann mit Beibehaltung der neuen 
rc-Achse eine neue y-Achse, die zu jener unter dem Winkel ^ 
geneigt ist, so ist (vgl. (57), S. 26) y sin ^ ftir y } x + y cos ft 
fur x zu substituieren, und unsere Gleichung wird 
(16) if sin 2 # + 2yy' sin # = 2px + 2py cos &. 

Damit sich diese auf die Form 2/ 2 = 2p r x reduziere, nuiB 

y f sin & = p cos ^ oder tg # = p : y f 

sein, Dann ist aber nach der Gleichung yy r p (x 4 x 1 ) der 
von der Tangente mit der #-Achse gebildete Winkel gleich ^ 
und zu einer gegebenen GroBe von # ist der Bertihrungs- 
punkt der Tangente eindeutig bestimmt als //'== p cot -fr, 
x 1 = l~p cot 2 ^. Somit nimmt die Gleichung (16) ; auf omen 
Durchmesser und die Tangente seines Endpunktes bezogen, 
die Form an 

(I?) y**='^ x oder y*- 2 *'*! 

und es ist p' sin 2 & *=p: Das Produkt des Litiearparamdcrs 
p' eines Durchme$ser$ in das Quadrat das Sinus des 
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den seine Ordinaten mit der Aclise Ulden, ist Constant und 
gleich dem Jttauptparameter p. 

Wir konnen den Parameter irgend eines Durchmessers 
aus den Koordinaten seines Endpunktes ableiten, denn wegen 
?/' tg & =p ist 

(18) sin 



_ i 

d. h. die halbe Differenz der Linearparameter zweier Durek- 
messer ist gleich der Differenz der Abstande ihrer Endpunkte 
von der Scheiteltangente. 

204. Pol und Polare, Die Gleichung der Polare irgend 
eines Punktes x' \ y f lautet nach 8. 275 ebenfalls 

(19) y r y - jp (a? + a?') oder y'y = p' (x + x'}. 

Sie wird durch y ; x x 1 erfullt, daber folgt: Auf 
eimm Dwchmesser fassen die Polaren snveier Punkte und die 
Ordinaten derselbcn gleiehe Absclmitte wvischen sichj namlicb 
von der GroBe x f x", wenn der Durchmesser als #-Achse 
genommen ist. 

Die Schnittpunkte der Polare mit der Kurve3/ 2 =2j)a;haben 
Ordinaten, die sich aus der Gleichung j/ 2 2y* y + 2px ! = er- 
geben, sie sind also reell oder imaginar, je nacbdem 2/ f2 2px* 
positiv oder negativ ist. Da far Pankte x 1 der Scheitel- 
tangente der Ausdruck positiv ist, so ist er es fur alle Punkte 
des konvex abgegrenzten Gebietes: dies ist das AuBere der 
Kurve. Fiir einen unendlich fernen Punkt ist die Polare ein 
Durchmesser, sie hat also im Endlichen nur einen Schnitt- 
punkt mit der Kurve: Zu jeder Richtung gilt cs in der Parabel 
vine und nur eine Tangente. (Vgl. Nr. 202.) 

Der Pol einer Geraden ux + vy + 1 = folgt aus der 

Vergleichung der Koeffizienten als 

t 1 . 'D 

X 1 a ? 7/ r = p - - 

u J u 

Die Tanyentialgleiclnmg der ParaM ist daher (vgl. Nr, 167): 

*> o 

(20) vr= " u oder # 2 = -, u. 

p p f 

B. 1) Die Koordinaten des Sclinittpunktes der Tangenten in 
don Punkten '|y f , %"\y" der Parabel 2/ a 2px folgen aus 
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2) Man bestimme den Winkel der beiden vom Punkt so f y' 
an die Parabel y*~&mx gezogenen Tangenten. 

Die Gleichung des Tangentenpaares wird wie in Nr. 147 er- 
mittelt und ist 



Die Gleichung zweier durch den Nullpunkt zu ihnen ge- 
zogenen Parallelen ist x'y* y'xy + w# 2 = 0; ihr Winkel wird 
nach Nr. 58 bestimmt durcb 



3) Der Inhalt des durch drei Tangenten einer Parabel ge- 
bildeten Dreiecks ist die Halfte von dem Inlialt des Dreiecks der 
Verbindungslinien ihrer Beruhrungspunkte. 68 ) 

Bei Einfuhrung der Koordinaten der Ecken des Dreiecks in 
die Formel (20) yon Nr. 7 findet man fiir den Inhalt des letzt- 

genannten Dreiecks den Ausdruck - (y* - ?/ f/ ) (y" - y "') (y m - y 1 ) 

und fiir den ersten mit Benutzung des Ergebnisses von B. l) die 
Halfte derselben GroBe. 

4) Man kann die Koordinaten eines Parabelpunktes P al 
Funktionen einer einzigen Veranderlichen K ausdrticken durch 



., 



P 
_, 



wo 2 A der Eichtungskoeffizient der vom Nullpunkt nach P gehen- 
den Sehne ist. 

Dann ist 2 ^ t ^ a? (^ + A 2 ) y + p * die Gleichung der Sehne 
von P!^) nach P 2 (^), die Tangente in P(A) ist ly == tf*x + \-p, usw. 

205. Normale. Die Gleichung der Normale in P', als 
'der Senkrechten zur Tangente yy'*=p(% -I- #') ist 

(21) p(y-y'-) + y'( y; - x >) ==(l 

Der von ihr in der #-Achs<j 
gebildete Abschnitt (Fig. 1 06) ist 
~ (22) VN-x' + p; 

dahcr ist in der ParaW die Suh- 
normale MN=*p (Nr. 177) Constant 
und dem Hauptparameter gleich. 





ff. 106. 



oder 
(23) 



Die Lange n = NP der Normale selbst ist i/Jf P*-f 
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Durch emen beliebigen PunU P* gelien drei Normalen der 
jPardbel, denn die Gleichung einer durch ihre FuBpunkte 
gehenden Kurve ist nacli Nr. 178 

(24) 0y-(0'-jp)y-jp0'-0. 

Dies ist aber eine gleichseitige Hyperbel, die die Achse der 
Parabel zur Asymptote hat, also den unendlich fernen Punkt 
derselben als vierten Schnittpunkt enthalt. (Vgl. Nr, 178,5.) 

206. Brennpunkt. Genau wie in Nr. 179 ergibt ein 
Punkt x r 1 als Tangentenschnittpunkt T und ein Punkt 
ic'+jpjO als Normalenschnittpunkt N die Bestimmung der 
beiden Punkte der Parabel auf der zu x = x f geliorigen Ordi- 
nate. Die Abszissen der Punkte der Paare T, N haben die 
konstante Sunimejp, daher gibt es einen Punkt x' => \f), der 
die gemeinsame Mitte aller jener Paare ist, Man nennt diesen 
Puulvt F in der Achse der Parabel, dessen Bntfernung vom 
Scheitel gleicli der Halfte des Hauptparameters ist, den Brenn- 
punkt der ParaleL Der Hauptparameter selbst ist nach der 
Gleichung, wie in den Mittelpunktskegelschnitten, die Ordinate 
der Kurve im Brennpunkt. 

Wenn wir nun auch nur von sinew, reellen Brennpunkt 
der Parabel sprechen, so werden doclt, wie schon nach der 
Kontinuitiit von Nr. 201 klar ist, die Entwickelungen des 
gegenwartigen Abschnittes zeigen, da/3 eine Parabel in jeder 
Besiehung als eine Ellipse oder Hyperbel tetrachtet werden darf\ 
dewn einer BrennpunJct d&r eben definierte PunJct ist, wahrend 
der andere auf der Achse in unendlicher Entfernung liegt. 

& Dieser Ubergang von den Mittelpunktskurven zur 
Purabel zeigt auch, daB die beiden imaginaren Brennpunkte 
der Parabel (Nr. 179) in den absoluten Richtungen liegen, 
denn diese Punkte mtissen auf der unendlich i'ernen Achse 
zu den unendlich fernen Punkten von Tangente und Nonnale 
ewes jeden Parabelpunktes harmonisch liegen. Dasselbe ergibt 
die allgemeine Definition von Nr. 181 durch die Schnittpunkte 
der Tajagenten absoluter Eichtung, denn nur zwei derselben 
sind von der unendlich fernen Geraden verschieden und 
schneiden sich im Endlichen 
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207. Fokalgleiclmng. Die Entfernung irgend ernes 
Punktes P der Kurve vom Brennpunkt F oder der Brennstrahl 
eines ParabelpunJdes x 1 \ y 1 ist r = x* + m (vgl. Nr, 182), wobei 
\p durcli m ersetzt worden ist, urn Briiehe zu vermeiden, 
Das Quadrat der Entfernung vom Brennpunkt m ist namlich 



Damit lautet das Ergebnis von Nr. 203 einfacher: Der Para- 
meter p 1 irgend eines Durclimessers ist das Doppelte des Brenn- 
straJils seines Endpunldes. 

Nennen wir wieder <$C MFP die Amplitude ^ von 
P (Fig. 107), so ist 

(25} r = x 1 + m - VH + m == FM+ 2m => r cos# + 2m. 
Daraus folgt als FoJcalgleichung der Parabel 




i-cos-9- l-cos-O- 

Dieselbe Gleichung geht auch aus der Glei- 
chung (19) in Nr. 184 durcb die Aunahme e ** 1 
hervor (Nr. 201), so dafi die aus ibr gezogenen 
Folgerungen giiltig bleiben. 
tTbrigens wird ^ zuweilen auch von FV als Anfangs- 
strahl aus gezablt; an Stelle der Gleicbung (26) tritt alsdanxi 

r (1+ cos-d-) 2m oder rcos 2 y^ = m oder r s cosY-O 1 w"*; 
die Parabel gebort daber zu einer Gruppe von Kurven vou 
der allgemeinen Gleichungsform r n coBn& = m n } die mancbe 
gemeinsame Eigenschaften haben. 

208. Leitlinie (Direktrix). Die Polare des Brennpunktes 
einer Parabel wird wie bei der Ellipse und Hyperbel die Z/rrt- 
linie oder Directrix genannt. Weil der Abstand des Brenn- 
punktes vom Scheitel m ist, so ist seine Polare (Nr. 204) die 
Normale zur Achse in demselben Abstand auf der ander^n 
Seite des Scheitels. Die Entfernung irgend eines Punkte P' 
von der Leitlinie ist somit gleich x 1 + m: Der Alstand irgentl 
eines Piinldes der Kurve von der Leittinie ist seinem Brenn- 
strahl gleich, wabrend fur Ellipse und Hyperbel der Bremi- 
strabl zum Abstand von der Leitlinie in dem konstanten Ver- 
haltnis e:l stelit (Nr. 183). Umgekebrt ist der Ort eines 
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Punktes, der sich nach dem ausgesprochenen Gesetz bewegt, 
die Kurve von der GHeichung (x m) 2 + y 2 (x + wi)~ oder 



Die Definition der Kegelschnitte durch Brennpunkt, Leit- 
linie und Exxsentrizitat erstreckt sicli also auf die G-attungen, 
wie auch die als Mittelpunktsorte von Kreisen in Nr. 195 ; hin- 
gegon kaun die bifokale Beziehung von Nr. 185 nicht zur Er- 
xeugung der Parabel dienen. Offenbar liefert die in Nr. 191 
zur mechanischen Beschreibung der Hyperbel gegebene Me- 
thode eine Parabel ; wenn man den Winkel ABR als recliten 
Winkel nimmt. 

Ferner lassen sich Punkte der Kurve leiclit konstruieren, 
indem man um F mit beliebigem Kadius **^^ einen Kreis 
beschreibt und diesen mit einer im Abstand r parallel zur 
Leitlinie (auf der Seite ; auf der F liegt) gezogenen Geraden 
Kchneidet. 

209. Jede Tangente bildet mit der Aobse und dem 
Brennstrabl des Beriihrungspunktes gleiohe Winkel. 

Denn die Entfernung vom Brennpunkt bis zum Scbnitt- 
punkt der Tangente mit der Achse betragt T V+ VF<*= x f + m 
(Nr* 202). Der Achsensclmittpurilrt der Tangente und ihr Be- 
r'-nif '!/;,>// 'f.'"'' haben daJier yleicJie Brennstralilen. Das von der 
Acbse, der Tangente und dem Brennstrahl des Bertihrungs- 
punktes gebildete Dreieck ist gleichschenklig, hat also gleiche 
Winkel an der Tangente. Demnach schneidet die Tangente 
im Endpunkt der Brennpunktsordinate die Achse unter einem 
Winkel vou 45. 

Der Satz ist eine "Cbertragung der Eigenschaft des Brenn- 
Htrahlenwinkels der Mittelpunktskegelschnitte (Nr. 187). Denn, 
wenn wir dort den Brennpunkt F 1 unendlich fern denken, so 
wird der Brennstrahl F 1 P parallel zur Achse. 

210. Fokalabstand der Tangente. Der Abstand des 
Brennpunktes m \ von der Tangente j/ f y =** 2m(x + #') ist 
(Pig. 106): 



also die mittlere Proportionate zwischen dem halben Para- 
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meter VF und dem Brennstrahl FP des Beriihrungspunktes, 
Hit Rucksicht auf Gleichang (23) in NT. 205 folgt: Der FoM- 
cibstand der Tangente ist gleich der Halfte der Nonnale; das- 
selbe ergibt sick auch geometrisch aus TF = FN. 

Nennen wir den Winkel MFR = #, so haben wir 
cos a -- sin FTE = l/w:(#' +~m) (Nr. 203) und Fli 
*|/w(#' + m) = m : cos a. Daher ist FE cos ttf = m = FJ /T ; 
d. h. JB liegt in der Scheiteltangente: Der Ort des Fiifipunliw 
der vom Brennpunlct auf die Tangente gefallten Nonnale ist die 
Seheitettangente. In diese und die unendlich feme Gerade 
gekt offenbar der Scheitelkreis der Mittelpunktskurven iiber 
(Nr. 189, Nr.99). Die Umkehrung dieses Satzes liefert eine 
Ereeugung der Parabel durcli Tangenien (vgl. B. i). 

Zugleich ergibt sich die Normalform der auf den 13renH- 
punU als Nullpunkt be#ogenen Qleiclmig der Paraldtangente 

(28) x cos cc + y sin a + ~f 0. 



B. 1) Der erne ScJienJccl eines recliten WiwJcds, dcascn 
erne 6-erade x ~ m durehlfiuft, wahrend der anderc 
dMrch einen festen PunU | gelit, lertihrt tine ParabcL 

Mit der Geraden ir == m an Stelle des Kreises in Nr. 189 
und fiir e = ergibt sicb die leicht direkt axis der Figur ab- 
zulesende Gleichung in Linienkoordinaten m (w 2 + f 2 ) * w; diese 
definiert aber eine Parabel, well die Koordinaten it> 0, !>(> 
der unendlich fernen Geraden die Gleichung befriedigen; der An- 
fangspunkt ist Brennpunkt. Unter densclbon Voraussetzungcn 
erzeugt auch ein konstanter, von 90 verscbiodener Wmkol eino 
Parabel. 

2) Man soil den Ort des Schnittpunktes des vom Brennpunki 
auf eine Tangente gefallten Lotes mit der Geraden linden, die 
den Scheitel mit dem Beriihrungspunkt verbindet. 

211. Der Winkel zweier Tangenten ist die H&lfte des 
Winkels der Brennstrahlen ibrer Beriihrungspunfcte. 

Denn in dem gleichschenkligen Dreieck PFTdw E^igur 106, 
S. 390 ist der Winkel PTF, den die Tangente mit der Achse 
bildet, die Halfte des Winkels PFN, den der Brennstrahl 
niit ihr einschlieBt. Nun ist der Winkel zwischen irgend sswei 
Tangenten gleich der Different der Winkel, die sie mit der 
Achse bilden, und der Winkel zwischen den Breanstrahlen ist 
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gleich der Different der von ihnen mit der Achse eingeschlossenen 
Winkel. 

Wenn nun zwei Tangenten miteinander insbesondere einen 
rechten Winkel einschlieBen, so bilden die Brennstrahlen der 
Beriihrungspunkte einen gestreckten Winkel, d. h. die zwei 
Tangenten beriihren in den Endpunkten einer durch den 
Brennpunkt gehenden Sehne. Dann schneiden sie sicli aber 
in der Polare des Brennpunktes, also folgt (Nr. 208): Der 
Ort des SchnittpunJctes gueinander recMwwUiger Tangenten ist 
die Leiflinie. 

Zum direkten Beweis des Satzes bilden wir die Gleichung 
der Polare irgend eines Punktes m \ y 1 der Leitlinie: 
y'y 2m(x M) und die seiner Verbindungsgeraden mit 
dem Brennpunkt: 2m(y y 1 } + y'(x + m) = 0. Diese Glei- 
chungen stellen offenbar ein rechtwinkliges Geradenpaar dar. 
Oder wir gehen von der in Nr.2lO gegebenen Foltalgleichuny 
der Tangente x cos 2 a + y sin a cos a + m = aus. Mit Ein- 
aetxung von a + 90 statt a folgt die Gleichung der recht- 
winkligen Tangente: x sin 8 a y sin a cos a + m 0. Durcli 
Addition dieser Gleichungen wird a eliminiert und als Glei- 
ch ung des Ortes x + 2m = erhalten, ofienbar die Leitlinie. 

212. Der Brennstrahl des Schnittpunktos zweier Tan- 
genten halbiert den Winkel der Brennstrahlen. ihrer Be- 
rtihrungspunkte. Aus den Fokalgleichungen zweier Tangenten 

(Nr 210) 

, 9 *v ix cos 2 a 4- y sin a cos + M 0, 

^ - \x cos 2 j(3 + y sin /3 cos /J + m = ? 

linden wir durch Subtraktion die Gleichung der Geraden, 

die ihren Schnittpunkt mit dem Brennpunkt 0|0 verbindet: 

(5JO) x sin (a + /S) y cos (a + 0) 0. 

Dies ist die Gleichung einer Gteraden, die mit der o;-Achse^ 

einen Winkel (a + /J) einschliefit. Weil aber in Figur 107* 

< FJ'T 300 - 2a ist und analog ^c FJ?P'= 360- 2ft 

so halbiert die Gerade vom Neigungswinkel (a + 0) den Winkel 

PFP'. 

Dieser Sate kann auch bewiesen werden, indem man wie 
in Nr, 190 den Winkel # t - &' berechnet, unter dem das 
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Sttick TPj der von T(x'\y') aus an die Parabel gelegteu 
Tangente TP t vom Brennpunkt aus gesehen wird; man findet 
cos^ # f ) =(#' +m):r f , und dieser Ausdruck zeigt die Un- 
abhangigkeit von den Koordinaten des Beriihrungspunktes, so 
daB der Winkel* fur jede der beiden Tangenten aus x 1 \ ?/ 
derselbe ist, < TFP^^ P.JFT. 69 ) 

Zusatze. In dem Falle, wo der Winkel P^P^ 180, 
also PgPi erne Fokalsehne ist, sclmeiden sich die Tangenten 
TP 2 und TP l in der Leitlinie, und jeder der beiden Winkel 
TFPs und TFP l ist gleich 90. (Nr.211.) 

Wenn eine Sehne PxP^ die Leitlinie in D schneidet, ist 
FD die auBere Halbierungslinie des Winkels P x JFP 2 . (Kr. 190 
nebst Figar 100.) 

Schneidet eine veranderliche Tangente der Parabel z\vei 
feste Tangenten in P und Q, so ist der Winkel QFP, unter 

dem das Segment Q P der ver- 
anderlichen Tangente vom 
Brennpunkt aus erscheint, das 
Supplement des Winkels P Ji Q 
derfestenTangenten. (Fig. 108.) 




(Nr.211) ? und nach dem vor- 
hin bewieseuen Satze ist auch 
daher $: QFP = $:QRT, dem Sup- 
plement des ^.PEQ. 

Der Kreis, der dem von irgend drei Tcwgenten ewer Para- 
llel gebildeten Dreieclc umgeschrieben ist, yelit durch den Brenn- 
punkt.) Denn der durch PjR$ beschriebene Kreis mufi 
durch F gehen, weil der im Segment P FQ enthaltene Winkel 
das Supplement des in PBQ enthaltenen Winkels ist. 

B. Sind a und b die Latigen zweier Tangenten einer Parabel, 
die sich rechtwinklig schneiden, und ist m die HS.lfte des Para- 
meters, so ist 

7 2 2 

J , 51 _ JL 

* "*" A s." 

& 8 a 3 -Mi"" 3 

213. Beispiele. Zunachst sind die Beispiele der vorigen 
beiden Kapitel, besonders von Nr. 175 und Nr. 194 darauflnn 
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xu prftfen, ob ihre Beweise auch noch. giiltig bleiben, wenn 
der fragliche Kegelschnitt statt einer Mittelpunktskurve eine 
Parabel ist. AuBerdem folgt hier eine Anzahl besonderer Bei- 
spiele fur die Parabel. 

B. 1) Der HShenschnittpunkt des durch drei Tangenten 
twiner Parabel gebildeten Dreiecks liegt in der Leitlinie. 71 ) 
Die Gleichung einer Dreieckshohe ist nach Nr. 41 

y^y* - 2/1 & /,, 2/3 ?4\ , s/s - 2/ 2 L, 

2]T r"~ ~2# / "*" ~2~ \ J 
\uul ninimt durch Division mit (j/ 3 ?/ 2 ) die Form an 



Aus der Symmetrie der Gleichung folgt , da8 sich die drei Hohen 
\i\ der Leitlinio w =s ^-p sehneiden, und zwar im Punkt 

, ^i?/s& i yi + y* + y n 
.'/ 2 -yi -i g 

2) Das Viersoit derjenigen Tangenten einer Parabel, die den 
Soiien einoB eingeschriebenen Vierecks parallel sind und nach 
dem vorigen auch das Viereck ihrer Bertihrungspunkte hat die 
Fliiche Null. (Ygl. Nr. 204, 3.) 

8) Man bestimme den Radius des Kreises, der einem der 
Parabel eingeschriebenen Dreieck umgeschrieben ist, 

Dor Kadius des unigeschriebenen Kreises eines Dreiecks, das die 
Soitenliingen 1 19 / 2; 7 8 und den Inhalt F hat, wird durch i 1 / 2 7 3 :41' t 
ausgedrtlckt. Wenn aber ^ die Liinge der Sehne zwischen den 
Punkten ^ a |2/a, %|3/-j ^^d -0-j der Winkel ist, den diese Sehne 
mit der Achse bildet, so ist ofienbar Z x sin ^ (y% # 8 ). Durch 
Einaetzen des in Nr* 204, 3 abgoleiteten Ausdruckes far den Inhalt 
das Dreiecks ergibt sich der fragliche Kadius: 



am-fr,, 



Wir konnon diesen Radius auch dui*ch die ^u den Seiten des 
Dreiecks parallolen Fokalsehnen ausdrticken; denn nach Nr. 207 
iHt die Liinge oiner Fokalsehne, dio den Winkel ^ mit der Achse 



bildet, glrich Vgi^ also . Aus Nr,203 ergibt 

sich, dafl ^ 17 ^ 2 , p$ die Parameter der Durchmesser sind, die die 
Seiten des Dreiecks halbieren. 

4) Man drticke den Radius R des Kreises, der dem von drei 
Tangenten einer Parabel gobildeten Dreieck umgeschrieben ist, in 
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Funktion der Winkel aus, die dieselben mit der Acbse bilden. Er 

ist B = 



oder B a -^f 6 ~ 8 ' wenn J>n J'ai J>* 
die Parameter 'derjenigen Durcbmesser sind, die durch die Be- 
riibrungspunkte der Tangenten geben (Nr. 203). 

5) Der Ort der Scbnittpunkte derjenigen Tangenten einor 
Parabel, die sicb unter einem gegebenen Winkel <p scbneidcu 
(Nr. 204, 2), ist die Hyperbel 

?/ 2 4m# = (x + m) 2 tg 2 q> oder y 2 + (x m)'~ = (a; + w) 3 sec 2 9. 

Aus der letzten Form der Gleichung gebt bervor, da8 die 
Hyperbel denselben Brennpunkt und die niimlicbe Loitlinie v/i<* 
die Parabel bat und dafi ibre Exzentrizitat = sec 93 ist. 

6) Der Ort des Fufipunktes des Lotes, das vom Brennpunkt 
einer Parabel auf die Normale gefallt wird, ist eine Parabel. 

Der Fokalabstand von 2m (y #') + ?/ 0'' ~~ -* : ^ ^ ^ 



Wenn aber & der durch das Lot mit der SB-Achse gebildeto Winkel 
ist, so ist nack Nr. 203 



Die Polargleicbung des Ortes fiir den Brennpunkt als Nullpunki 
ist daber r sin 2 ^ = m cos -O 1 , oder 2/ 2 = mx. 

7) Die Koordinaten des Punktes, in dem sicb die den Punkteu 
%i\y\i ^2 1 2/2 entsprecbenden Normalen der Parabel y a o 
scbneiden, sind 



1 4m ^ 

Sind a, (3 die Koordinaten des Scbnittpunktes dcr ent- 
sprecbenden Tangenten (Nr. 178,3 und Nr. 204, l), so bat man 
aucb: 

/?8 P 

a; 2m + --- a. w = " 

' W ' J M 

8) Es seien P x , P 2 , P 8 die Fufipunkte der drei von oinexn 
Punkte P r nacb einer Parabel gezogenen Normalen. Wird alsdann 
durcb den Scbeitel der Kurve zur Verbindangslinio isweior dor 
drei FuBpunkte eine Parallele gezogen und wird der dritte Pufi- 
punkt mit dem Scbeitel verbunden, so wird der Winkel dieser 
beiden Geraden durcb die Acbse der Parabel balbiert 

Indem man zwiscben der Gleicbung y z ~ 2px der Kurvo und 
der Gleicbung p (y 1 y) + y (x r $) 0, die ausdriickt, tlaB 
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der Punkt P 1 auf der Normale des Parabelpunktes P liegt, die 
Grofie x eliminiert (Nr. 205), erhalt man y*+ 2 (p 2 px ! )y^ 2#V- 
Die drei Wurzeln sind daher durcb die Beziehung y l + y% 4- y B = 
verbunden, deren geometrische Bedeutung die in dem Satz aus- 
gesprochene ist. 

9) Der Ort des Scbnittpunktes der Normalen in den End- 
punkten der durcn einen festen Punkt P' (x'ly 1 ) genenden Sebnen 
ist eine Parabel. 

Wir baben die Beziohung py* = 2w (x 1 + a) und erhalten 
durcb die Substitution des aus ibr abgeleiteten Wertes von cc in 
die Ergebnisse von 7): 



sodann folgt durcli Elimination von (5: 
2{2w(y j/) + y(# o/)} a = (4^ 

die Gleicbung einer Parabel, deren Acbse zu dem vom Punkte P f 
auf seine Polare gefallten Lote parallel ist. Sind die Sebnen 
oiner fosten Geraden parallel, so reduziert sich der Ort auf eine 
Gerade, wie es auch gemafi 8) sein mufl. 

10) Der Ort des Scbnittpunktes der zueinander recbtwinkligen 
Normalen ist 2/ 2cs3 m (x 8m). 

Denn in diesem Falle ist (vgl. 5) und 7)) a = w, 

6 2 

c =r 3w -f -5 2/ S. 
?w ' 

11) Man Hnde aus den Liingen a, & zweier Tangenten und 
dem von ibnen eingescblossenen Winkel y den Parameter. 

Wulilt man den die Beriibrungssebne balbierenden Durcbmesser 
und dio in seinem Endpunkt gezogene Tangente als Acbsen ernes 
Koordinatensjstems | 5 ^ mit dem Acbsenwinkel o>, so ist der Para- 
meter dieses Durcbmessers // - y*: 2| und der Hauptparameter ist 

T) 2 Sm a O> S*?] 2 3- r j n v -J..L -i r i 

^ aa .L^ -- , vvo s ^ ie Lttnge des vom Scbmttpunkt der 
*s W 5" 

r rangenten auf die Sobne gefallten Lotes ist. Aber es ist 2 ay =a& sin go 
und 1 (5 B = ^ 2 + ?> 2 + 2 a I cos 9 ; also 



- A (Nr. 198, a und 199, B.). 
cos (p)a 

1 2) l)er Ort des Scbnittpxinktes zweier Tangenten der Parabel, 
wenn gogebon ist. ontweder l) das Produkt der Sinus oder 2) das 
der Tangenten, 3) die Summe oder 4) die Differenz der Kotangenten 
der Winkel, die sic mit der Acbse bilden, ist 1) ein Kreis, der 
den Brennpunkt dor Parabel zum Mittelpunkt bat, 2) eine Parallele 
zur Leitlinie, 3) eine Parallele zur Acbse, 4) eine Parabel, die 
mit der gegebenen die Acbse gemeinsam hat. 



ZwOlftes Kapitel. 
Besoudere Beziehungen zweier Kegelschnitte. 

214 Zwei Kegelschnitte sohneiden siob, in vier Punkten. 

Wir untersuchen diesen Fall des Bezoutschen Theorems 
(Nr. 28) direkt. 

Sind die Gleichungen zweier Kurven zweiter Ordnung 
gegeben, so konnen wir sie nach y geordnet denken: 

2 ( a n x + ^s) y + ( a n%* + 2tfi3# + %) = 0, 
2 (Z> 13 x + 6 23 ) y + (6 M a? + 2 l^x + 6 83 ) - 0. 

Die Elimination von y konnen wir dadurch ausfuhren, da8 
wir aus den Gleichungen y und y 2 wie zwei TInbekannte be- 
rechnen. Die Ausdriicke werden Briiche mit demselben. in 
x linearen Nenner, der Zahler des Ausdruckes fiir ?/ bez. y 1 
ist vom 2. bez. 3. Grade in #. Setzen wir daun das Quadrat 
des ersten Bruches gleich dem zweiten, so orgibt sich oine 
Gleichung (Resultante) vom 4. Grade in x. Jeder ihrer Wursseln 
gehort eine den ursprtinglicben Gleichungen geiueinsame 
Wurzel y zu. 

Im allgemeinen sind also vier Sclinittpunkte vorhanden, 
die entweder reell oder in Paaren konjugiert imagiiiiir eeiu 
konnen. N"ennen wir die vier Punkte 1, 2, 3, 4, ihre sechs 
Verbindungsgeraden 12, 34; 13, 24; 14, 23; man sagt alsdann: 
Zwei Kegelschnitte Jidben drei Paare, wn ScJmittsehncn, die civ 
vollstandiges Viereclc bilden. Sind zwei Schnittpunkte konjugiert 
imaginar, so ist doch ihre Yerbindungsgerade immer reell 
(Nr. 46). Daher ist von den Schnittsehnenpaaren stcts ernes reell f 
auch wenn imaginare Schnittpunkte vorkommen, wo die Cib- 
rigen Sehnen imaginar sind. Wir werden im XIV. Kap, seheu, 
wie infolgedessen diese Geradenpaare zur Bestimmung der 
Schnittpunkte dienen konnen. 

Nun ist die Tangentialgleichung einer Kurve zweiteju 
Grades in u\v wieder vom zweiten Grade (Nr. 149), Damnacb 
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erkennen wir durch Wiederholung unserer SchluBweise, dafi 
es im allgemeinen auch vier Wertepaare u\v gibt, die zwei 
solchen Kegelsehnittgleichungen zugleich geniigen. Geometrisch 
heifit dies aber: Zwei urven eweiten Grades haben vier Tan- 
yenten gemeinsam (vgl.Nr. 117) mit drei Paaren von Schnitt- 
punlden usw. In jeder derselben haben die Kurven im all- 
geraeinen verschiedene Bertihrungspunkte. Auch gelten hex 
Gleichungen in Linienkoordinaten ganz analoge Brorterungen, 
wie wir sie im folgenden nur fur die Grleichungen in Punkt- 
koordinaten anstellen. 

Die Schnittpunkte konnen verscliiedene Besonderheiten 
ihrer gegenseitigen Lage bieten. Einerseits kann die Resul- 
tante dadurch, daB ein oder mehrere Koeffizienten der hoch- 
sten Potenzen der Veranderlichen Null sind, von niedrigerem 
Grade sein. Dann haben wir einen oder mehrere der Schnitt- 
punkte als unendlich fern anzusehen (Nr. 16). 

Andrerseits kann die Resultante mehrfache Wurzeln 
haben f und diese liefern entweder mehrere getrennte oder ver- 
einte, dann aber mehrfach zu zahlende Schnittpunkte. Bs 
sind folgende Falle moglich: 1) ein zweifacher reeller Schnitt- 
punkt und zwei reelle oder konjugiert imaginare einfache 
Punkte, 2) zwei reelle oder konjugiert imaginare zweifache, 

3) ein dreifacher und ein einfacher, beide reell, oder endlich 

4) ein vierfach zahlender Schnittpunki Wir betrachten die 
dadurch charakterisierten besonderen Lagen der Kegelschnitte. 

215. Berfihrung zwisolien Zegelsohnitten. Wennl)zwei 
der Schnittpunkte in T zusammenfallen ; so bertihren sich die 
Kegelschnitte (Fig. 109 links) in T f und die Verbindungs- 
gerade der zusammenfallenden Punkte ist ihre gemeinschaft- 
liche Tangente. Die Kegelschnitte schneiden sich in diesem 
Fall noch in zwei reellen oder imaginaren Punkten L, M f 
die vom Berllhrungspunkt verschieden sind und eine stets 
reelle Schnittsehne LM ergeben. Zugleich sind, falls L, M 
nicht reell sind, TL, TM konjugiert imaginare Geraden. 

Wenn insbesondere 2) I und M zusammenfallen, also 
die Schnittsehne LM zu einer zweiten, beiden Kegelschnitten 
gemeinschaftlichen Tangente wird, so haben die Kegelschnitte 

S ilmon -I'M odUr: anal Oeom. d.KegelBohn. 8, Aufl. 26 
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eine doppelte Beriihrung. Nun kann aber auch der Fall ein- 
treten, daB die Kurven in einem imaginaren Punkt dieselbe 
imaginare Tangente beruhren. Dann konnen sie weder einen 
reellen Punkt noch eine reelle Tangente gemeinsam liaben, 
denn nach S. 50 gilt der Satz: Wenn sicli awei Kegd- 
scJmitte in einem imaginaren PunM beriihreu, so beriihren sic 
sich auch in dem konjugierten. Das Schnittsehnenviereck ent- 
halt dann nur die Verbindungsgerade der Bertthrungspunkte, 
doppelt gezahlt, als reelles Seitenpaar: Ktyelsdmittc in dop- 
pelter Beruhrung liaben eine stets reelle Beruhtnwgssdine, 





Pig. 109. 

Die Beruhrung der Kegelschnitte heifit 3) eine 
der zweiten Ordnung (mittlere Fig.) ; wenn drei ihrer Sclmitt- 
punkte zusammenfallen. Dazu muB einer der Punkte L, M 
in 1), z. B. M, sich T ohne Ende nahern und schlieBlich mit 
T zusammenfallen. Die Punkte T und L sind reell, denn T 
zahlt fur das eine, TL ftir ein weites Schnittpunktepaar. 
Kurven, die eine Beriihrung zweiter Ordnung haben, heifien 
oslmli&rende Kurven. Kegelschnitte , die einander oskulieren, 
sehneiden sich noeh in einem reellen Purild. 

Die Beriihrung zweier Kegelschnitte ist 4) die raoglichst 
innige (Fig. rechts), wenn sie vier einander folgende Punkte 
gemein haben. In diesem Fall muB sich auch L dem Punkte T 
nahern, bis die Linie LT mit der Tangente in T zusammcniallt. 
Zwei Kurven haben eine Bcriihrung dritter Ordnung, wenn sit* 
vier auf einander folgende Punkte gemein haben, und da scwei 
verschiedene Kegelschnitte nicht melir als vier Punkte mit- 
einander gemein haben konnen, so entsteht die Bertlhrung 
hochster Ordnung, die zwischen zwei solchen Kegelschuitteii 
stattfinden kann, wenn alle Schnittpunkte in einem reellen 
Punkt vereint sind. 

216. Die analytischen Bedingungen dieser verschiedeww 
Bertihrungen k5nnen wir leicht tibersehen, indem wir sie unter 
der besonderen Voraussetzung aufstellen, daB eine der Koordi- 
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natenachsen, x. B. die /-Achse ; eine gemeinschaftliche Tan- 
gente im Nullpunkt ist. Nacli Nr. 193 haben solche Kegel- 
schnitte die Gleichungen 



& 13 # = 0. 

Die Elimination von i/ 2 ergibt die Gleichung eines durch die 
vier Schnittpunkte gehenden Ortes 

^{(%^-^sM^ + 2K 2 & 22 ~a 22 & 12 )y+2(a 13 ^ 

Da der erste Paktor die gemeinsame Tangente darstellt, so 
bexeichnet der zweite die durch die beiden anderen Schnitt- 
punkte gelicnde Schnittsehne L M in 1). 

Die Bedingung der Doppelbertihrung ist 2) diejenige, 
uuter der die Sehne LM von voriger Gleichung jeden der 
Kegelschnitte berfthrt. Wir bilden die Gleichung des Geraden- 
paares, das den Nulipunkt mit den Schnittpunkten L und M 
verbindet; dies ist eine homogene Gleichung, die sich durch 
Elimination von 2# 13 # und %"b n x aus (2) ergibt: 
(a u &ia ~ % 6J^H 2 (^ 

Damit L und M, also auch die Geraden TL, TM zusammen- 
fallen ; ist die geforderte Bedingung (Nr, 57): 



Oskulation im Nullpunkt haben wir 3) 7 wenn die Gerade 
LM durch diesen Punkt geht, also % 6 2a a^ & 13 ist. Wir konnen 
alsdunn durch Multiplikation mit einem Faktor It % 2 : 6 22 
tfjjp&ia die zweite Gleichung auf die Form bringen 

(3) & f n ^ + 2&' ia a?y + a 22 7/ 2 + 2a 18 a - 0. 
Die Subtraktion der beiden Gleichungen liefert dann 

(4) (an-ft'iO^ + SC^-ft^y-O 
uls die Gleichung der Oskulationssehne TL. 

Endlich ftillt 4) diese letzte mit der Tangente zusammeu, 
wenn auch noch la esai 6 r 13 ist; also lautet die Gleichung eines 
KegelschnitteB; der mit dem ersten im Nullpunkt eine Be- 
rtihrung dritter Ordnung mit der Tangente x = hat, 

(5) &' n 8 + 2a^y + %j/ 2 + 2a^x ~* 0. 

Seteen wir die ursprtlnglichen Gleichungsformen voraus, so 

26* 
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ergeben die Gleichungen der Geradenpaare uuter 1) oder 2) 
als Bedingungen dieser Berfthrung dritter Ordnung 

^13^22 ^ a 22 ^13 7 ^12^22 ^ ^'22^12' 

217. Kriimmiuigskreis. Da ein Kegelschnitt stets so 
bestimmbar ist, daB er fttnf gegebenen Bedingungen geniigt 
(Nr. 129), so ka,nn immer ein Kegelschnitt gefunden werden, 
der einen anderen, der Kiirze halber durch Jc bezeichneten, 
in einem gegebenen Punkt P beriihrl und drei weitere Be- 
dingungen erfftllt. Soil er in dem gegebenen Punkt P eine 
Beriihrung zweiter Ordnung mit 7c haben ; so kann er dabei 
zwei andere Bedingungen und bei einer Beriihrung dritter Ord- 
miDg nur eine erf (ill en. 

So kann stets eine Parabel gefunden werden, die im 
Anfangspunkt der Koordinaten eine Beriihrung dritter Ord- 
nuDg mit dem Kegelschnitt a n # 2 + 2a^y + a^if + 2a iy a? = 
hat. Nach Gleichung (5) von Nr. 216 erhellt, daB die Parabel- 
gleichung entsteht, wenn man nur 6 n statt a u einsetzt, wo 
l n nach Nr. 131 und 143 durch frn^ss^^is 2 bestinimt ist. 

1m allgemeinen konnen wir aler Iwinen JKrcis 1)eschreiben t 
der eine Beruhrung dvr dritten Ordnung mit einem gegdien&H 
Kegelschnitt Jc eingeht, weil zwei Bedingungen erfiillt sein mlissen, 
damit die Gleichung zweiten Grades einen Kreis darstelle. 
In anderen Worten: wir konnen nicht durch jede vier auf- 
einander folgende Punkte eines Kegelschnittes / einen Krein 
beschreiben ; weil zur Bestimmung des Kreises drei Punkte 
hinreichen. Durch drei auf einander folgende Punkte von /' 
geht jedoch stets ein Kreis, dessen Gleichung man leicht findet, 

Ist der Kegelschnitt Jc durch die erste Gleichung (2) ge- 
geben und liegen schiefwinklige Koordinaten mit dem Achsen- 
winkel CD zugrunde, so ist 

(6) # 2 + 2xy cos oj + y 2 2po? sin CD = 

die Gleiehung eines die Kurve k im Nullpunkt bertthrenden 
Kreises vom Radius 9 (vgl. Nr. 102, s), und die Bedingung, 
daB dieser Kreis oskulierend sei (Nr. 216), ist 

(7) a ls = o%> sin co. oder o = 

13 s x- ; r 



8ln w 
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Der Kreis, der cine Kurve im Punkt P osltuliert, heifit 
der Krmnmunffskreis der Kurve in diesem Punkt, sein Ra- 
dius Q hei8t der Krummungsradius, denn der reziproke Wert 
von 9 kann als Ma/3 der Krilmmung der Kurve an der Stelle P 
dienen: je starker die Kurve dort gekrummt ist, um so kleiner 
ist Q, und umgekehrt Der auf der Normale von P gelegene 
Mittelpunkt des Kreises lieifit der KrilmmungsmiUelpunM. 

218. Mittelpunkt -and Radius des einem Punkt eines 
Mittelpunktskegelschnittes zugehorigen Kriimmungskreises, 
Konstruktion dieses Kreises. Da der Mittelpunkt des einem 
Dreieck umgeschriebenen Kreises der Schnittpunkt der Mittel- 
lote der Seiten ist, so sind, wenn das Dreieck durch drei auf- 
einander folgende Punkte der Kurve gebildet wird, zwei seiner 
Seiten aufeinander folgende Tangenten der Kurve und die 
Senkrechten zu ihnen die entsprechenden Kormalen. Der m 
einem Punkt P l geJiorige Kriimmungsmittelpurild ist daher der 
SchnlUpunM zweier aufeinander folgenden Normalen. Hat P l 
die Koordinaten # x | y { , so erhalt man die Koordinaten # 1 j/ 
des Krdmmungsmittelpunktes des Kegelschnitts 3 p = 1, 
indem man in den Pormeln von Nr. 178, s 

as'-asW-X'-as,, 2/ ' = /=r = y 1 
setzt; es folgt a 

fo\ _ c x i , _ _ 6 2/1 . 

V; ^o^ ~5*~~> 2fo~" "5-1 

Ist () die Lunge des Kriimmungsradius, so hat man dahei 



woraus bei Einftihrung von c 2 = a 2 + 6 2 und rait Riicksicht 



die Qlaichung ? a - S 1 ^ 2 + y + a*y? + und 



(9) ? 

hervorgeht. 

Nun ist 1/~V 4- ^V der reziproke Wert des Abstandes d des 
Nullpunktes von der Tangente des Punktes Pj (vgl. Nr. 170,3), 
storait wird schliefilich 

(10) 
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Diese Gleichung lafit sich in eine andere Gestalt bringen, 
aus der leicht eine Konstruktion des zu P 1 gehorigenKriinimungs- 
mittelpunktes M folgt, Die Lange der Normale vom Kurven- 
punkt P! bis zum Schnittpunkt N mit der Hauptaehse ist 
namlich (vgl. Nr. 177, i) gleich ~\ und fftr die Strecke von P T bis 
zum SchjiittpunktBderNormale mit der Nebenachse (Fig, 110) 
findet man leicht P^E a?: d. Ist L der PuBpunkt des von O 
auf die Tangente der Kurve gefallten Lotes, so wird daher 



- 

#r-- L0 -i-- 

Insbesondere findet man die zu den Scheiteln der Hauptachse 
geliSrigen Krummungsradien (d a) gleich - ; die zu (leu 
Scheiteln der Nebenachse gehorigen (d &) gleich * . 

Der Ausdruck fur 1\M in (11) liefert die 
folgende Konstruktion des Kriimmungsniittel- 
punktes M. Rechtwinklig zur Normale von 1\ 
zieht man durch ihren Schnittpunkt li mit der 
Nebenachse eine Gerade ; die den zu P^ g^horigen 
Durchmesser injtreflfen moge (Fig. 110); die durch ef parallel 
zur Hauptachse gezogene Gerade schneidet die Normale von I\ 
in M. In der Tat folgt aus der Figur P^NiP^^P^iP^^^ 




B. 1) Die zu den Scheiteln der Ellipse gehorigen Krttmmungfi- 
mittelpunkte haben die Koordinaten 

b* a* 

O/Q \Al * IJQ \J tJVfJf VA - 1 -- 1 \ f^ IfQ (f i 

Ct v 

Man konstruiert sie, indem man aus einer Ecke des Rechtecks dor 
Scheiteltangenten auf die zugeh5rige Scheitelsehne ein Lot fiillt; diu 
Schnittpunkte dieses Lotes mit den Achsen sind die gesucbton 
Kriimmungsmittelpunkte. 

2) Ist 6 f der zu dem Halbmesser a r von P 1 konjugiorte Halb- 

b'* b'* 

messer. so wird p r- -5- - 
' ^ ab d 

Dies folgt aus (ll) mit Riicksicht auf d*=*ab:h f (vgl. 
Nr. 170,2). 

3) Die dritte Potenz von dem Radius R des Kroisos, dor 
einem der Ellipse eingeschriebenen Dreieck umgeschriebon ist, ist 



Konstruktionen des Krummungskreises 



407 



gleich dem Produkt der Krlimmungsradien in den Endpunkten der 
zu seinen Seiten konjugierten Durclimesser. (Insbesondere in seinen 
Ecken, wenn dor Schwerpunkt des Dreiecks im Mittelpunkt der 
Ellipse liegt.) 

Diese Durchmesser sind namlich konjugiert zu den Durch- 
messern, die man parallel zu der betreffenden Seite zienen kann; 

sind &', 6", b m ihre halben Langen, so ist R=* ^ (Nr. 169, 6). 

Mit Hilfe des soeben in B. 2 abgeleiteten Ergebnisses folgt der zu 
beweisende Satz. 

219. Wir zeigten in Nr. 177, daB die Lange PN der Nor- 
male n a= W : a } und in Nr. 187, daB cos ty = 6 :Z> f ist, wenn ty 
der vom Breimstrahl mit der Normale gebildete Winkel ist; dies 
gestaltet den Ausdruck 9 , vonNr. 218,2 fiir denKriimmungs- 
radius um in 
(12) pcos^ w. 

Wenn wir eine Senkreclite NQ zur 
Normale in dem Punkte errichten ; 
wo sie die Fokalaclise schneidet, 
uud ferner inx Punkte Q, wo diese Hg. in. 

Senkrechte den Brennstrahl trifft, QC senkreclxt zu ihm bis 
7,ur Normale ziehen, so ist C der Krummungsmittelpunkt und 
(^P der KrGmmungsradius. Vgi. Fig. 111. 

Eine andere Konstruktion benutzt den mit dem Radius 
]/a* b* beschriebenenHauptkreis des Kegelschnittes (Nr. 167,6): 
Dwjmige Kreis % 19 der den Kegelschnitt % in P bertihrt und 
den Hauptkreis von k reelitwinUig schneidet, liat einen Durch- 




der so yroft wie der Krum- 
muuysradiua von k ist. Tnfolge des 
rechtwinkligen Schneidens der beiden 
Kreiae trifft nun die Normale den 
Kreis 1^ uud den Uauptkreis in 
Punktepaaren P, C b/,w. R,S, die 
Bich harmonisch, trennen (Fig. 112). 
Also konstruiert man den zu P auf 
der Normale harmoniscli konjugier- 



Pig. 112. 



ten Pol 6\ des Hauptkreises; dieser und der Krammungs- 
mittelpunkt liegen syrnmetrisch in bezug auf P. Die Kon- 
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struktion ist selbsfc fur eine stumpfwinklige Hyperbel, also 
bei einem imaginaren Hauptkreis reell. 72 ) 

Zum Beweis des Satzes beachte man, dafi nach Nr. 170 
a? &*=: a f2 &' 2 und a'V sin co = ab ist, wo co den Winkei 
der beiden konjugierten Halbmesser a' ; V bedeutet. Mit Riick- 
sicht auf die Formel = &' 8 :a& (Nr. 218,2) wird daher 6' 2 =- 
a'g sin o> und a 2 fc 2 = a' 2 a'0 sin a> = a' 2 T a'0 cos 



oder a 2 6 2 + (1 ? ) 2 - a' 2 + (|p) 2 T 2a r {coB (~^ - to). In 
dem Dreieck 0PM, wo If den Mittelpunkt des Kreises f>\ 
bedeutet, ist nun OP - a f ; OJf* == ^ a 6 2 + MP\ ^ MPO - 

3 3f , , 

a?, aaner 



fe 2 + MP 2 - a f2 + M P 2 q: 2a' JkT P- cos ^ - 

und wenn man diese Formel mit der fruheren vergleicht, folgt 
sofort Plf --J-9, POj-9. 

220. Krummungssehne. Eine andere Construktion kaim 
auf die Bemerkung gegrlindet werden: Die Schnittsehiun cine* 
Kreises und ernes XegelscJinitts Irilden mit der Achse des Keget- 
schnitts gleiche Winkei) Da namlich die Rechtecke aus den 
vom Schnittpunkt 8 der beiden Kreissehnen gomessenen Ab* 
schnitte gleich sind (Nr, 109), so sind es auch die paralleled 
Durchmesser des Kegelscbnittes (Nr. 151, l); dieso bilden also 
mit der Achse gleiche Winkei (Nr. 157). tfberdies liegt der 
Mittelpunkt des Kreises stets in dem vom Sclinittpunkt ti d*r 
Sehnen auf die Polare von 8 gefallten Lote, bier also in der 
Normale des Oskulationspunktes. Nun sind im Fall des 
Krummungskreises Schnittsehnen (Nr. 215) erstens die Tan- 
gente in P und zweitens die Sehne PL des KreiseH, die 
ErummungsseJme. Man hat daher nur PL so zu ziehen, daB 
diese Gerade mit der Achse den gleichen Winkei bildet wie 
die Tangente mit der entgegeugesetzten Eichtung der Achst'. 
Daun ist der durch die Punkte P und L beschriebene Krein, 
der den Kegelschnitt in P beruhrt, der Kriimmungskreis* Aus 
der Gleichung der Tangente folgt die der symmetrisch gi'- 
neigten Kriimmungssehne als 

(13) *-?. 
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Die Konstruktion zeigt, dafi der in eimm Scheitel der 
Rurve oskulicrendc Kreis eine Beriihrung der dritten Ordnwng 
mit ihr hat, da nun die Krummungssehne mit der Tangente 
Busammenfallt. 

B* l) Unter welcher Bedingung liegen vier durch ihre ex- 
zentrischen Anomalien a, |8, y, 6 gegebenen Punkte einer Ellipse 
in einem Kreis? 74 ) 

Die Sehne, dio zwei der Punkte verbindet, mufi mit der einen 
ttiehtuBg der Hauptachse denselben Winkel bilden, wie die Sehne 
der beiden anderen mit der entgegengesetzten Richtung der Achse; 
die Sehnen sind nach Nr. 169,2 durch 



*cos ;-(y + *)+ J- siii >-( y +*)- >B ;-( y -) 

gegeben 5 man hat somit cot ~ (a + |5) + cot -J (y + 6) 0, d. i. 

oj + jS + y + ^^O, oder = 2w*, 
wo m oino beliebige ganze Zahl bedeutet. 

2) Bestimme die Koordinaten des Punktes L, in dem der iu 
/' oskulierende Kreis die Ellipse ferner schneidet. 

Wir haben <x = (3 = y, also d x == ^a, oder 

Y^ 4 *' 8 */ V M 4 ^ 8 Q/ 

^X ~ t - ^a; , J - ^ 6y . 
/)?> KriimMMtffSseJine hat daher die Gleichung 

* cos ct f- sin a = cos 2 a (Nr. 1G9, 2). 75 ) 
a o \ 7 / / 

3) Der Punkt X liegt auch in einer Geraden, deren Achsen- 
abschnitte die doppelten Koordinaten des Punktes P mit umge- 
kehrten Vorzoichen sind, niimlich 

; x + ,/+ 2 -- 

4) Drei Punkte oinor Ellipse, deren oskulierende Kreise durch 
oinen gegebenon Punkt der Kurve gehen, liegen in einem Kreis, 
dor diesen Punkt entbiilt, und bilden ein Dreieck, dessen Schwer- 
punkt im Kurvenmittelpunkt liegt. 

Aus dem gemeinschaftlichen Schnittpunkt <^ der oskulierenden 
Kreiso folgt uach Aufgabe 2) zur Bestimmung des Bertihrungs- 
punktes = J<J, und da der Sinus und Kosinus von $ unver- 
iindort bleiben, wenn S um 360 vermehrt wird, so ergibt sich 
ebenso ft >* - J S + 120, y - - -J-* + 240. Nach 1) liegen 
diese drei Punkte in einom durch S gehenden Kreis. 76 ) 
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Wenn wir bier Z|Y als gegeben voraussetzen, so ist, weil 
den x 1 1 y 1 bestimmenden kubiscben Gleicbungen die zweiten Glieder 
feblen, die Summe der drei Werte von x und y gleicb Null, und 
daber ist nacb Nr. 14, 4 der Anfangspunkt der Koordinaten der 
Scbwerpunkt des durcb die Punkte gebildeten Dreiecks. "Wir er- 
kennen aucb, daB die Normalen in diesen Punkten die drei HcJben 
des Dreiecks sind, und daB sicb daber diese Normalen in einem 
Punkte scbneiden, wenn die Halbierungslinien der Seiten des Drei- 
ecks durcb den Mittelpunkt der Ellipse geben (Nr. 169, 5). 

5) Wenn drei Punkte einer Ellipse so liegen, daB 

so geben ihre Kriimmungskreise durcb den Punkt 

der Ellipse. 



6) Zwiscben den Parametern der FuBpunkte der vier aus einein 
Punkt nacb einer Ellipse gezogenen Normalen (Nr, 178) findet nach 
den vier Gleicbungen aus Nr. 194, 16) die Beziebung statt: 

<* + /3 + y + ^ = (2m+ I)TC. 

Daber gebt der durcb die FuBpunkte 1 ; 2, 3 von dreien der Nor- 
malen gelegte Kreis durcb den diametral entgegengesetzten Punkt 4 ' 
zu dem PuBpunkt 4 der letzten Nonnale. Bei dor Parabel gebt 
er durcb den ScbeiteL (VgL 213, 8.) Der Kreis schneidet die 
Tangente von 4 f im FuBpunkt des Lotes, das auf sie vom Mittel- 
punkt der Ellipse gefallt wird. 77 ) 

Bezeicbnet r^ den zur Sebne %k zwiscben zweien der vier 
NormalenfuBpunkte parallelen Halbmesser des Kegelschnitts, so isi 
(vgl. Nr. 169, 3) 

>'i 2 2 + ^W 2 - ? + *>*> 

7) In alien Kegelschnitten ist der Krflmmungsradiufl gleich 
dem Quotienten aus der dritten Potenz der Normale uud doni 
Quadrat des Parameters p. 

8) Man driicke den Krtimmuiigsradius einer Ellipse in Fnnktion 
des Neigungswinkels der Normale gegen die Acbso aus. 

9) Die Langen der Sebuen des Kriimmungskroises, dio 
durcb den Mittelpunkt bez. den Brennpunkt eines Mittelpunkts- 

2& f * oft'a 

kegelscbnittes geben, sind r bez. --- 

10) Die Fokalsebne des Krtimmungskreises fttr oinen Punkt 
im Kegelscbnitt ist der Fokalsebne des Kegelscbnittes gleich, di<^ 
der Tangente in dem Punkt parallel ist, (Vgl. Nr, 184, a und 243.) 

221. Krummungskreis der Parabel. Die Koordinaten 
# ' y ^ es Mittelpunktes des zum Punkte x l I y l der Parab<*l 
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jy 2 = 2px gehorigen Krtimmungskreises erhalt man aus den 
Formeln in-Nr. 213,7, wenn man daselbst y^ y^ und m 2p 
setzt. So ergibt sick 



Das Quadrat des Radius p folgt aus p 2 == (# o^) 8 + (j/ j/ 

namlich 

(15) ^ 



Die Formel (15) liefert sofort folgende Konstruktion des 
zu Pj gehorigen Krummungsmittelpunktes: Vom 
FuBpunkt M der Ordinate von P x (Fig, 113) tragt 
man in Riclitung der positivena;- Achse die Strecke 
p + 2%i auf die #-Achse ab; das im Endpunkt Q 
dieser Strecke errichtete Lot trifft die Normale 
von Pj ini Kriimmungsmittelpunkt (7.*) Da die 
Sutmormale eines Parabelpunktes gleich. p ist, 
kann man natiirlich aucli, um Q zu erlialten, vom Schnitt- 
punkt N der Normale und der Achse der Parabel die Strecke 
2& 1 ! abtragon. Die liichtigkeit der angegebenen Konstruktion 
von C folgt aus MP^.MN^ QO:NQ oder y v if - - j/o^, 




die t f/ - l7?l?/t ergibt. Auch das Stuck der Normale vom 
Punktc N bis r /u ilirem Schuittpunkt 8 mit dern im Endpunkt T 
der Tangente auf der Parabelachsc errichteten Lot ist so groB 
wie der Krftmmungsradius Q. 

Aus der auf einen Durchmesser und die unter dem Win- 
kel & konjugierte Tangente bezogenen Gleichung y*=*2p r x 
der Parabel finden wir nach dem Kriterium von Nr. 217 ftir Q: 

(16) QBinfr^p* oder p sin 8 # - p (Nr. 203). 

Aus Nr, 205 folgt aber p f sin # n oder # sin ^ und * 
ist nach Nr. 209 das Komplement des Winkels ^ zwischen 
Brennstralil und Normale. Daher ist aucb ftir die Parabel 
Q cos* ^ = w; somit sind auch dieselben Konstruktionen an- 
wendbar. 

*) Ida rerdanke diesc Konstraktion einer freundlicben Mitteilung 
von Herrn K. Rohn in Leipzig. 
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Besonders einfach wird die zweite von Nr. 219, da der 
Hauptkreis der Parabel ihre Leitlinie ist (JSTr. 211), also der 
Orthogonalkreis desselben den Mittelpunkt auf dieser hat. 
Das Stuck der Normale von der Parabel bis 0ur Leitlinie ist 
gleich dem halben Krummungsradiiis. Die Kriimmung der Para- 
bel ist im Scheitel am groBten und nimmt von da unbegrenzt 
ab; der Krummungsradms des Scfwitds ist gleich dem Haupt- 
parameter p. 

B. 1) In der Parabel ist die Fokalsehne des Krihnmungs- 
kreises eines Punktes P A gleich dem doppelten Parameter %p f des 
durch Pj gehenden Durchmessers. 

2) Der PlScheninhalt des von den Krtimmungsmittelpunkten 
dreier Parabelpunkte mit den Ordinaten # 17 ?y 2 , ,% gebildeten 
Dreiecks ist 

111 

o 

3 z^(^i*~2/2)(^2 2/sH: ? /3-- tfi)(yi%+%M+ft%V 



Die drei Kriimmungsmittelpunkte liegen in einer Goraden, wenn 
die Summe der aus je zwei Ordinaten gebildeten Produkte Null ist. 

222. Die Evolute einer Kurve ist der Ort dor Kriim~ 
mungsmittelpunkte ihrer Punkte. 

Urn die Evolute eines Mittelpunktskegelschnittes SBU linden, 
wird man die Eoordinaten eines Punktes x i \y l des Kegel- 
schnittes durch die x\y seines Kriimmungsmittelpunktes aus- 
drucken und diese Werte in die Gleichung der Kurve ein- 
ftthren. Man erhalt als Gleichung der Evolutc einer Ellipse 
be#. Hyperbel 

(17) (a#)y (by}\ = ca*, c* = a 2 f 6* ; oder auch 

(18) (& ~ a?x* + b*y*) 8 T 27 a?We* x*y* - 0. 

Ebenso wird die Gleichung der Evolute der Parabol 
gefunden: 

(19) 27jpy 8 -8(.jp) 8 ; 

diese Kurve dritter Ordnung ist die semikubische oder Neil- 
sche Parabel. 

Da jeder Punkt der Evolute Schnittpunkt von zwei be- 
nachbarten Normalen des Kegelschnittes ist, bertihren 
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offenbar die Evolute. Daher kann man sich ihre Grestalt 
leicht veranschaulichen, indem man eine Anzahl Normalen 
konstruiert. Man bemerkt insbesondere, daB die Kriimmungs- 
mittelpunkte der Scheitel Spitzen der Evolute sind, in denen 
sich die Evolute von beiden Seiten an die Achsen anschmiegt. 

223, Gemeinsame Asymptotenricktungen. Zwei Kegel- 
schnitte haben ferner (Nr. 214) eine besondere Lagenbeziehung, 
wenn eine ihrer Schnittsehnen mit der unendlich fernen Ge- 
raden identisch wird. Die Kurven haben dann ihre Asymptoten- 
richtungen gemeinsam, konnen sich also 
nur noch in zwei im Endlichen gelegenen 
Punkten schneiden. Dies ist auch geo- / / // m iu 
metrisch klar, wenn die beiden Kurven Hy- 
perbeln mit parallelen Asymptoten sind; 
Figur 114 zeigt einen endlichen Schnitt- 6/ I \ '~"X 
punkt zweier Aste derselben. Ein Beispiel / ^ 9 
von Ellipsen mit gemeinsamen Asymptoten- 
richtuiagen bieten uns die Kreise (Nr. 115), die deshalb nur 
/wei Schnittpunkte im Endlichen haben. 

Nun hiiugen die Eichtungen der Asymptoten nur von den 
hochsten Gliedern der Qleichung ab (Nr.130), indem diese Eich- 
tungen mit denen des (Jeradenpaares a 11 OD^i-2a^xy + a^y^=Q 
iibereinstimmen. Daher ist die notwendige und hinreichende 
Bedingmg dafur, daft zwei Kegelsehnitte ihre unendlich fernen 
Purilcte gemeinsam haben, die } da/3 die oeffi#ienten der Glieder 
#weiten Grades ihrer Gleichungen entspreehend proportional sind: 

(20) a n : & n = a^ : 7; 12 a 22 : ft^. 

In Mittelpunktskegelschnitten dieser Art sind die Achsen 
parallel, weil sie die Asymptotenwinkel halbieren. Zieht man 
ttberhaupt zwei parallele Durchtnesser, so sind die zu ihnen 
konjugierten in beiden Kurven wiederum parallel, denn diese 
Paare sind in bezug auf die Asymptoten harmonisch (Nr. 168). 
Endlich hangt die numerische Exzentrizitat nur vom Asym- 
ptotenwinkel ab (Nr. 163). Kegelschnitte von gleicher Ex- 
xentrizitat haben gleiche Asymptotenrichtungen, sobald ihre 
Achsen parallel sind. 
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Sind die beiden Kegelschnitte Parabeln, so haben sie 
dieselbe Exzentrizitat, namlich Eins (Nr. 201), und sie werden 
durch die unendlich feme Grerade in je einem Punkt beriihrt, 
der in der Richtung ihrer Durchmesser liegt. Daher teruhnw 
sich alle Pardbeln von parallelen Aclisen im Unendliclien* 

224. Ahnliohe Kegelschnitte in ahnlicher Lage. Wenn 
zwei Mittelpunktskegelschnitte gemeinsame Asymptotenrich- 
tungen haben, so erhalten wir durch Paralleltransformationen 
(Nr. 140) ihre je auf den Mittelpvmkt bezogenen Gleichungen 
in den Formen 



0. 



statt 




. 115, 



Fiihren wir dann statt x\y Polarkoordinaten ? 
r'\' em, so folgt aus Nr. 130 
(22) r 2 :r'* a 88 :6 83 fur #', 

d. h. parallele Halbmesser sind proportional. 

Nun heifien irgend zwei Figuren aknlick wid in film- 
licher Lage oder Iwmofhetisch, wenn die Vektoren OP der 

ersten von einem gewissen 
Punkt aus in einem kon- 
stanten Verhaltnis zu deu 
parallelen Vektoren op der 
zweiten von einem andereu 
Punkt o stehen (Fig. 115). 
Wenn es moglich ist, zwoi 
solche Punkte und o zu finden, so kann man daher 
unendlich viele andere bestimmen. Denn 7 wenn man oineu 
Punkt wahlt und oc parallel zu OC und im konstanton 
Verhaltnis op: OP zieht, so ist in den ahnlichen Droieckou 
OCP und ocp die Gerade cp zu GP parallel und in dern gt- 
gebenen Verhaltnis. Ebenso kann man von jedem anderai 
durch c gezogenen Vektor zeigen, dafi er zu dem durch (I 
gelegten parallelen Vektor in demselben Verhaltnis stehi In 
zwei homothetischen Mittelpunltts'Icegelschnitten bind alle Durch- 
messer des einen proportional den parallels Durchmessern d<& 
anderen. Die Produkte OP* OQ, op>og[ sind den Quadrateii 
paralleler Durchmesser proportional. (Vgl. Nr. 161.) 
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Man pflegt in der Eegel nur den Fall eines reellen Pro- 
portionalitatsfaltfors r :r r in Betracht zu ziehen. Mit dieser 
Beschriinkung, daB parallele Durchmesser zugleich reell sein 
sollen, sind zu einer reellen Ellipse nur wieder reelle Ellipsen 
homothetisch, zu einer Hyperbel innerhalb des Asymptoten- 
winkels 2# nur Hyperbeln in gleichen Asymptotenwinkeln. 
In diesem Sinne konnen ahnlich e und ahnlich gelegene Kegel- 
schnitte als solche definiert werden, die parallele gleichnamige 
Achsen und dieselbe Exzentrizitiit haben (Nr. 223). 

Wenn jedoch a a3 und J 83 in den Gleichungen versehiedene 
Vorzeichen haben, so ist der Proportionalitatsfaktor imaginar. 
Die beiden Gleichungen (21) stellen dann eine reelle und eine 
imagixuire Ellipse oder zwei Hyperbeln in supplementaren Asym- 
ptotenwinkeln dar. Insbesondere fttr 33 + 6 83 sind die 
Hyperbeln konjugiert und die Ellipsen konnten ebenso bezeich- 
aet werdcn (Nr. 102). 

Endtich sind alle Parabeln ahnlich und ahnlich yelegm, 
</<wn Achsen dicsdbc Bichtung halen. Denn die Scheitel- 
gleicbungen ?/-=2jr>rt', y n =*2p f x ! liefern die Vektorenwerte 
; 2p cos & : sin-'O, r 9 = 2jp f cos & f : sin 3 ^', mit ^ ^ r ; also 
[>arallale Vektoreu in dein konstanten Verhaltnis j?:jp f - 

if 225, Almliohkeitsssexxtra. Verbinden wir die Endpunkte 
P und p paralleler und proportionaler Sehnen aus und o, 
HO gehen die Geraden nacb. Nr. 118 durch, einen festen Punkt 
A in Qo, der als Centrum der J.hnlichJceit oder als JJinlich- 
Iwitspunkt bezeichnet wird. Die AhnlichJceitsstrahlen AP, Ap 
Howie AQ, Ao und AC> Ac haben dasselbe konstante Ver- 
haltnis A, wie die parallelen Sehnen OP, op. Wenn wir daher 
in <len Vektoren AP eines Kegelschnittes Ap in konstantem 
Verhiiltms zu AP nehmen, so isfc der Ort von p ein ahnlicher 
und iihnlich gelegener Kegelschnitt Zu cinem gegebenen Kegel- 

MitttiU a u ,r*H h ^s*" 1 un d & em Nullpunld als JLhnlich- 

kritepunkt erhaltcn wir jvdm fihnlichen und Iihnlich gdegmi&n 
Kigdsefmitt (lurch die Substitution von lex \ Icy statt x\y als 
V(a u ^ + 2a lg ay + a^f) + 2Jc(a^ + a n y) + % = 0. 

Da clurch dieselbe Substitution die Gleichung des vom 
Nullpuukt ausgohenden Tangentenpaares (Nr. 147) nicht ge- 
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andert wird, so "beruliren alle dhnliclien und ahnlich gelcgenen 
Kegelsclmitte dasselbe Tangentenpaar aus dem JUmlicKkeitspurikt. 

Wir denken nun die vorhia angestellte Betrachtung fur 
zwei homothetische Mittelpunktskurven wiederholt, indem wir 
0, o mit den Mittelpunkten G 9 c dieser Kurven zusammen- 
fallen lassen. Dann gehen die Verbindungsgeraden der End- 
punkte entgegengesetzt gerichteter Halbmesser durch einen 
Punkt J der Zentrale Cc, der diese in demselben Verhaltnie 
innerlich teilt wie A auBerlich. Zwei ahnliche und ahnlich 
gelegene MittelpunhtskegelschniUe haben daher wvei Ahnlichkcifa- 
pmkte, einen aufieren A und eincn innercn J, die die Ifentralc 
harmonisch im AhnlicWceitsverhaltnis 7c teilen; sie sind reell, 
solange 7c reell ist (Nr. 224). Und: Zwei homothetische Miitcl- 
puriktskegelschnitte Jiaben $wei Paare (jcmeinsamer TangwtMi, 
die sich in den Ahnliclilmtspunlden sclmcidcn. 

Die weitere Analogic zu den Beziehungen zweier Kreise 
ist in den Beispielen erlautert und wird fiir homothetische 
Ellipsen durch Nr. 173 begriindet. In der Tat erhalten wir 
aus zwei Kreisen zwei homothetische Ellipsen, indem wir (lie 
zur Zentrale rechtwinkligen Kreisordinaten um ihre Fufipunlcte 
um einen konstanten Winkel drehen. 

Parabeln mit parallelen Achsen haben nur einm Ahnliclt- 
JwitspmU und nur ein Paar gemeinsamer Tangenten^ numlicli 
im Endlichen, da das zweite in die unendlich feme Gerade 
fallt (Nr. 223). Der Ahnlichkeitspunkt teilt die Verbindungs- 
gerade der Scheitel im Verhaltnis der Hauptparameter, tlenn 
die Entfernungen zwischen Scheiteln und Brennpuukten sind 
parallel und proportional. Der Teilpunkt ist ein iiuBerer oder 
innerer, je nachdem die Parabeln in demselben oder in eat- 
gegengesetztem Sinne gekriimmt sind. 

B. 1) Wenu durch einen Ahnlichkeitspuukt von y.woi Uhn- 
lichen Kegelschnitten in iihnlicher Lage ein Paar Yttktomx gu 
zogen werden, so sind die Verbindungsschnen ihrer Endpuukti 1 
entweder parallel, oder sie schneiden sich in dor Sehno der end- 
lichen Schnittpunkte der Kegelschnitte. 

2) Die sechs Ahnlichkeitspunkte dreier homothetischon Kegel- 
schnitte liegen zu dreien in vier Geraderi (don Ahnlichkoitsaehseu, 
Nr. 
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3) Das Ahnlichkeitsverbaltnis Jc zweier durch ihre all- 
Gleichungen gegebenen hornothetischen Kegelschnitte 

% <= und 
+ - 



ist durch ^t = fc*.4 f bestimmt, wenn A, .A' ihre Diskriminanten sind. 
Dio Koordinaten der Ahulichkeitspunkte ergeben sich daraus, 
daB diese die Zentrale ^ |2/o? x *b\y\ ' im VerhSltnis k teilen. 
226. Konzentrisotie homothetisohe Kegelschnitte. Die 
Kosonderlieit der Bexiehung von KegelscJmitten mit gemeinsamen 
Asymptoten ist dadurch zu charakterisieren, daB sie homothetisch 
und konsentrisch sind. Da dann ihre Achsen zusammenfallen, 
heifieu sie aucli koadtsial. Solclie Kegelschnitte haben die- 
solben, unendlicli fernen Punkte und in ihnen iiberdies dieselben 
Tangenten. AhnlwliG) dhnlich gelegene kon$entrische Kegelschnitte 
txtriihrcn einander in ihren unendlich fernen Punkten, haben 
alHo im Endlichen keine Schnittpunkte, wie dies uns von den 
konzentrischen Kreisen bekannt ist (Nr. 115). 

Din Qlciehungen konMntrisch-liomothet'isctier Kegelschnitte 
aiml nur hi den konstanten Glivdern verschieden. Denn nicht 
imr die Kooffr/aenteii der GUieder zweiten Grades mtissen pro- 
portional sein (Nr. 223) ; sondern auch diejenigen der Glieder 
crsten Grades, weil die Koordinaten des Mittelpunktes auch 
von dieson, nicht aber von a a;i abhiingen (Nr. 139). 

Xwei Parabeln ; deren Gleichungen nur im konstanten Glied 
voneiuander verschieden sind, haben dieselbe Achse und gleiche 
Hauptparameter, da weder jene noch dieser (Nr. 198) von a^ 
abhangt, Koachsiato und ahnlich gelegene Parabeln t/ 2 = 2p%, 
tj* ==3 2jr) (^; # ) /rf ktwgruent und haben miteinander eine 
'Bmihrttwj driUer Ordmmg im Unendlwhen; sie haben keine 
Schnittpunkte im Endlichen. 

B. t) Die FuBpunkte der Normalen konssentrisch-homothe- 
tischer Kogclsclmiito aus einem Punkt oilier Achse liegen auf 
4-inoin Lolu 7,u diesor Achse (Nr. 178 und 205). 

2) W<*nn cine Gerado xwei almliche, Jlhnlich gelegene und kon- 
'/eutrischo Kogelschnitte sclmeidet, so sind die zwischen den Kegel- 
scbmtien enthaltcnon Abschnitte der Geraden gleich. Jede Sehne 
<!HH ftuBoroti Kefjelschnitlos, dio den inneren beriihrt, wird im Be- 
rUhnmgspunkt halbiert 

uuw.1. Goom, d, KogoUobu. 8. Auft. 27 
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Dies wird in derselben Art bewiesen, wie die Siitze von Nr. 174, 
die nur besondere Falle des gegenw&rtigen Satzes sind, denn die 
Asymptoten einer Hyperbel kSnnen als ein zu ihr &hnlicher Kegel- 
schnitt in almlicher Lage betracntet werden, weil die hScbsten 
Glieder in der Gleichung der Asymptoten dioselben sind, wie dio 
in der Gleichung der Kurve. 

3) Wenn eine Tangente in V, einem beliebigen Punkto der 
inneren von zwei konzentrischen, ahnlichen und tihnlich gelegeneu 
Bllipsen, die Sufiere in den Punkten T und T f schneidet, so ist 
jede durch V gezogene Sehne der inneren die Halfte der algobrai- 
scben Summe der parallelen Sennen der auBeren durch T und T*. 

227. Ahnliohe Kegelschnitte. Zwei Figuren sind ahrilich, 
aber nicU in ahnlicher Lage, wenn die proportionalen Vektoren 
einen konstanten Winkel miteinander bilden, anstatt parallel zu 
sein. Wenn wir also die eine der Figuren um diesen Winkel 
gedrebi denken ; so wird aucli die lihnliclie Lage hor^vshfllt. 

Unter welcher Bedingung sind $wei durch ihrc allgcmnnm 
Gl&ichungen gegebene KegelscJmitte aJmlich? 

Wir haben nur die erste Grleichung xu Acliscn zu trans- 
formieren, die mit den gegebenen irgend einea Winkel $ 
bilden, und zu untersuchen, ob dem ^ ein Wert beigelegt 
werden kann, der die neuen Koeffizienten a* n , a f 12? #' 89 den 
alten a u , a 12 , a 22 proportional macht. Sei % Ja r M; u^ka'^, 
a 22 ?i;a f 22 , so sahen wir in Nr. 154, daB bei rechtwinkligen 
Koordinatenachsen die GroBen d> n + a^ f # n % a^* durch 
Transformation der Koordinaten unveraudert bleiben und daB also 
u + <*M - * ('n + ^ f 22 ); OU M - a\* ^ * 8 ( f u a' S8 - <t'\s) 
ist. Durch Elimination von it folgt die geforderte Bedmgung 
(23) (a u a 22 - a 2 12 ) : (a u + a 22 ) 2 - (a>' 22 - a w ) : (a' u + a',,)* 

In scHefwinkligen Koordinaten findet roan in 
Art nach Nr. 154 die Bedingung der Ahnlichkeit 



AusNr.58 geht als die geometrische Bedeutung der gefundenen 
Bedingung hervor ; daB die Winkel der reellen oder imaginSren 
Asymptotenpaare der beiden Kurven gleich sind, I'HxbwoKdtrv 
sind swei Parabeln stets ahnlich, da dann die gef undone Be- 
dingung identisch erffillt ist. 
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Man sieht auch, da8 die Ausdriicke konzentrisch-homo- 
thetisch und koachsial ahnlich gleiehbedeutend sind. 

228. Konfokale Kegelsohnitte. Unter den koachsialen 
Kegelschnitten haben auBer den ahnlichen diejenigen eine 
groBe Zahl merkwtirdiger Beziehungen zueinander, die dieselben 
Brenngunlde haben und daher JconfoJcale (homofoJcale) Kegel- 
schnitte heiBen, Denn eine grofie Zahl der im 5. Kapitel ent- 
wickelten Eigenschaften der Kegelschnitte hangen nur von 
den Brennpunkten und nicht yon den Achsenlangen ab. 

Zwei Mittelpunktskegelschnitte, deren gleiclmamige Achsen 
je in dieselbe Gerade fallen, sind konfokal, wenn sie die gleiche 
Fokaldistanz c haben, d. h. wenn die Differenz ihrer Halbachsen- 
quadrate konstant ist. Bezeichnet & eine willktirliche GroBe, 
so sind die Glcichimgcn aller Jconfolcalen Kegelsclmitte mit den 
Brennpimlden ]/a 2 & 2 1 in der Form entJialt&n 

(25) .'It + S.*-*- 1 - 

Diene Gleichungon stellen reelle Ellipsen dar fur alle 
uogativen und diejenigen positiven Werte von 7c ? die kleiner 
ale 6 s < a s sine!-, bei wachsendem 7c riicken die Scheitel der 
groBen Achse den Brennpunkten immer naher. Fiir Werte von 
k xwischen 6 s und a* sind die Kurven Hyperbeln, deren Haupt- 
achseii init wachsendem k kleiner werden. Endlich liefem 
alle a 8 tibersteigenden positiven Werte von 7c imaginare EUipsen. 
Die Jconfokalen Kegelschnitte sind Ellijpsen, Hyp&rbeln oder ima- 
ffinare Kurwn, je nacMem k < 6 2 , 6 s < 7c < a* oder a 2 < Jc ist. 

Den Werten 7c 6 J bez. k a 2 entspricht die Reduktion 
tier Gleichang auf y* bez, of 0, so daB die Achsen selbst 
ale die (jre&zen erscheinen, die konfokale Kegelschnitte ver- 
schiedener Gattungen trennen. Tndessen werden wir erkennen 
(Nn 230 Aum., Nr. 232), daB die Brennpunktspaare selbst in 
gan'/, bosonderem Sinne diese Grenzen bilden. 

229. Sohnitt fconfokaler Ullipsen und Hyperbeln. Zwei 
bmfokale Jttlipwn lez. JHypcrbefo haben Jceine reeUen Schnitt- 
Denn, nind ihre Gleichungen 



27* 
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so gentlgen die Koordinaten des Schnittpunktes axtch ilirer 
Differenz, die nach Division durch lc< /V die Gleichung lieferfc 

/97\ ?L _ j ?/".. ..... 

\* / ?/ 8 fa f/ 7- '\ ~ th* M /7 / '\ w * 



(a 2 - 7c) (a 8 - /?) ^ (& J - /;) (b* ~ /?) 

Diese stellt aber stets ein wnaginares Geradenpaar (Durchmesser- 
paar) dar, sobald 7c und Jc f einer und derselben der TJngleich- 
heiten von Nr. 228 gentigen, also die beiden Faktoren der 
Glieder je gleiche Zeichen haben, 



Dagegen laaben ? falls J < i 




Mg. 116. 



6 2 < fc ; < a 2 ist, die beiden 
Glieder entgegengeset'/te 
Zeichen. Eine Ellipse und 
eine Hyperbd des Itonfoltaleu 
Systems schneiden sich in vicr 
rcellen Pnnkten (Fig. 110), 
Diese bilden ein beBiiglich 
der Achsen symmetrisohes 
Reeliteck. 

Zwci konfokafa Keyel- 
schnitte schneiden sicli Ms 
denn in jedeni 



Schnittpunkt x f | y 1 zweier konfokalen Kegelschnitte sind deren 
Tangenten ausgedrtickt durch 

(^ ^LTZ- + ^s~Z" " ^ / -"/,' + /.a . 



und die Bedingung ihrer Orthogonalitiit (Gl. (20) auf ti. U7) ist 
identiscb. mit dem Ergebnis der Substitution von x f \y* in die 
Gleichung des Geradenpaares (27). DaB sioh eine reelle Ellipse 
und eineHyperbel mitgemeinsamenBrennpunktenrechtwinklig 
schneiden, folgt auch sclion daraus, da6 ihre Tangenten in jedein 
Schnitfcpunkt P die aufiere und die innere Halbierungslinie dc*H 
Winkels der Brennstrahlen von P sind (Nr* 187). Die Hauptackw 
der Ellipse bez. Hyperbel ist dann gleich der Summe be/- 
Dijfferenz dieser Brennstrahlen.*) 

*) Man erkennt, daB die Methode von Nr. 105 ebcnfalle I*aan 
konfokaler Kurven liefert. Man zeigt leicht, dafi die Ellipse und clit* 
Hyperbel jener Konstruktion die Winkel der QrundkroiHO halbiwen. 
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Hieran schliefien sick weitere tfbertragungen der Brenn- 
punktseigenschaften auf Beziehungen zwischen konfokalen 
Kegelsclmitten. Die TangenU und die Normale in einem Punkte P 
vines Kegdsehnittes slnd fur alle Tangentenpaare aus P an 
konfokale Kegelschnitte die Winkelhalbierenden, oder diese bilden 
eine symmetrische Involution (Mr. 95). Denn nach Pig. 98 
von Nr. 188 haben die Tangenten PB, PB' und die Brenn- 
strahlen P f, PF* dieaelben Winkelhalbierenden, und zwar 
sind dies, wenn wir uns einen Kegelschnitt durch P denken, 
der F, F* zu Brennpunkten hat ; nach Nr. 187 dessen Tangente 
und Normale. 

B. I) Dei* Ort des Poles einer festexx Geraden in bezug auf 
Iconfokalo Kogelscliuitto ist eine KU ihr senkrechte Gerade. 

Der Pol einer Geraden n-x 4- uy + 1 = in bezug auf 

JC* V* 

* "H } * <=a 1 wird aus den Gleichungen x = (Pu, y = V"o 

(Nr. 107) gofunden; sind die Brennpunkte des Kegelschnittes ge- 
gebeu ? so ist M a lP*=* c a bestimmt und der Ort des Poles hat 
(labor <Uo Glcicliung ax + uy == c*uv. 

2) Dio Tangenten eines Kegelscbnittes in den Punkten, in 
ttouoii ihu die Tangonte t eines konfokalen Kegelschnittes scbneidet, 
troilen sicli in der s&u dieser Tangente gehorigen Normale. 

Denn dioao ist der Ort der Pole in 1), well der Scbnitt- 
punki, tier gsgebenen. Qeradon t mit diescm Ort der Beriihrungspunkt 
dorsolbtjn mit ninom Kegolschnitte ist. 

H) Dor Ort der Beriihrungspunkte der aus oiuem festen Punkt 
<ier llaupt- oder Nebonachse an konfokale Ellipsen gezogenen Tan- 
ist je em Kreis. 

4) Der Sate Nr. 194,14 gilt auch nocb, wenn statt OF, 
OF 1 die Tangonten OH, OJS' an einen konfokalen Kegelschnitt ge- 
nominen werden. Hieraus folgt: 

Dio tnnen konfokalen Kegelschnitt bertihrenden Sehnen eines 
Kegolschnittes sind don Quadraten der parallelen Durcbmesser des 
lettttgcmannttm proportional. 

6) Die jL'ange einer Ellipsensehne, die eine konfokale 
Ellipse von don Halbachsenquadraten a 2 7c 2 , & 2 fc 2 beriihrt, ist 

* 2*fr f8 :&. 7H J 

Dift Bedingung, unter der die Sehne zwischen den Punkten 
von den xx<mtristshen Anomalien a, jS den konfokalen Kegelschnitt 

ist 

Ifl ( >~ i) cos* | ( + ft + a* (1>* - &} sin 2 J ( + |J) 
a*l>* cos 1 1 ( - ft, 
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und man hat (Nr. 169, 3) 
a 2 & 2 sin s |(*~|3)7s 2 {& 2 cos^^^ 

Die Lange der Sehne 1st 26' sin j- (a |J) 2fc6 fs : a 6. 

,MM J5BZ/fe dieses Satees Wnnen vcrscMedene auf FokateekHen 
lezttgliclie Stitee aufSehnen ausycdehnt warden, die JconfoJcak Kegel- 
schnitte lertiffiren. 

Er fahrt aucb. zu einem unmittelbaren Beweis dos Satzes 
im B. 14 yon Nr. 194, da sich OR. OB 1 und OS. OS 1 wie die 
Quadrate der parallelen D urchin esser verualten (Nr. 151) und tier 
bewiesen 1st, dafi auch OR OB f und OS 08* in diesem Vov- 
haltnis stehen. 

230. EUiptisclie Koordinaten. Dwreh jeden reellen Oder 
imaginaren Pwikt P(o;'|2/ f ) der Ebene gehen $wei Kegekchnitte 
von gegebenen BrenwpunHen, die sich recJitwinJcUg schneiflert. 
Denn die Gleicliung 



liefert bei Einsetzung von #' | y f zar Bestimmung von A* eine 
quadratische Gleichung 

(30) - A(a 2 + V - #' 2 - ?/'*) + a 8 & 2 - 6' f - a*y'* - 0. 
Durcb. jeden reellen Punkt P gehen also (Nr. 229) eine Eliipac* 
und eine Hyperbel von gegebenen Brennpunktexx F, F 1 . Man 
bestatigt dies direkt durcb, den Nacliweis, dafi im Palle 6 a < <r* 
zwisolieii oo und 6 2 , zwisclieni 6 s und a 2 stets je eine reelle 
Wurzel jener GHeichung liegt.*) Diesen beiden Wurzeln k* und 
k" entsprechend seien 

(31) a f -t f -a ft , ft^^-ft"; a f -ft"-a r 6 8 -* w --//" s 
die Halbachsenquadrate der Ellipse bez. der Hyperbel. 

Diese Theorie kann eine neue Art von Koordinaten ernes 
Punktes P definieren ; die manchmal brauchbar iai Man nmnt 
die Wurzeln 7c f , Jc" der Gkicfmng (30) die dUptisctten Koonti- 
naten des Punktes a/\yf. In der Tat ist auoti P eindeutig 

*) Fur Punkte x'\Q zerf allt die Gleichung in (t - & *) (As - a+ *' *) ^ 
die Wurzel fc^ft 8 liefert j/*0, 7va 2 a'* don Kogelacbnitt, der 
#'|0 zum Scheitel hat. Ist dagegen insbesondero C /f ^a* f* t so daJ3 
auch die zweite Wurzel k = b* wird, BO ist klar, daC die 
c|0 in einem gewissen Siun dem Wert k**b* entsprechon, 
-f-ct in ? 2 =0 dem Wert fc=a 8 . 
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durch zwei konfokale Kegelschnitte bestimmt, wenn man sich 
auf Punkte eines bestimmten Quadranten beschrankt. Man 
ersetzt dann & r , k" zweckmaBig durch die Angabe der halben 
Hauptachsen a', a n dieser Kurven und driickt durch sie x ! \ y { 
und die Langen aller von P abhangigen Linien aus, Nach 
Nr. 185 sind z. B.die Brennstrahlen des Punktes #, W FP=*a r a", 
FPa'+a". 

Da n'aralich nach Gleiehung (30): 

(32) 7c' + 7c''-aH& 2 -a'*'~?/' 2 , *'*<*'& -6V* -ay* 
ist, so konnen wir die Summen und Produkte bilden 



also quadratische Gleichungen mit den Wurzelpaaren a fa , a" 2 
und 6 f2 y ?> ff2 aufstellen. Die Betrachtung der Vorzeichen 
lehrt, dafi a 1 *, a m ] if)' 3 , 6 r;s positive Zahlen und also die Kurven 
von verschiedener Gattuug sind. Aus den elliptischen Koordi- 
natcn /*', 7c" ernes Punktes folgen seine rcclitwinTdigen durch 



Aus den obigen Summen oder durch Addition dieser 
AusdrCicke folgen aber 



ats dag Quadrat des der Ellipse und der Hyperbel gemein- 
wamen Halbmessers OP. Dagegen ist das Quadrat des zu 
///* konjugierten Halbmessers /? der Ellipse (vgl. NT. 170): 
(35J $* - a fa + ?> r2 - (a f2 - & ffii ) - b r2 + l m oder a f2 - a" s ; 

w&hrend ffir die Hyperbel der Wert mit dem entgegengesetz- 
ten Vorzeichen ssu nehmen ist. 

B, 1) Noigungswmkel i/; xwischen den Tangenten PT, P^ 
auH ftinem Punkt P an eino Ellipse und der Tangente in P an 
die konfokale Ellipse. 

Nach Nr. 229 ist - ^ - 90 - | <p 90 - j- TPtf, also 
ist der Winkol des Tangentenpaares zu bestiramen (Nr. 167, s). 
Sind a', a ff die halben Hauptachsen der konfokalen Kurven durch 
,/>, so ist 

*'&"* (' 2 - a 8 ) ('- a 8 ) 
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und "< a < a* fur ein reelles Tangentenpaar. Also nach Nr. 167, tt 



Zur Bestimtnung von tg 4- 9) beachte man, da6 wexux tg <p von 

2/liL 
dor Form ^rir~s ^t, sich fiir tg J- <p sofovt ft : A ergibt. Jm vor- 

Hegenden Falle ist A 2 * a f2 a 2 , ft 2 =* a 2 w," J , daher winl 



-i/a^-^a* , i/a^a //2 

somit sin if; = J/ jprr^'M ' cos ^ - J/ a , S- a ^ - 

Man hat auch 

a f2 cos 2 1/; + a" 2 sin 2 ij; = a 2 . 



2) Werden die Fokalabstande Pj; PJP f anf den Tangenten 
, Pi von P aus abgetragen, so ist die Entfernmig zwischen 

den Endpunkten gleich der grofien Achse, 

Denn die Fokalabstande sind a f + a", n r a n und in dtmi 
Dreieck mit der dritten Seite 2 a erhalt man trigonomeiriaoh fttr 
tg -|- <p genau den angegebenen Wert. 

3) Werden von P aus Tangenten an awoi f<^ste konfokalo 
Ellipsen gezogen, so ist das Sinus verhiiltnis der NoigungswinkeJ 
ip l7 ij> a derselben gegen die Tangente der durch P gehenden Icon- 
fokalen Ellipse konstant, wenn P diese Ellipse durchlauft. 

Denn sind a 1} a a die Halbachsen der inneren Ellipsen, so ist 




von a f/ unabhangig, also fiir Punkte der Ellipse a* konstant. 

4) Die Abstande d f bez. <? f ' der Ellipsen- ben. Hyperboi- 
tangente in P vom Mittelpunkt sind durch dio Gleichungon 



denn sie folgen aus den zu CP konjngieiion Halbniessorn ah 
HTr. 170, 2 und nach Gl. (35), S. 423. 

5) Nimmt man die im Schnittpunkt P zweier konfofcalcn 
Kegelschnitte 7c f und Jo" gezogenen Tangenten als Achsen, so gibt 
es zwei konfokale Kegelschnitte, die diese Tangenton 7,u A<;ha<*n 
haben und die Achsen von k' und k" in beruhren. Die Halb- 
achsenpaare dieser neuen Kegelschnitte sind a', a" und fr r ; //', 

Dieser Satz ist nur der Ausdruck der Analogie zwischon 
den Werten fur d f \ d n * in 4) und denen des Textes fiir ^ I!S , /'% 
wahrend c? f , d" wirklich dio auf die Tangeuton als Achwn U- 
zogenen Koordinaten von G sind. 
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6) In 2wei Ebenen e und # ', deren Figuren durch die Kollineation 
t <; s=s bb':x f , y b*y*i&* verbunden sind, entsprechen den kon- 
fokalen Kegelsehnitten mit den Brennpunkten F^ JF 2 in der Ebene e 
die konfokalon Kegelschnitte mit den Brennpunkten F\, F'% in der 
Ebona < f t ntalich den Ellipsen der einen konfokalen Schar die 
ttyperbeln der anderen. In der Tat geht die Gleichung des 
Kegelschnittes der ersten Schar mit der Halbachse I 



(lurch die Substitution 



ttbev in 



W 



a. h, mit 



a 



l)i elliptiscshon Koordinaten entsprechender Punkte der kollinearen 
Ebenen haboii konstantes Produkt. Durch diese konfokalen Kegel- 
Hcbnitttt warden die kollinearen Ebenen in entsprechende krumm- 
iinige Hochtacko gotoilt. 7u ) 

7) Die nuiuerischcn Exzontrizitiiten der entsprechenden 
schnitte dor boidcn konfokalen Systeine 
sind roziprok odor dio Asymptoten der 
llypc'rbttl bilden miteinander donselben 
Winkol wi dio von oinom Bronupunkt 
nach lon Endpunkten der kleinen Achse 
dor Ellipse gojsogenen Strahlon. 

281. Koxifofcale Parabeln. Da 
Purabehi nit* Ellipsea oder Hypcrbeln 
initoinem unondlioh leruenBrennpunkt 
aufg^fiiBfc wenleu konnen (Nr. iJ06) ? 
so Bind kon/bkatt' Parabeln seiche, die 
tlfittwM&M HrenHpniikt und dieselbe Adisc 
kabrn (BHg, 117). Die allgememen 
Hiit7,(* fiber kotiibkata Mittelpunkts- 
kegt'hchuitto flbertrageu sich mit entsprechender Anderung 
auf konfokale Parabeln. 

Oleiohung fHr deu Brennpuakt als Nullpunkt lautet 
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mit willktirlieliein Hauptparameter p. Die Parabeln offhen sich, 
je nacbdem p positiv oder negativ ist, in der positiven oder 
negativen Richtung der #-Achse. Durch jeden Punkt der Ebene 
geJien zwei Parabeln von gegebenem Srennpunkt und gegebener 
Achse, die sich rechtwinklig schneiden. Denn durch Einsetzung 
von % ] \ y' in (36) entsteht eine quadratische Gleichung mit den 
Wurzeln p lt j? 2 , deren Summe und Produkt die Werte haben 

PI + $2 - 2^1 PA - y'*- 

Die zweite Bedingung zeigt ; daB die Tangenten der zu p t 
und j? 2 gehSrigen Parabeln rechtwinklig sind. In konfokalen 
Parabeln mit reellen Schnittpunkten sind die Brennstrahlen 
der Scheitel \^ und \fa entgegengesetzt gerichtet. 

B. Die aus P an konfokale Parabeln gezogenen Tangenten- 
paare haben dieselben Winkelhalbierenden wie der Brennstrabl 
und die Achsenparallele von P. 

Man prufe die Gtiltigkeit der Satze Nr, 230, 3, 5 fOr Parabeln. 
Welche Bedeutung erhalt B. 6? 

232. Konfokale Ktirven swelter Klasse. Neben der vor- 
stehenden ist die Bebandlung in Linienkoordinaten angezeigt. 
Nacb. Nr. 167 ? S. 330 ist die Tangentialgleicfmng Itonfokaler Zentral- 
Icegelschnitte 

(a 3 - 7c) rf + (& 2 - *) v* - 1 oder 

(37) aV + 6V - 1 Jc (w 2 + v 2 ), 

und man erbalt leicbtt wie in Nr. 196 die dw konfokalen 
Parabeln aus (p + x f ) u *** 1, y'u = pv in der Gestalt 

(38) jp(tt*+^)-2u-0. 

Da die Gleichungen (37) und (38) die GroBe k bez. p nur 
linear enthalten, so beriibrt unter den konfokalen Kegelsclmitten 
nur je einer eine gegebene Gerade u v. Dureh die Hrennpunktc 
und eine Tangente ist dalier ein Kegelschnitt eindeutig lestimwt, 
nicht aber durch die Brennpunkte und einen Punkt, (Vgl. 
Nr. 230 Anm.) 

Die Diskussion der Gleicbungen ftir die Werte der Kon- 
stanten liefert eine bemerkenswerte neue Anschauung der 
Grenzfalle k = 6 2 ; k a 2 , p = 0. Dieselben liefern namlich 

(39) cW - 1 - 0, c*v* +1-0; t/ 0, 
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d. tu zerfallende Gleiclmngen von PunU&paaren. Das erste bez. 
zweite Punktepaar wird von den reellen bez. imaginaren Brenn- 
punkten gebildet; endlicii steht u = fiir - u*+ u = (Nr. 16), 
oder sowohl fiir u als 1 : M *= 0; dies sind die Gleichungen 
der Punkte oo und 1 0, der Brennpunkte der Parabel. Das 
heiBt: alle Strahlen durch den einen oder den anderen Brenn- 
punkt eines Paares sind Tangenten einer konfokalen Kurve 
zweiter Klasse. Somit gelten die Paare der Srennpunkte selbst 
ate 6rren#formen, das reelle als die zwisclien konfokalen Ellipsen 
tind Hyperbeln, positiy oder negativ gerickfceten konfokalen 
Parabeln, das imaginare als die zwischen Hyperbeln und ima- 
^iniireu Kegelschnitten. Dabei werden aber die Kegelschnitte 
ausdrilcklicli nur als Kurven. gweiter Slasse betrachtet, wahrend 
in Nr. 228 die Achsen selbst als entartete Kurven zweiter 
Ordnung auftraten. 

Den beiden asu 7c f und k n oder zu p l und ^ gehorigen 
Kurvengleicliujigen geniigen nur solche Wertepaare von u \ v 
gleichzeitig, die auch die Difterenz dieser Gleichungen befriedi- 
gen ; niimlich u*+ v 8 =0. Diese Gleichung stellt aber das Paar 
<ler imaginaren Kreispunkte dar (Nr. 61 und 196). Alle kon- 
fokolen JSwven $weitw JKlasse beruhren daJwr vier feste Tangenten 
tlw afosotuten Ilichtmycn. Wirklich ist dies nach Nr. 181 
die Definition der gemeinsamen Brennpunkte. 



Dreizehntes Kapitel. 
Die Metliode des Unendliclikleinen, 

233. Die Differential- und Integralrechnung erlaubt auf 
sehr einfache Weise, die Tangenten der Kurven, die GroBe 
ihrer Flachen und die Lange ihrer Bogen zu bestimmen, Oh- 
gleich wir von der Symbolik und den Grundbegriffen der 
Differentialrechnung in diesem Werke weiterhin mehrfachen 
Gebrauch machen werden, wollen wir docli einige der an- 
gedeuteten Fragen, insofern sie sich eben nur auf Kegelschnitte 
beziehen, hier ohne direkte Vermittelung der genannten Metho- 
den der Untersuchung behandeln, urn eine Idee von der Art zu 
geben, wie solche Fragen vor der Entdeckung der Ditlerential- 
und Integralrechnung beliandelt wurden. 

Wir geben damit zugleich ihren analytisclien BegriUeu 
die geornetrische Grundlage. Und die geometrische Methode, 
die wir erliiutern, hat in bezug auf manohe Fragen vor der 
Analysis den Vorzug der Einfacliheit und Kxirze; sie ftihrte 
nocli in neuester Zeit zu einzelnen schonen Ergebnisaen (vgl. 
Nr. 247), die durch Anwendung der Integralrechnung auf die 
Rektil&kation der Kegelsclinitte nicht gefunden worden waren. 

Wenn ein gleichseitiges Vieleck einer Kurve eingeschriohou 
ist, so nahert sich augenscheinlich der Inhalt und Umfimg des 
Vielecks um so mehr der Gleichheit mit dem Inhalt und II mfang 
der Kurve, je grofier die Zahl der Seiten des Vielecks und je 
kleiner daher jede einzelne Seite desselben wird; gleich/eitig 
nahert sich jede Seite des Vielecks mehr und inehr dcm Xu- 
sammenfallen mit der Tangente der Kurve in dem Punkte, in 
dem zwei benachbarte Sebnen zusaramenstoBan. Ist die Zahl 
der Seiten unendlich grofi und die Lange jeder eiir/elnen Seito 
imendlich klein geworden, so fallt das Vieleck mit der Kurve 
zusammen, und die Tangente derselbeu in jedem ihrer Punkte 
wird mit der Verbindungsgeraden zweier unendlich betmch- 
barten Punkte in ihr identisch. 
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Ebenso nahert sich Inhalt und Umfang eines umgeschrie- 
benen Vielecks clein Inhalt und Umfang der Kurve um so 
mehr, je grofier die Zahl seiner Seiten und je kleiner jede 
einzelne Seite wird; gleichzeitig nahert sich der Schnittpunkt 
xweier benachbarter Seiten mehr und mehr dem Beriihrungs- 
puukt einer jeden derselben. Zur Untersuchung des Inhalts 
und Umfangs einer Kurve kann man daher diese durch ein 
eingeschriebenes oder umgeschriebenes Vieleck ersetzen, dessen 
Seitenzahl unendlich groB und dessen Seiten unendlich klein 
smd, und jede Tangente der Kurve kann man als die Ver- 
bindungsgerade zweier unendlich nahen Punkte der Kurve, 
jedeii Punld der Kurve als den Schnittpunkt zweier unendlich 
nahen Tangenteu betrachten. 

284. Beisp. 1. Die llicht'mg der Tanyente in einem Punkt 
//r'^ Kraiscs *n bcsthnmen. 

Wir denken uns ein eingeschrie- 
benes regeliniiBiges Vieleck. Auf jedes 
<ler gleichseitigen Dreiecke, in die es 
(lurch die nach seinen Ecken gehenden - 
Kadien y,erlegt wird, KiBt sich dann 
die Uomorkunganwonden, daB derBasin- 
winkei O.BA um die Flalfte des Wiu- 
kels an der Spil'/e kleiner ist als eiii 
racbter Winkel (Pig. 118). Wenn alsdann die Zahl der Seiten 
<le Vielecks a!0 unendlich groB gedacht wird, so dafi jede 
tufl'/<elne unendlich klein sein mufi, so wird der Winkel an 
dor Spitsse jedes dieser Dreiecke kleiner als jeder angebbare 
Winkel: die Tnngmte des Kr rises Irildet daficr mit dem Eadius 
dw RcYuhrimgspHnktes einw, rechten Winkel Es bietet sich 
hiiufig die Golegeuheit ur Anwendung eines Prinzips dar, das 
hierin mit tmthalten ist, namlich, daft die gleicldangen Schenltel 
rhws nnendlick Ideimn W-inkds r:n der Verbindungsyeraden ihrer 
JKntlpunkte nMwinkluj sind. 

Beinp. a. Die Umfiinge swtiw Kreise stchen in demselben 
Vwhatttols wir ihre Jtadion. 

Werden in beide Kreise regelmafiige Vielecke von gleicher 
Awxabl der Seiten eiageschrieben, so ergibt sich aus der Aim- 
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lichkeit der Dreiecke des einen mit denen des anderen, daB 
ihre Grundlinien ab und AS in dem Verhaltnis der Radien 
beider Kreise stehen, und hieraus folgt, daB auch die Umfange 
beider Vielecke als die Summen soldier Seiten, und wenn 
die Seitenzahl unendlich grofi gedacht wird, die Kreisperi- 
pherien in demselben Verhaltnis stehen. 

Beisp. 3. Der InJialt eines Kreises ist dem ProduJct aux 
dem HaTbmesser in den halben Umfang gleich* 

Denn der Inhalt jedes der Dreiecke OAB ist das Pro- 
dukt aus der Halfte seiner Grundlinie in das vom Mittelpunkt 
auf dieselbe gefallte Lot; somit ist der Inhalt jedes der be- 
tracliteten regelmaBigen Vielecke gleich dem mit der senk- 
rechten Entfernung einer Seite desselben multiplizierten halben 
Umfang. Mit der Vermehrung ihrer Zahl nahcrt sich ohne 
Ende der Umfang des Vielecks der Peripherie des Kreises und 
jene senkrechte Entfernung einer Seite dem Halbmesser des 
Kreises, so dafi die Different beider kleiner als jede angeb- 
bare Grrofle gemacht werden kann. Daher ist der ausgesprochene 
Satz richtig. Da der Kreisumfang gleich 2itQ ist, wird der 
Inhalt eines Kreises durch Q*M ausgedriickt, 

235. Beisp. 1. Die Jiiclitung der Tanc/ente in einem Pitnkt 

der Ellipse m bestimmen. 

Man bezeichne durch P 
und P 1 zwei unendlich nalie 
Punkte der Kurve (Fig. Hi)), 
so daB man hat FP + P1?'^ 
IP' + P'F'. Nimmt man nun 




so ist P'R^PIt'. Die beiden Dreiecke PUP 1 und 
haben die gemeinschaftliche Basis PP f , die gleichen Katheteu 
P'R und PR f und nach dem Prinzip von NT. 234 die rechten 
Winkel PRP 1 und PR'P'; infolgedessen ist #PP',; 
<^[ P f PR r . TInter der Voraussetzung, die wir gemacht haben, 
daB die Punkte P und P' unendlich nahe sind, ist ; T1>F~* 
^ PP'Fj weil ihre Differenz unter jeden angebburen Winkel 
herabgebracht werden kann; demnach hat man ^.TPF^ 
<^C T'PF f : die Brennstrahlen des Beriihrungspunktes biMt*n 
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gleiche Winkel mit der Tangente nnd bestimmen sie dadurch 
(Nr. 187). 

Beisp, 2. Man soil die liichtimg der Tangente in einem 
Punkt der Hyp&rbd 'bestimmen. 

Bei der niimlichen Konstruktion wie vorher ist (Fig. 120): 
F'P'-F'P-'FP'-FP, 
oder P'R^P'E 1 . 

Daher folgt PP'li =*$:PP'R', 
oder; die Tangente ist die innere 
Halbierungslinie des Winkels der 
Brennstrahlon von P'. ing. 120. 

Beisp. 3. In dorselben Art bestimmen wir die Eiehtung 
der Tangmte in einem Punld der Parabel; denn wir haben 
(Kg. 121) 

FP = PN und 
alno P' K - P'8 oder # N'P'P = ^ FP' P. 

Die Tangente halbiert den Winkel FPN, den 
der Brennstrahl cles Berlihrungspunktes mit 
dem dureh ihn gexogenen Durchmesser der 
Parabel bildet. - 





B(M*sj). 1. Man soil dm Inhalt des parabolischen Sek- 
tora VF I* V bestimmen. 

Aus PB - Pit und P# FP folgt, daB die Flaclie des 
Dreiecks FPli die Halfte des ParaUelogramms PSN'N ist. 
Wetm wir cine Auzahl von Punkten P f , P n usw. zwischen 
V und P nelimen, so wird die Summe aller der entsprechen- 
tien Parallelogramme PSN'N usw. der Gleichheit mit dem 
Inhalt der Fliiche DVPND um so mehr genatert, je naher die 
t*iny<6inen Punkte P einander sind; ebenso die Summe aller 
DroJecke FPH der Gleichheit mit dem Inhalt der Flache des 
Sektora V FP V. Demnach ist der Inhalt des Sektors VFP V 
die Hiilfto von D VPND und somit ein Drittel des Vierecks 
DFPND. 

Beisp, 2, Man testimme dm Inhalt des durch eine le~ 
Gcmde ntyesehnittcnen Segments einvr Parabel, 
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. 122. 



Man zieht den Durchmesser der Parabel, der diese Ge- 
rade halbiert; dann ist in Figur 122 das Parallelogram m PER' 
dem Parallelogramtn PMM 1 flachengleich, wie aus ihrer Be- 
ziehung zu dem Parallelogramm TM'P'Jl 1 und seiner Dia- 
_, gonale TP 1 hervorgeht. Die Seite 
TM ist aber durch die Kurve in V 1 
halbiert (Nr. 202), und das Parallelo- 
gramm PNN f ist demnacli die Halfte 
von PRIt*. Wenn wir daher eine 
Anzahl yon Punkten P, P 1 , P", usw. 
in der Kurve wiihlen, so ist die Snmme 
der Flachen aller Parallelogramme wie PM Jtf' doppelt so groB, 
wie die Summe aller Parallelogramme wie PNN', domnach 
zuletzt der Inhalt der Flache V'MPV das Doppelte von dem 
Inhalt der Flache VPNV. Der Inhalt des paraboliachen 
Segments V'MPV steht also zu dem Inhalt des Parallelo- 
gramms V'MPN in dem Verhaltnis von 2:3. 

237. Beisp. 1. Der Inhalt einer Ellipse ist dem cbwn 
Kreises gleicti, dessen Halbmesser das geometriscJic Mittd der 
Halbaclisen der Ellipse ist. 

Teilt man namlich die Ellipse und den iiber ihrer grolieii 
Achse als Darchmesser beschriebenen Kreis durch Parallelen 
zur kleinen Achse in schmale Flachenstreifen, so steht wegon 

d = m f ?/:wi'(/ f = b:a (Fig. 128) das 
Viereck mm'b'b zu dem Viereck 
mm'd'd auch in dem Verlmltnin hit*, 
demnach die Summe aller Vierckr 
der einen Reihe, d, h. das der Ellipse 
eingeschriebene Vieleck (JAl> n bb/t 
zu dem entsprechendeu dem Knis 
eingeschriebenen Vieleck (JAd^d'dl) 
Fig - 123 - in dem namlichen Verhaltnis. Diese 

Proportionalitat besteht fiir jede Anzahl der Seiten, die mm 
den beiden Vielecken geben kann; lassen wir demnach diese 
Anzahl unbegrenzt wachsen und gleichzeitig die Ltingen der 
einzelnen Seiten unbegrenzt abnehmen, so erkennen wir, daB 
der Inhalt der Ellipse zu dem des Kreisen in dem Verhaltnin 
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ir.u stehi Also wird der Inhalt der Ellipse durch den Aus- 
druck alit bestimmt 

Man beweist ebenso, daB die Flachen zweierFiguren, deren 
eutsprechende Ordinaten zueinander in einem bestimmten Ver- 
haltnis stehen, immer das namliche Verhaltnis haben. 

Beisp. 2. Der Durchmesser eines Kegelschnittes halbiert ihn. 

Die Richtigkeit des Satzes erhellt sofort aus der Be- 
Irachtung der Trapeze, in die die Flache der Kurve durch 
die dem Durchmesser entsprechenden Ordinaten zerlegt wird. 
Weil der Durchmesser alle ihm entsprechenden Ordinaten hal- 
biert, so halbiert er auch diese Trapeze und demnach die Kurve, 
\veil die Kliiche derselben der Summe dieser Trapeze gleich 
iwt ? sobalcl man die Ordinaten als uiiendlich nahe voraussetzt. 

Beisp. 3. Die Fliictien ahnlichcr Figuren vcrhalten sich 
ivw die Quadmtv der Langen, $weier homologcr Sehnen derselben. 
Denn jo zwei Dreiecke, die in zwei homologen festen Punk- 
ten 0, o je eino Ecke und homologe Sehnen PQ, pq zu Gegen- 
seiten haben, sind ahnlich und verhalten sich wie OP 2 :ojp 2 - 
Dies gilt unabhangig davon, wie sehr sich die Sehnen PQ, 
pq den' Taugenten nahern. Die unbegrenzte Zerlegung in 
homologe Sektoreu von und o aus ergibt also stets auch 
fflr ihre Summe jenes konstaute Verhaltnis. 

238. Beiap. 1. Der Inhalt des SeUors einer Hyperbel, der 
durch die Verbindungsgerade #weier ihrer PunUe mit dem Mittd- 
pttrikt begr&wt wird, ist dem Inhalt des 
Scyments gUich, das durch Paralleled 
JSM <kn Asymptotes von denselben Purilc- 
ten aw* besthnmt wird. // p i^ g . 124. 

Denn wagen der Gleichheit der 
Ureiecko PKV und QLG (Nr. 164) 
iBt auch die Flache PQC gleich der ^4^^^^4- 

M r AT T 

|i.2. Zwei lelielige Segments PQLK und ESNM 
sind glvich, imm PK:QL~*RM:SN i$L Denn PK-.QL 
** (JL: OK, und nadb Nr. 174 ist OL - MI 1 , OX - NT-, also 
KM:SN MT':NT f somit QR parallel zu PS. Nun sind 
die Boktoren PCQ und R(JS einander gleich, weil der PS und 

Halflion-l-'iedlor: anal. Goora. d. Kcgolaolm. 8. Aufl. 28 
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QR halbierende Durchmesser sowohl den hyperbolischen In- 
halt PQRS, als auch die Dreiecke PCS und QCR halbiert. 

Setzen wir voraus, daB die Punkte Q und R zusammen- 
fallen, so sehen wir, daB jeder Inhalt PKNS halbiert worden 
kann, indem man die Ordinate QL zeichnet, die das geonie- 
trische Mittel zwischen den Ordinaten seiner Endpunkte ist. 

Und wenn Ordinaten bestimmt werden, deren Liingen eizie 
stetige geometrische Proportion bilden, so ist der von y.wei 
benachbarten unter ihnen begrenzte Inhalt konstant. 

239. Sind swei Kegelschnitte ahnlick, ahnlick gelcgen mid 
honzentrischj so schneidet jede Tangente des inneren von dew 
aufteren ein Segment von honstanter Flache db. 

In Nr. 226,2 wurde bewiesen, daB eine solche Tangente im 

v v / / Beriihrungspuukt halbiert ist. Wenn 

\^ \ / *$/ w ^ r demnach irgend zwei Tangenteu 

\^^^^IjS/ dieser Art betrachten, so ist < -,1(^-1' 

Nw tr ^/ = <V- 7?<D7?' /"fPirr I9f^ ^ yiiil.n*. tv*- 



BQB 1 (Fig. 125); je ntiher wir 
p unkt Q bei dem Punkt P e- 
legen voraussetzen, desto naher kommen die Seiten AQ, A 1 Q 
der Gleichheit mit den Seiten SQ } B'Q; daher werden di(j 
Dreiecke AQA 1 und BQB f inhaltsgleich ; wenn wir die bei- 
den Tangenten als unendlich nahe betrachten, Dann hi die 
Flache AVB der Flache A f 7JB f gleich; weil aber diese FUlche 
beim tFbergang von einer Tangente znr i)iichstbenach)>artfMi 
unverandert bleibt, so bleibt sie es fur jede beliebigo Luge 
der begrenzenden Tangente. 

Man kann in derselben Art den unigekehrten fcjatss be- 
weisen, daB die Tangente einer Kurve im Berilhrungspaukt 
halbiert werden muB, wenn sie in jeder ihrer r^agen in 
konstante Flache von einer anderen Kurve abschneidet; auch 
gilt es allgemein fur jede Kurve, daB der abgesehnitUmtt 
Flacheninhalt konstant ist, wenn die Tangente der hmereii 
Kurve in jeder ihrer Lagen im Bertihrungspuiikt halbiert winl. 

Hiernach laBt sich die Aufgabe losen: Man soil dnrch 
einen gegebcnen Punkt im Inneren eines Kegdschnittes cine (hmde 
so ziehen, dafl sie von ihm das Jddnste FUiclwnstikk t&schnehlet. 
Ware verlangfc, daB die gesuchte Qerade einen gcgcbcnen In- 
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halt absclmeide, so hiitte man durch den Punkt zu einem be- 
Btimmten ahnlichen, ahnlich gelegenen, konzentrischen Kegel- 
sclmitt eine Tangente zu ziehen; mit deni abzuschneidenden 
Inhalt miifite die Entfernung zwischen beiden Kegelschnitten 
wachseii. Wenn dieser zweite innere Kegelschnitt durch. den 
gegebenen Punkt selbst geht, wird der abgesehnittene Inhalt 
am kleinsten. Weil dann die Gerade als Tangente der Kurve 
in dem gegebenen Punkt halbiert wird, hat man die Gerade, 
die deu Minimalinhalt abschneiden soil, so durch den ge- 
gebeneu Punkt zu ziehen, da8 sie in ihm halbiert wird. 

240. Durch analoge Betrachtungen konnen die beiden 
Folgentlon vou Mac Cullagh herriihrenden Satze bewiesen 
warden: 1) Wenn die TanyeHtc AB cmer Kurve in elner zweiten 
Kurve cincn BoyeM AB wn konstanter Lange dbschneidet, so 
wird ,s-/tf in ilirem BemhrmgspunM P so geteilt, da/3 ihre Al- 
AP und BP in dem "n'lrt-Hrtc,- VerMUnis der Tan- 
A T, BT drr swcitcn Kwrve in A und B stehen. 2) W&m 
din Tant/wite Alt von 'konstanter Lange is*, und wenn das vom 
Sckuittpmikt T der in A und B an die aufiere Kurve geeoge- 
nni Tanynitcn auf die Gerade AB gefallte Lot diese Gerade 
in M trlfll, 6v> ist stets AP - MB. 

Man kann die Beweiee auch auf den Transversalensate 
voji Nr.f>4, i 8t(it7,ou Im ersten Sat r / sind die beiden zwischen. 
auteinamler folgenden Tangenteu AB, A'B f enthaltenen 
Bogenteile gleich. Behandelt man A* B { als Transversale des 
Dreiecks AB1\ die die Seite AB in Q schneidet, so ist 
AA 9 -Tlt'-BQ**AQ-liff'TA' nnd, weil AA'**BB' ist, 
folgt im Orenztibergang 

A Q:JiQ TB' : TA { oder AP : BP - TB : TA. 

Beim zweiten Batz denken wir das Dreieck QA'A erstens 
durch TBN 9 zweitens durch TMM* geschnitten. Die Multi- 
plikation der entsprechenden Transversalenbeziehungen liefert 
wegen AJt*~A'B'i 

AM- QM' . Qh - A'M 1 QM> QB'. 

Oeht man ur Qrenze iiber, so ist QM=QM' zu setzen, 
MM 1 aui' AB senkrecht ist, dagegen kann nicht eben- 

28* 
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sowohl QBQB r und AM = A'M* angenommen werden, 
solange die beiden Tangenten noch irgendwelchen kleinen 
Winkel einschlieBen. Also ist aus AM- QB A 1 M* QB f 
zu schliefien, da8 AM QB', A 1 M 1 - $#, also auch 
AM^PBisi. 

241. Wir haben mehrmals (Nr. 189 und 210) von einem 
festen Punkt aus die Lote OT auf die Tangenten PT einer 
Kurve & gefallt und den Ort ihrer PuBpunkte T bestimmt; 
derselbe heiBt die FttfiprnMcurve von 7c in bezug auf 0. 

Die Normale der FuftpunUfairve wi PunU T halbiert OP. 

In der Tangent e vom Beruhrungspunkt P f sei T' der 
Fufipunkt des Lotes OT 1 und Q der Schnittpunkt der Tan- 
genten in P und P f . Dann liegen T und T r auf dem Uber 
OQ als Durclunesser beschriebenen Kreis, und das Mittellot 
von TT f halbiert daher den Durchmesser OQ. .Nahert sich 
nun P J unbegrenzt P 7 so fallt der Tangentenschnittpunkt Q 
mit P zusammen, ebenso T f mit T, und das Mittellot von 
TT J wird Normale der von P erzeugten Fufipunktkurve. 

242. Den Krummungsradiu-s in einem l)eliebi(jen Punkt 
einer Ellipse M "bestimmen. 

Weil der Mittelpunkt des einem Dreieck umgeschriebenen 
Kreises der Schnittpunkt der Mittellote seiner Seiten ist, so 
ist der Mittelpunkt des durch. drei aufeinander folgende Punkte 
einer Kurve gehenden Kreises der Scbnittpunkt zweier auf- 
einander folgenden Normalen der Kurve (Nr. 218). 

Betrachten wir also z\vei 
Dreiecke FPF' und FP'J<" 
' (Pig. 126) und bezeicbncn wir 
die Halbierungslinien ihrer Win- 
kel an der Spitze durch PN, 
P r N, so folgt elemental' geo- 
metrisch, dafi 

(1) 2 ^ PNP f - < PFP' + j* PF'P', 

Weil nun der Bogen eines Kreises dem Radius desselbeu 
und der GroBe des Zentriwinkels proportional ist, BO wird 

durch Pl>' 
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gemessen, wenn wir den Bogen PP' als Bogen des Kreises 
vom Mittelpunkt N betrachten. Ebenso wird fiir FR = FP, 
^C PJFP f durch PR : FP gemessen, und wir erhalten 
2PP' PR p'R' 
PN *** FP + F'P'* 
Bezeichnet & den Winkel PP'F, so ist 



und, indem wir 

(2) 



= r und 
1 , 1 



setzen, 



sin & 



Also ist die Fohtlsehne der Kriiw ninny (2p sin #, Nr.220, 9f,) 
fur chien Pimld der Ellipse das Doppelte des harmonisehen 
Mittcls swischen seinen Brmnstrahlen (vgl. Nr. 15, 2). 

Wenn man fiir sin # den Wert &:&' (ygl. Nr. 187), fiir 
r + r' den Wert 2a und fttr rr f den Wert V* (Nr. 185) ein- 
set/,t, erhiilt man den bekannten Ausdruck wieder p=S' 8 :a& 
(Nr. 218, ii). 

Der Kriimniungsradius der Hyperbel wird auf ganz ahn- 
liche Art ermittelt Im Fall der Parabel ist r f unendlich 
groB und daher 
(3) 2r - Q sin^. 

243, Ein interessantes Ergebnis in bezug auf die Fokalsehne 
der Krftmmuug eines Kegelschnittes erhalten wir durch folgende 
Betrachtung. 80 ) Wir ziehen in dem 
betrachteten Kegelschnitt eine Seh- 
ne QR (Pig. 127) parallel zu der 
Tangente im Punkte P, beschreiben 
tlen durch die Punkte P, Q und R 
bestimmten Kreis und verlangern 
die Fokalsehne PL des Kegel- 
Bchnittes, bis sie den Kreis zum 
7,weitenmal in triit't. Dann ist nach 
dnem in Nr. 150 ausgesprochenen Satze und nach Nr. 184, 2: 

fA\ 8 'J* L PF ' FL -. PL 

^ / (J S . $R ~~ M F - FN ~~ M N 

Nach ewer bekannten Eigenschaft des Kreises besteht die 

Bewehung PS- SO*** QS> SU, mithin ist fiir jeden so be- 
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schriebenen Kreis SG:SL =* MN:PL. Da aber fiir den 
Kriimmungskreis die Punkte S und P zusammenfallen, so ist 
fur ihn PC = MN, d. i. fur einen belieliigen Punkt ernes Kegcl- 
sclmittes ist die Fokalselme des KrUwnwwj/shreises derjmigcu 
Fokalsehne des Kegelsclmittcs gleicli, die dcr Tangevtf* jems 
PmUes parallel ist (Nr. 220, 10). 

244. Der Kriimmungsradius ernes Mittelpunktskegel- 
schnittes kann auch wie folgt gefunden werden: 

Es sei Q ein dem Punkt P unendlicli naher Punkt der 
Kurve (Pig. 128) und QR erne zur 
Tangente der Kurve in P parallel 
gezogene Qerade, die die Normale von 
P in 5 schneidet. Wenn man alsdann 
durch die Punkte P und Q eineu 
Kreis beschreibt, der die Tangente 
PT in p benihrt, so ist Qti 
eine zu dem Stuck PS des Durchmessers gelxorige Ordinate 
des Kreises, und das Rechteck aus diesem Durclimesser und 
dem Abscbnitt PS ist gleich. dem Quadrat liber der Selme 
PQ, oder der Kriimmungsradius des Punktes P ist p = P^*: 2 PH. 
Bezeichnet a f den Halbmesser CP, V den zu ihrn konjugierten 
Halbmesser, so besteht nach S. 309 (Nr. 151) die Gleichung 

(5) V*:a n =QR-R(y:PR-RP' oder V*ia**-QW:PR. EP\ 
und wenn Q dem Punkte P unendlich naht rficki, wird 
PQ RQ, ferner geht dann RP f liber in $a f . man erhiilt 
daher 

V*:a f *=PQ*:2a'-PR oder a' PQ*=*2b'* PR, 
somit 

?/ a PR 
3'-=^' PS' 

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke PRS und (!P'f folgt 
aber PR:PS= GP : OT - a r : d, wenn d den Abstand den 
Mittelpunktes G der Ellipse von der in P gezogenen Tawgente 
bedeutet. Es ergibt sich daher schliefilich (vgl Nr. 21S ? t>): 

(6) y = V*:d. 

Es ist nicht schwer zu beweisen, daft fur dm Schuitt- 
pitnht zweier Jwnfofialen KcgdschuiUe der 
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)nmkt de$ (men stets der Pol seiner Tangente in lezug auf den 
(mderen ist. 

Endlieli: Fur den umgeschriebenen Kreis eines durch zwei 
Tangenten eines Kegelselmittes und die Beruhrungssehne ge- 
bilcleten Dreiecks sind offenbar der Schnittpunkt der Tangenten 
und der der zugeliorigen Normalen Endpunkte eines Durch- 
messers. Bei Anniiherung der Bertthrungspunkte und der 
Tangeuten des Kegelschnittes bis zum Zusammenfallen wird 
der Durchmesser des Kreises, der dem aus Tangenten und 
Bertihrungssehne bestehenden Dreieck umgeschrieben ist, zum 
Krfimmungsradius der Kurve. 

245. Die Evolute einer Kurve wurde (Nr. 222) als Ort 
ihrer Kriimmungsmittelpunkte definiert, der Krummungsmittel- 
punkt C von P ist die Grenzlage des Schnittpunktes der 
Normale von P mit der unendlich benachbarten (Nr. 218). 
Also ist ( 1 < der Bcriihrungspunkt jener Normale PC mit der 
Evolute. 

Xiehen wir in aufeinander folgenden Punkten P, P 19 P^P^ . 
die Normalen PC, P^C V P 2 G 2; P 8 C 8 , . . /und nennen C, C ly (7 2 , (7 8 , . . . 
die Scluiittpunkte der aufeinander folgenden Nonnalen, so sind 
bim GrenzUbergang C, 0^ C 2 , C& ... einander folgende Punkte 
d^r Evolute, also P^C^PC, P^^P^C^ P 2 2 = P 8 (72, 
/V '',,-- 1\C^ ... und CC^C^j 9 G 8 , ... benachbarte Bogen- 
demente der Evolute. Alsdann ist CC 1 =P 1 C 1 PC ) 
C^-jP^-PiCj, C,(Js~PsC K ~P ? C 2 , . . ., also folgt 
sehliefilich durch Addition aller dieser Bogenelemente 
C0 l + (/, 0, + 0, 6 Y a + . . . CC 1 - P r O r - PC, d. k der Bogen 
<hr Ifoolutv ist glticli dcm Untersclned der seinen JUndpurilcten 
witsprwhvnden KrniiinHMysrafliMi. 

Umgekehrt konnen wir xu einer gegebenen Evolute die 
Kurve erxeugen, wenn einer ihrer Punkte P gegeben ist, 
Donken wir von P aus eincn Faden gespannt, so daB er von 
V bis 6" feat an der Evolute anliegt, und wird er nun, am 
JEnde (" festgehalten, abgewickelt, so beschreibt der Endpunkt P 
die Kurve Pi> t P, .. .P n . 

Jeder von P verschiedene Punkt Q des Fadens beschreibt 
^ andere Kurve, die ebenfalls die gegebene Evolute als Ort 
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ihrer Knimmungsmittelpunkte hat Kurven mit gemeinsamer 
Evolute heifien Parallelkurven oder aguidistante Kurven, denn 
offenbar haben je die Punkte auf einer gemeinsamen Normale 
parallele Tangenten und konstanten Abstand P Q. 

246. Wenn von irgend einem PnnJct T einer Ellipse an eine 
konfokale Ellipse zwei Tangenten gezogen slnd^ so 1st der Uber- 

schufi ihrer Summe uber dun 
zwisetien ihrm TJ^r-V/'/---//.^-/.'^,/, '. 
enthaltenen 'Bogen der Ellipse 
Constant* 1 } 

Denn ? wenn wir einen dem 
ersten Punkt T unendlich. nahen 
Punkt T f in der Kurve wahlen, 
und die Lote TE, T'S fallen 
(Fig. 129) 7 so ist PI - PR - PP' + P f R, weil P'ti als 
die Verlangerung der Geraden PP 1 angesehen werden kann; 
ebenso Q'T ! = Q' Q + QS. Wegen der Gleichheit der Winkel 
TFR und T'T8 (S. 421) ist ferner TS^T'K, daher 
PT+ XQ r ~PT'+ T'Q', also 

(PT + T Q) - (P f r + T f Q ! ) - PP 1 - Q Q 1 ~PQ~~ P f Q'. 
Der Satz gilt fur jedes Paar JEurven von soldier Be- 
schaffenlieit ? daB die von einem 
Punkt T der anBeren Kurve an 
die inncre gelegten Tangenten TJ\ 
TQ mit der Tangente TT der 
ersten in I gleiche Winkel bilden. 
247. Werden von einem Miv- 
"bigen PimlctT einer Uypcrbd an dm 
mit ihr konfokale Ellipse Tanymtcn 
geeogen (Fig. 130), so ist die Diffv 
renz der Bogen PK, QK immw 
gleieh d&r Different der Tangenten TP und TQ, m ) 
Man erkennt genau wie vorlxer, daB 

(T'P' - P'Jf) - (TP-PK) - FJt, 
(T'Q'- Q'K) - (TQ~ QK)~*T'S\ 
und aus Nr. 188 folgt, daB 3*8** T'R ist 
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Somit ist die Differ enz zwischen den Uberschiissen von 
TP Ober PK und von TQ tiber QK konstant; da sie Null 
ist, wenn 1 in K liegt, so mufi sie in jedem Fall Null sein, 
(1. h. es ist stets 



JNach einem Saize von G. G. di Fagnano kann ein ellip- 
tisdwr ftogmqiiadrant so geteilt werden, daft die Different seiner 
Teile der Different der Halbaehsen der Ellipse) gleich ist. 
Dieser Satz folgt aus dem Vorigen. Urn in jedem Quadranten 
diesen Teilpuukt zu erhalten, hat man nur durch den Schnitt- 
putikt der Scheiteltangenten der Ellipse eine mit ihr kon- 
tbkalii Hyperbcl xu legen. Die Punkte K , in denen sie die 
Ellipse schneidet ? sind die gesucMen Teilpunkte. Ihre Koor- 
dinaten sind 

(7) x = ay a: I/a -f 6 , y = 6]/6~: }/a + 6 . 



B. Den Bogou mit rektifizierbarer Different iin konfokaleii 
System A von Nr. 230,0 entsprecben ebensolche im System A f , die 
rrsktiiizioronden Tangenten entsprecben einander. 

248, Ist dn Videck einem Kcgelschnitt wngeschrieleu und 
sick alU seine Eckpunkte 'bis auf einen in konfohalen 
Mi, so 'bvscJiMi'bt auch dieser letzte Echpunlct einen 
kow foka l< v i Kvydscli nitt. 

Wir bemerken zuerst folgendes. Die Spitze T eines einem 
Kegelschnitt Jc umgeschriebenen Winkels PTQ moge sich auf 
<inem konfokalen Kegelschnitt bewegen; ferner seien a und b 
die 7*u yP uncl TQ parallelen Halbmesser von 7c, a und |3 
tio Winkel TPT 1 und TQ'T', die jeder der Schenkel jenes 
WinkelB mit seiner niichstiblgenden Lage bildet. Alsdann be- 
nteht die Bezielmng aci^lfi, Denn nun ist TjR^T'/S; 
turner ist (V\ s . 129) Tli - TP - a, T 1 S - T 9 Q'*p, aber TP 
und TQ Hind deu Halbmessern proportional, zu denen sie 
parallttl Hind (Nr. 151). 

VVenu umgekehrt die Gleichung act***b(} erffllt ist, so 
bewtgt sich der Punkt T auf einem konfokalen Kegelschnitt. 
Donu indeni wir die Aufeiuanderfolge der einzelnen Schritte 
(ins KuweiHes umkehren, zeigeti wir, daB 71? T' 8 ist, da8 
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demnach TT ] rait TP und IQ gleiclie Winkel bildet und da- 
lier mit der Tangente des konfokalen Kegelsclmittes in T zu- 
sammenfallt, dafi also T f in diesem Kegelschnitt liegt. 

Wenn alsdann die den Seiten des Vielecks parallelen 
Durchmesser durch a ; l>, c usw. bezeichnet werden, und d den 
zur letzten Seite desselben parallelen Halbmesser ausdi-tickt, 
wenn ferner a, /?, y usw. ; 6 die dem Vorigen analog bezeich- 
neten Winkel sind, so gelten die Beziehungen 

ace &/? 7 ?>/3 cy usw,, 

weil die samtlichen Ecken des Vielecks bis auf eine sich in 
konfokalen Kegelsclmitten bewegen. Aus dieser Kette ergibt 
sicb aber a a = d8 t und dies zeigt an, dafi auch die letzte 
Ecke des Vielecks einen konfokalen Kegelschnitt durchlauft. 84 ) 
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fHorichte der kgl. t&cliB. GCR. d. Wissensch. KU Leipzig, math.-phyB. 
KIiiHHO 17 (1865), . 42 oder GeHammelte Werkc, Bd. 2, hrsgg. von F. Klein, 
Lmpxig 1.^86, 8. 485; vgl. auch die Anmorkung zu 165 des Werkes 
M I)r baryxt'iitriHclio Calcul 1 -, Leipzig 1827, S. '219 oder Ges. Wcrke Bd. 1, 
Lipig l8f>, S. aoo/l). 

4) Nr. H, S. 28. Dicser Bewois Htammt von Herrn lleinrich Toplcen, 
*l*.r vor cin jaar Jabron Studicrcndor der Technischen Hocbschule zu 
Darmntadt war; ich verdanke die Kenntnis deaBoweises einer Mitteilung 
uininoH verehrtijn KreuudcH und Facbgenossen Herrn H. Wiener. 

5) Nr, 15, S, iJiJ. Die Be/eiclmung ,,harmoniache Teilung" stammt 
von /*//. de La Hire, Scctionos conicae, ^arisieSS S. 1; bei Ch. J, Brian- 
f^fw, Ahlmoiro nur ICH HgnoH clu second ordre, Paris 1817, S. 9, ist von 
vtor hannottiHcheu Ponkleu die Rede, 

0) Nr, 15, S. 88. Vgl. J. V. Poncekt, Traito des proprie'te'B projectives 
<kH fiKurw, l.Au. Paris 1888, S.16; S.Atifl., Bd.l, Paris 1865, S.16. 
7) Nr. 16, S, M. Dan harmonmhe Mittel von n Strecken findet 
boi T, Mtwlanrin, I)ft Uwoarnm geometricanim proprietatibus gene- 
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ralibus tractatus (in Maclaurins Algebra, London 1748), ins Franztfsische 
ubersetzt von E. de Jonquieres in dessen Melanges de geometric pure. 
Paris 1856, S. 205. 

8) Nr. 17, S. 36. Der Begriff der Involution riihrt von (r. jUesargum 
her, ebenso der Name (Brouillon project d'une atteinte aux tSv&iemens 
des rencontres d'un c6ne avec un plan, Paris 1639; Oeuvres, hrsgg. 
von JV. G. Poudra, Bd. 1, Paris 1864, S. 101 und US)). 

9) Nr. 20, S. 43. Der Gedanke, einen imaginiiren Punkt durch 
eine elliptische Involution darzustellen , stammt von Ck. Paulus, Grund- 
linien der neueren ebenen Geometrie, Stuttgart 1863, S, 199; or nennt 
diese Involution ubrigens einstimmig. K. G-. Ghr. v. Staudt unterscheidet 
bei dieser Darstellung zwei konjugiert imaginare Punkte dadurch, daft 
er der Involution einen bestimmten Sinn zuweist, der durch die Ordnung 
der Punkte festgelegt ist, wie im Text angegeben (Beitriige zur Geo- 
metrie der Lage, 1. Heft, Nurnberg 1856, S. 76). 

10) Nr. 35, S. 65. J Study (Arcbiv der Matheniatik und Physik, 
3. Reihe, 21 (1913), S. 218/20) hat auf eine gewisse UnzweckmaBigkeit der 
Normalform der Gleichung einer Geraden (einer Ebene in der Geometric 
dea Raumes) hingewiesen. Es wiirde namlich zwei Normalfoxmeu gebeu, 
falls dieGerade (oderBbene) durch den Koordintitenanfang geht; au0or- 
dem ist die Gleichung einer imaginciren Geraden (oder Kbeno) einex^ 
Normalform nicht fahig. Zur Beseitigung des ersten Mangels hat 
R, v.Lilienthal (Math. Annalen, 42 (1893), S. 497/9 [1892]) bei recht- 
winkligen Koordinaten ein Verfahren angegeben, das fiir die Gerade 
in der Ebene hier mitgeteilt sei. Zunachst liiBt sich eino beliebige 
Gerade, wenn sie nur durch einen in ihr liegenden Punkt P^(^\y^) 
geteilt gedacht ist, in analytiseh unterscheidbare Teile zorlegen* Man 
sagt nach R. v. Lilienthal, dafi ein Punkt P(x\y) ,,im positiven odor 
negativen Teil der durch JP geteilt gedachten Geraden liegt, jo nach- 
dem ^die erste nicht verschwindende der zwei DiiFerenzen y 2/ *', 
ppsitiv ^oder negativ ist". Als Richtungscosinus einer Geraden g werdeu 
die Cosinus der Winkel definiert, die ,,der positive Teil der zu g parallolen, 
durch den Koordinatenanfang gehenden und durch geteilt gedachton 
Geraden mit den positiven Teilen der Koordinatenachsen bildet. Diese 
Winkel werden als positive GrOfien betrachtet, sie variieren von (inkD 
bis 180 (exkl.)". Sind a, /? die Winkel, <lie von dem orwiihriten posi- 
tiven Teil der Geraden g mit der positiven #-, boz. y-Achso gebild^t 
werden, so ist der erste nicht verschwindende der beiden Itic.htungH- 
cpsinus cos /?, cos a stets positiv. Die Normalform der Gleichung 
einer Geraden nach JR. v. Lilienthal" ist alsdann diejenige Form dor 
Gleichung, in der die Koeffizienten von a?, y die llichiungscoRintiH dew 
Lotes der Geraden in bezug auf die re-, be/,. i/-Acl)8e bind. Soil 
ajB + Z>2/ + c = die v. Lilienthalsche Normalform *der Gleichung einor 
Geraden darstellen, so mu8 a^+^^^l sein und die erflte nicht ver^ 
schwindende der beiden Grciflen 6, a muB positiv sein, 

11) Nr. 46, S. 83. Die Lehre von den imaginiiren Klementea in 
der Geometrie wurde durch K* G. Cfir. v. Staudt in Heinem Werke ,,Hei- 
trage zur Geometrie der Lage u , Ntirnberg, 3 Hefte, 18561860 bcgnlmki. 
Er ersetzt die imaginare Gerade durch eine eUiptischeStrahkninvdutiw, 
vgl. Anmerkung 9. Eine analytische Darstellung gab 0. titolts (Math. 
Annalen, 4 (1871), S. 416 ffi). Weitere Untersuchungen aua dem G- 
biete der Imaginiirtheorie verdankt man besonders F. Klein, /. Ltimtfit 
W. Fiedler, C. Segre, A. Ramorino; beziiglich der Literatur verweiscit 
wir auf den Artikel von #. Fano in der Enzykloplldie der mathenxatiachea 
Wissenschaften, Bd.III, Teill, S. 242/6. 
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12; Nr*64, S. 119. Vgl. J.Plucker, Anatytisch-geometrische Ent- 
wieklungen, Bd. 1, Essen 1828; Bd. 2, Essen 1831. Man sehe insbesondere 
Bd. 1, S. 14/7 und 256/61. 

18) Nr.67, S. 126 Vgl. das Kapitel ,,Die gepmetrischen Netze" 
bei A* y, MMws, Der baryzentrische Calcul, Leipzig 1827, S. 266/82 
oder Ges. Werke, Bd 1, hrsgg. von R.BaUzer, Leipzig 1885, S. 237/61. 

14) Nr. 67, S. 127. Vgl. J.Pl&cker, Anaiytisch-geometrische Ent- 
wicklungen, Bd. 2, Essen 1831, S. 24 tmd 269; System der analytischen 
Georaetrie, Berlin 1835, S. 10 und 34. 

16) Nr. 67, S. 128. Der Ausdruck vollslandiges Vierseit (quadrilatfcre 
complet) findet sieh zuerst wohl bei L. N. M. Carnot, De la correlation 
<leB iigures do gdomdtrie, Paris 1801, S. 122. 

16) Nr, 67, S. 128. Dieser wichtige Satz fiber die perspektiven 
JDraiacke ist von G-.Desargues; vgl. Oouvres de Desargues, r^unies et 
analyst par N. 0, Poudra Bd* 1, Paris 1864, S 413 und 430. 

17) Nr, 77, S. 143, Die ersten trimetrischen Koordinaten sind die 
liary^nirischfii von A. F. Mobius, vgl. dessen Work ,,Der baryzen- 
trinr-ii- I'aliMi'r 1 , Leipzig 1827, S. 26/7 und 34, oder Ges Werke, Bd. 1, 
hrHgg. v. Jt. J^rttor, Leipzig 1886, S. 45/6 und 51/2. Vermutlich hat 
auch K. W* Peuerbaeh den gleichen Gedanken gehabt; vgl. hierzu 
M. Cantor i Sitzgflb. der Heidelberger Akad. d. Wissensch. Jahrg. 1910 
Die vollfitiindige Ausfiihrung des G-edcinkens von Koordinatensystemen 
dor geraden Linie isfc das Verdienst von J. PlucJcer. Siehe dessen ,,Ana- 
IviiBch-geometrisclie Kntwicldungen u , Bd, 2, Essen 1831 und spatere 
Schriittm. Durch diese wurden die wahren analytischen Ansdrucks- 
form<m iur diti Lehren Steinws gefunden, die den fruchtbaren Methoden 
von Poncckt und Gergonne ihre wahre Grundlage und hOhere Vereini- 
,^ug g^gebou haben. 

18) Nr. 82, S. 154* Das Prinzip der Dualit'afc ward nach Poncekts 
Vorarboiten von Ocrgonne ausgesprochen und von Plucker zuerst auf 
<in analytincho Grundlage gestellt. Steiner hat es dann als cine Folge 
iter (Mniacliflten Bezichungon der von ihm aufgestellten^ Grundgebilde 
i Punktreihon und Strahlenbilschel) geomet-risch erwiesen, die in ihrer ana- 
lytiHchftn AuHdruckaforni auch in nnserem Text dazu gefuhrt haben. 

1U) Nr. 83, 8. lf)6. Dor Ausdruck Doppelverhaltnis oder Doppel- 
HchnittHvorhiiltnitj ward von Mtibvas in ,,Der baryzentrische Calcul" 
'LuipxiK J8*27 f S* 244 oder Gea. Werke, Bd.l, Leipzig 1886, S 220, ein- 
tfefilhrtj er hat die Theorie in grofior Vollsfandigkeit entwickelt und zur 
Untersucluui^ der Kollineation und der daraus ontspringenden beson- 
dtjrtmVrwadtBchaftcn vorwondet; schliefilich aucli zurUntersuchung der 
HiKipro'/itai. M. Chatties gobrauchte den Ausdruck anharmonisches 
VorhilltniH, *ltir, wail ncgativ, nicht glucklich ist. Chasles hatte im 
% ,']*railt ; <lo tftjomi'trici suporieure u , Paris 1862, die Entwicklung einer 



, 

utif Unuullage des anharmonischen Vcrhiiltnisses begonnen. 
AUr achou titeiner hatte dio fundamentale Becleutung dieses Begriffes 
t'Ordia^ran^f (2m)m4*trin waiter ontwickelt in <lem Werke: ,,Systematische 
Kntwickhmg tlr Ablulngigkeit georaetrischor Gestalten voneinander 11 , 
iiarlin 1H82 od<^r (Jo, Werke, hragg. von K. Weierstrafa Bd. 1, Berlin 
JHBI, B. 220. Vgl, in der alten Ooometrie Pappw in Pappi Alexandnni 
Goii(ctioniH H"ac huporaunt o libris mann scriptis, hrsgg. von F.Hultsch, 
B<i tt. Berlin 1877, S, K7J (prop. 120) und 8. 895 (prop. 146). 

20) Nr, K8, S. 168. K. 0. Chr. v. Staudt hut die barmomschen 
Uabitde aur UrumUag^ dor Projektivittetheorie und der reinen Geo- 
metric gemacht. Vgl. seine tl Gaonaotria der Lago 11 , Nfirnberg 1847, 
| H, H. 4. 
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21) Nr. 84, S. 160. Vgl. Pappus, a. a. 0., S. 871 (prop. 129). 

22) Nr. 87, S. 167. Fur die lolgende Entwicklung der projcktiven 
Koordinaten vgl. man W. Fiedler, Die darstellende Geometric in or- 
ganischer Yerbindung mit der Geometrie der Lage, 3. Aufl., 3, Teil, 
Leipzig 1888, S. 72 if. und die Literaturnachweise daselbst. 

23) Nr. 89, S. 175. Die algebraische Abkurzungssymbolik ist im 
engsten Zusammenhang mit Cayhys Methode der Qperationssynibole 
(J. reine angew. Math. 34 (1847), S. 3046 [iS46] oder Coll, math, papers 
Bd. 1, Cambridge 1889, S. 337/61); sie wurde in der hier gebrauchten 
Bezeichnung durchgefuhrt von S. Aronlwld (J. reine angew. Math. 66 
(1868), S. 97191 [1867]) nnd besonders erfolgreich entwickelt xmd an- 
gewandt von A. Clebsch (J. reine angew. Math. 50 (1861), S. 102 [1860 j). 
Vgl. auch @. Salmon i Vorlesungen xiber die Algebra der linearen Trans- 
formationen, deutsch bearb, von W. Fiedler, 2. Aufl., Leipzig 1877, 
S. 173/92. 

24) Nr. 92, S. 186. Der Ausdruck Kollincation wurde yon Wdske 
seinem Freunde A. F. Mobius zur Einffihrung empfohlen ; vgl. A. F. Mtibius, 
Der baryzentrische Calcul, Leipzig 1827, S. Xlf. und 301/68 oder Ges. 
Werke, Bd. 1, Leipzig 1885, S, 10/11 und S. 266318. Der Name 
JHoinographie stammt von JMT. Chasles, Apei^u historique sur 1'origine et 
le d^veloppement des m^thodes en ge"om6trie, 1. Aufl., Briiaael 18U7; 
2. Aufl., Paris 1875, S. 695 ; den Ausdruck Homologic benutzte J. V. Poncelvt, 
Trait^ des proprie'te's projectives des figures, 1. Aufl. Paris 1822, S. 160 f., 
2. Aufl., Bd. 1, Paris 1865, S. 166. 

25) Nr. 99, S. 199. Die hier benutzte Methodo der Untoraucbting 
stammt von A. Cayley, The Cambridge math. Journal, 2 (1841), S. 209/71 
oder Coll. math, papers, Bd. 1, Cambridge 1889, S. 3/4. 

26) Nr. 104, S. 209. Diese Form riihrt vou W.8.Jiurnsidc}\w. 

27) Nr. 107, B. 5, S. 213. Meier Hirsch behandelto die entsprechende 
Aufgabe fur Punkte des Raumes und die Kugel iu seir.or ..^n.T.r.li:r;c 
geometrischer Aufgaben", 2. Teil, S. 339. Vgl. auch /, ft* "V. .[. s ;: 
angew. Math. 1 (1826), S. 62 [1825] und 2 (1827), S. 263 Oiit-r iJi-. VV-r'.: , 
hrsgg. von K. Weierstrass, Bd. 1, Berlin 1881, S. 16 und S. 139. 

28) Nr. 108, B. 6, S. 215. Vgl. B. S. Greaihecd, The Cambridge 
math. Journal Bd. 1, 1. Ausg. (1838), S. 168/70; 2, Auflff. (1846), S. 184/(5. 

29) Nr. 108, B. 7, S.216. Der in Fig. 67 abgebildete Gelenkmcchanis- 
mus wird als Inversor von Peaucellier bozeichuot; zuni Naiui*n Invcruor 
vgl. Nr. 125 und 126 des Textes. Der Apparat wurde von deru f rauzo'Hiachen 
Offizier Peaucellier erfunden, der seine Kntdeekung in don Nouv. Ann. d,' 
Math, (2) 3 (1864), S. 414 anzeigte und ausfuhrlieher cbonda (2) 12 (1H73), 
S. 71/8 verOffentlichte. Niiheres ilber diesen MechauiBinuB un<l Vorallj^o- 
meinerungen desselben findet man noch bei K Liguinc> Nouv. Ann. clti 
Math. (2) 14 (1876), S. 629/60. Vgl auch A, tt. JKempe, How to draw a 
straight line, London 1877; F. Dingeldey^ Cber die i-Crsscngimg von Kurvon 
vierter Ordnung durch BewegungsmechaniBnien, DISH. Loip/a# 1BH6, 
S. 21 ff. und S. 37 if. (daselbst auch weitere Literaturangaben); ,/. Neuberff, 
Sur quelquessystemes detiges articul^es, Lilttich l886(glcichfaUH Litoratur- 
angaben enthaltend). Obrigens wurde derselbe Apparat im Jalire 1870 
von L. LipJcin, einem Studierenden der Hochschulo ssu 8t. Ptitetftburg, 
entdeckt, vgl. Bull. acad. St.-P^tersbourg, 16 (1871), B. 67 60 [1870]. 

30) Nr. 109, S. 217. Den Namen Potenz beiKreSst'u gebrauehto u- 
erst J.Steiner, J. reine angew, Math. 1 (1826), S. 164 oder CeH, Werke, 
Bd. 1, Berlin 1881, S. 22 oder W. Ostivald, Klassiker der exakton Wi8en- 
schaften, Nr. 123, hrsgg. von JK, Storm, Leipzig 1901, S. 7 in oimjr ffir 
die Einsicht von der Niitzlichkeit des Begriffefl <lurchschlagtmd(*a Ab- 
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handlung. Aus ihr stamnit auch die Auffassung der Bertihrung als Bonder- 
fall von Schneideu unter bestimmtem Winkel und die Aufstellung der 
bessugliehon Aufgaben. 

81) Nr. 114, S. 227. Der Name Eadikalachse stammt von L. Gaul- 
tit r (Journ. de 1'ecole polyt. 9, Heft 16 (1813), S. 139 nnd 147/58), der 
Name Ohordale von /. Plucker (Analytisch-geometrische Entwicklungen, 
Bd. 1, Essen 1828, S. 49). /. Sterner gebrauchte den Ausdruck Linie der 
gleichen Poteuzen (J. reine angew. Math. 1 (1826), S. 165 oder Ges. Werke, 
Bd. i, Berlin 1881, S. 23 oder W. Ostivald, Klassiker der exakten Wissen- 
Hchaften, Nr. 123, Leipzig 1901, S. 8). 

88) Nr. 116, S. 281. Vgl. /. Plucker, Analytisch-geometrische Ent- 
wicklungen, Bd. 1 , Essen 1828, S. 62 und 65. 

88) Nr. 120, S. 240. Vgl. /. F. Poncelet, Traite des proprie'tes pro- 
ject* ves des figures, l.Aufl. Paris 1822, S.41/2; 2. AnfLBd.1, Paris 1865, S.41 ; 
ferxier /* Casey, Quarterly journal pure appl. math. 6 (1862), S. 43/63 
und 118/26 [i860]. Ihre erste vollere Ausbildung erfuhr die Theorie der 
KreiBbusehef bei Poncelet a. a. 0., auch die Lebre von den Ahnlichkeits- 
punkion wurdc von ihm \veitergefuhrt. (ebenda l.Aufl. S. 130ff., 2.Aufl. 
S.125ff.). 

84) Nr. 121, S. 242. Vgl. J. titebw, J. reine angew. Math. 1 (1826), 
S. 175 f. oder Ges. Werke, Bd. 1, Berlin 1882, S. 33 oder W. Ostwald, 
Klatwiker <ler exakten WiBsenschaften, Nr. 123, Leipzig 1901, S. 22. 

3f>) Nr. 122, B. 6, S. 247. Die Beziohuug zwischen den Tangenten- 
liingeu aus oiucm Punkto an vier Kreise eines Netzes riihrt von/. Harvey 
her, wie </. Casey in einer Abhandlung in den Trans, Irish Acad., Bd. 24, 
science (1871), B. 468 bemerkt. 

IH>) Nr. 128, B, 251. Naheres zum Apolionischen Problem findet 
man bei J. D. Geryonne, Ann. math, pures appl. 7 (1816/7), S. 289 und 
Me*xuoiroB de Tacaddmie royale des sciences de Turin, 22 (1818/4), Turin 
1816, B. 2040; ,/. J^. Jhwande, Ann. math, pures app], 11 (1820/1), S. 1 ; 
./ V. J'oneclet, ebenda S. 317; Ji\ Neumann, Isis von Oken, Jahrg. 1826, 
H. 840 twd 466 [1825]; /* Pl&vkcr, Analytiach-geometrischeEntwickluugen, 
Bd. I, MHHOU 1828, S. 102 126; J, reine angew.Math.10 (1833), S. 293 oder 
< jfcimmineltft math. Abhandlungen, hrsgg. von A. Slchoenflies, Leipzig 1895, 
S* 5J46 ; U. Darbonx, Aim. ocoie norm. (2)1(1 87 a), S.328 ; Cr. Frobemus, J. reine 
angew. Math. 79 (1876), S.186 [1874]; E.Study, Math. Ann. 49 (1897), S.497; 
O, flense^ Vorlesungcn aus dor analyt. Geom. der geraden Linie, des 
I'a&kteti und des Kreises in der Ebene, 4. Ann., hrsgg, von S.Gundel- 
linger, Lfipxig 190U, S. 2*24; A.Clebsch, Vorlesungen ilber Geometrie, 
hrBgg. von J<\ Lindemann, 2. Aull.- l.Teil, 1. Lieterung Leipzig 1906, 
S, 260/3 ; If. (*. Zeuthen, Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum, 
(liiufcHchc AuHgabc von JB. v. J-Vxri.* r-BV'Zd^ Copenhagen 1886, S. 380 383. 
Wttiicro Ijitcratta* erwilhnt J>f. rin. '>,. L'bcr die Entwickiung der Ele- 
mentar-Guometrifi im XIX. Jahrhundort, Leipzig 1906, S. 97 106. 

87) Nr. 127, &. 261. Vgi Anmerkung 29. Zum Begriff der iso- 

fiii Vorwandtachaft. vgl. ,/. Plucker, Analytisch-geometrische Ent- 



wicklung< l n, Bd. I, EHBCII 1828, S.96; J, reine angew Math. 11 (1834), 
H. 219 1 1831] odor ges. matb. Abhandlungen, hrsgg. von A, Schoen/lies, 
Lmjwtf 1HU6, 13. 277; vovboroitct durch J.Steiners potenzhaltende und 
Pmutilfits inverH liegende Punkte. Als Prinzip der elektrischen Bilder 
entduckto W. Thomson dan Prin&ip der reziproken Radienl846 von neuem 
und /. Limmllc behundelte s allgemein (J. math, pures appl. (1) 12 (1847), 
B. 266. Fflr dan Allgomeine vgia^ 1 . Gatm: ,,Allgemeine Ldsung der 
e: die Taile oincr gcgobencn F12,che auf einer andern gegebenen 
so abvubilden, dn0 die Abbildung dem Abgebildeten in den 
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kleinsten Teilen iihnlich wird", Astron. Abhandlungeu , hrsgg. von 
E. C. Schumacher, 3. Heft, Altona 1825, S. 1 [1822], Oder Werke, Bd. 4, 
Go'ttingen 1873, S. 189. 

38) Nr. 128, S. 263. Diese Losung gab J. Casey in der Royal Irish 
Academy im April 1866; einen allgemeinen Satz gab dersolbe inHerma- 
thena, Bd. 3, S. 279 (Dublin 1879). 

39) Nr. 128, 1, S. 264. Vgl. J, Casey, A treatise on the analytical 
geometry of the point, line, circle and conic sections, 2.Aufl, Dublin 
1893, S. 120f. 

40) Nr. 128, 2, S. 264. Eine Untersuchung von A. Cayley, The 
Cambridge math. Journal 2 (1841), S 270 oder The collected math, 
papers, Bd 1, Cambridge 1889, S. 3. 

41) Nr. 128, 4, S. 265. Vgl. die Abhandlungen von G. l)ar"boux, 
Ann. e*cole norm. (2) 1, (1872), S. 323392 und von G. Frobeniu^ J. reine 
angew. Math. 79 (1875), S. 186 ff. [1874], sowie R LacMan, Philosophical 
Transactions London Royal Society Bd. 177 (fur 1886), London 1887, 
S. 481 625; The Messenger of math. 16 (1886/7), S.98ff, 

42) Nr. 136, S. 279. Man findet ein Polardreieck wohl aueret boi 
Cr. Desargues (Brouillon project d'une atteinte aux tfve'nemens des ren- 
contres d'un c6ne avec un plan, Paris 1639; Oeuvres, hrsgtf . von N G.Pmtdra, 
Bd. 1, Paris 1864, S. 188/9, das Dreieck NFG von Figur 1,'J danelbat); 
jedoch erwahnt G-. Desargues nicht ausdriicklich , dafi dies ciu solchea 
Dreieck ist 

43) Nr.140, S. 289. Die Tatsache, dafi sich auch jetzt k**AtA M 
bestimmen lafit, und die Art dieser Bestiinmung teilte mir S. Gundel- 
finger vor etwa 20 Jahren mit. Vgl. auch deasen Vorlosungon aus dor 
analytischen Geometric der Kegelschnitte , hrsgg. von J<\ Dingdtlnt, 
Leipzig 1895, S. 25/6 und 31/2. 

44) Nr. 164, S. 315. Diese Methode gab <7. Boole, Tho Cambridge 
math. Journal 3 (1843), S. 11 f. [1841], vgl. ferner The Cambridge and 
Dublin math. Journal 6 (1851), S. 98. 

45) Nr. 159, S. 320. Vgl. M. O'Brien, The Cambridge math. Journal 4 
(1845), S. 99 ff. 

46) Nr. 160, S. 321. Die hier erwiihnte mechanische Krzeugun^r 
einer Ellipse findet sich schon im 6, Jahrhundert bei Proclus; vgl. Froclt 
Diadochi in primuui Euclidis elemcntorum librum commentarii, hrngg. 
von 0. Friedlein, Leipzig 1873, S 106. 

47) Nr. 165, S. 327. Diese Vervollstiindigung der Besiiolmngen 
zwischen der gleichseitigen Hyperbel und dem Krcis gab W. Fiedler 
in seiner ,,Cyklograph.ie oder Kons-truktion der Aufgaben iiber Kroiec 
und Kugeln u , Leipzig 1882. 

48) Nr. 165, 2, S. 327. Vgl. Ch. J. Brianchon und J, V. j 
Ann. math, pures appl. 11 (1820/1), S. 205. 

49) Nr 165, 3, S. 327. Ebenda S. 210. 

50) Nr. 169, 6, S. 336. Die Formeln von B. 6 gab ,/. Mac 
Dublin Exam, Papers 1836, S. 22. 

51) Nr.178, S.351. Vgl. JET. J\L Taylor, The Messenger of Math., 
16 (1886/7), S. 39 41, London und Cambridge 1887, sowio G.tialmQv, 
Analytische Geometrie des Raumes, deutsch bearb. von W, Fiedler 
l.Teil, 4,Aufl., Leipzig 1898, S. XV, Note 11*). 

52) Nr. 180, S. 355. Vgl. Ph.de La ffire, Sectiones conicae, Paris 1686, 
b. 189 1. 

53) Nr. 181, S, 856. Die allgemeine Definition der Broimpunkle 
einer ebenen Kurve stammt von J. Plucker, J. roine angew. Math, 10 (1888; 
S. 84 ff. oder Ges. math. Abhandlungen, hrsgg. von A. tfefioenflirs , Leip- 
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zig 1895, S. 290 ff. Vgl. ferner J. Steiner, J. reine angew. Math. 37 (1848). 
S. 161 ff. [1847] oder Ges. Werke, hrsgg. von K. Weierstrass, Bd. 2, Berlin 
1882, 8. 389 if., sowie eine Abhandlung von W. Fiedler, Acta mathematica. 
6 (1884), S. 331, besonders Slf. (8,889 ft). 

64) Nr. 183 S. 368. Schon L.Euler bat in ahnlicher Weise die 
Brenupunkte eines Kegelschnittes bestimmt (Introductio in aualysin in- 
liuitorum, Bd. 2, Lausanne 1748, S. 63. Vgl. aucb F.Schur, Lebrbucb 
der analytischen Geometric, Leipzig 1898, S. 75ff., sowie A. Breuer, 
Die Nonnalform der allgemeinen Kegelschnittsgleichung, Eiaenacb 1888. 

55) Nr. 186, S. 362. Zu dieser ,,Gartnerkon8truktion der Ellipse" 
vgl. .K. Descartes, La dioptrique, Anhang zu der Scbrift Discours de la 
niiSthode, Leyden 1637 oder Oeuvres brags', von Ch. Adam und P. Tannery, 
BcL 6, Paris 1902, S. 166. Zum ersten Mai wird die Fadenkonstruktion 
der Kllipse im 6. Jabrbundert nacb Cbr. Geb. bei Anthemius erwahnt 
(vgl T.L. Heath, Bibl. math. (S) 7 (1906/7), S.227f.). Im 9. Jabrbundert 
wire! die Konstruktion von Alhasan erwabnt, dem jungsten der drei 
Brtuler Mohammed, TTaniod und Albasan, Sobne von Musa ibn Schakir. 
V^l. hiorxii I* 1 . Wopckc. Journal asiatique (6) 6 (1855), S. 223. Vgl. ferner 
A. von XtrcLunmuhl bei W.von 7)?/c/c, Katalog matbematiscber Modelle, 
Milucben 1892, S. 69 und 66. 

60) Nr. 187, 3, S. 363 f. Vgl. W. Fiedler, Acta matbematica , 5 (1884), 
S. 890 

67) Nr. 188, 1, S. 364 f. Die Satze in Aufg. 1 bis 5 sind von 



58- Nr. 190, S. 367. Der bier gegebene Beweis stammt von O'Brien, 
A treatise on plane coordinate geometry, Teil 1, Cambridge und London 
1844 S. 166. Der Sat/, findet sicb scbon beiPJbt&Za Hire, Sectiones 
conicae, Paris 1686, S. 190f.; vgl. ferner J. V.Poncelet, Traits' des pro- 
pri< : t<?8 pr\j <*i:vo- des figures, 1. Anil. Paris 1822, S. 265; 2. Aufl. Bd. 1, 
PariH i^iri, *-. .>;,:. Man kann den Sata auch so aussprecben; Die G-e- 
raden, die die Kuclpunkte ciner Sebne P t P^ eines Kegelscbnittes mit 
tiiacm der beulen Brennpunkte verbinden, baben vom Pol der Sehne 
gldchen Abwt.au <l KbenBo groB ist iibrigens auch der Abstand des 
I'oltw YOU don Verb'mduiitfBlinieu ties anderen Brcnnpunktes mit P l und P,, 
HO tlafJ alnu dit'se vior Brennstrahlen einen und denselben Kreis berubren, 
ilr <lii Pol dor Sohue P P* zum Mittelpvmkt hat. Dieser Satz stammt 
vpu M. Chwlw, Nouv. Mum. lead. Brussel 6 (1830), S. 30 (gedruckt 1831); 
oine englinche Obersetsiang dieser Abhandlung gibt Ch. Graves, Two 
gHOiwitdcal memoirs on the general properties of cones of the second 
(icgreo and on the spherical conies, Dublin 1841, S. 60. In dem schatz- 
barou Buche von J. Gasey, A treatise on the analytical geometry of the 
point, line, circle, and conic sections, 2. Aufl. Dublin und London 1893, 
B. '226 ist der genaimte Satos von Chasles als Beispiel zur Parameter- 
darstellung dor Kllipse bchandelt Sind a + /?, a ft die exzentrischen 
Anomalieu der beiden Punkte P x , P s> so hat der E*ol der Sehne P X P, 

die Koordinaten a COH f .""f, der Berflhrungskreis der vier Brenn- 



i am a 
cos ' 



irhlon bat deu Hadins &tg/3 und die Gleicbung 

(.r cos a COH a)*+ (y cos j3 & sin a)* & 8 sin 8 0. 

Af, (Jhmlts hat npiitor (Gomptes rendus de 1'acadiSmie des sciences 
Parin 17 (1843), S* 841) den Sata dabin verallgemeinert, daB die von 
siwei Pimkten 1\, P., eines Kegelscbnittes Jc an emeu konfokalen Kegel- 



, ., 

chmtt gozogonen Tangenten einen Kreis berubren, der den in bezug 
nnf A* gp'noimnencn Pol von P { 1\ zum Mittelpunkt hat. Kine andere, 

S a 1 m u i F if a 1 e r : Kiml Go<im <1. KcgoUohu. 8, Aufl. 29 
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fiir Fliichen zweiter Ordnung giiltige Verallgemeinerung hat J. Plucker 
(System der Geometrie des Itaumes, Diisseldorf 1846, S 266) ge- 
geben. 

59) Nr. 192, S. 370. Die Namen Ellipse HyperbeL Parabel sind ab- 
geleitet aus den griechischen Zeitwortern &teivtsw mangeln, tinsQfldnsw 
iibert' effen, ^a^ajSaHstv gleichkommen. Vgl. das Work von Apollonius 
KcavMci (3. Jahrh. v. Chr.), Apollonii Pergaei quae graece exstant cum 
commentariis antiquis, hrsgg. von /. L. Heller g Bd. 1, Leipzig 1891, 
S. 38, 42 und 48; ferner Pappus Evvccyayrj (etwa 295 n. Chr. Geb.), Pappi 
Alexandrmi Collectionis quae supersunt e libris manu scriptis, hrsgg, 
von F. Hultsch Bd. 2, Berlin 1877, S 674, 

60) Nr. 194, 4, S. S72. Vgl. P. Frost, The Cambridge and Dublin 
math. Journal, 1 (1846) S. 68; ferner TF. Hittorf, J. reine angew. Math,, 
38 (1849), S.89f. [1847]. 

61) Nr. 194, 6, S. 372. Zu dieser Gleichung siehe P. Frost a, a. 0, 
und T.S Dames , The London, Edinburgh and Dublin philosophical 
Magazine, 21 (1842), S. 192. 

62) Nr. 194, 7, S. 372. Der Beweis in Aufg. 7 riihrt von Jl Mac 
OMagh her, 

63) Nr, 194, 9, S. 373. Der Beweis findet sich bei J.Larrose, Nouv. 
Ann. de Math. (1) 19 (1860), S.85f. 

64) Nr. 194, 14, S. 374. Die Gleichung der Anfgabe gab Roberts. 

65) Nr. 194, 15, S. 375. Das Beispiel riihrt von W S. Burnside her. 

66) Nr 194, 17, S.375. Vgl.F.KEcJcardt, Zeitschr, fiir Mathematik 
und Physik, 18 (1873), S. 106if. [1872]. 

67) Nr.l9G, 2, S 379. Ygl. /. Wolsteriholme, Mathematical problems, 
2. Aufl. 1879, S. 189. 

68) Nr. 204 3, S. 390. Diesen Satz gab D. F. Gregory, The Cam- 
bridge math. Journal, 2 (1841), S. 16f., Lb"sung einer in den Senate- 
House Papers von 1833 gestellten Aufgabe. 

69) Nr. 212, S 396. Vgl. die Bemerkung 58). 

70) Nr. 212, S. 396. Zuerst bei J, H. Lambert, Tnsi&niores orbitao 
cometarum proprietates, Augsburg 1761, S 5f. oder TF. Ostwald, Klaasi- 
ker der exakten Wissenschaften, Nr. 133, Leipzig 1902, S. 8f. Vgl. auch 
die Darstellung bei C. Taylor, The Messenger of mathematics, 9 (1879/80), 
S. 65. 

71) Nr.213, 1, S.397. Vgl. J.Steiner, J.reine angew. Math. 2 (1827), 
S.97 und Ann math pures appl. 19 (1828/9), S. 59 oder Ges. Wcrke, 
Bd. 1 Berlin 1881, S 128 und 207; ferner F.Eeinen, J. reine augew. 
Math. 3 (1828), S 290. 

72) Nr 219, S.408, Diesen Satz und die Konstruktion gab J Steiner, 
J. reine angew. Math. 30 (1846), S. 271 f. [1845] oder Ges. Werke, Bd. 2, 
Berlin 1882, S. 841 f. 

73) Nr.220, S.408. Man findet diesen Satz schon bei /. V.Poncelet, 
Traite' des propriety's projectives des figures, l.Aufl. Paris 1822 t S, 224/6, 
2. Aufl. Bd 1, Paris 1865, S 216/8; vgl. auch J. Packer, Ann math, pures 
appl. 17 (1826/7), S. 71/2 oder Ges. math. Abb., hrsgg. von A. Schoenfliefi, 
Leipzig 1895, S. 61/2, sowie K.Rohn< Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 16 
(1907), S. 362. Die einem Kreis und einem Kegelschnitt geraeinsunien 
Paare von Sehnen behandelt auch 0. Terquem (lign(*s conjointes), J. math, 
pures appl. 3 (1838), S, 17/9 und M. Chasles ebenda S.H85 Der Sate, 
dafi die Tangente eines Punktes P eines Kegelachnitts k und dio u P 
gehOrige ,,Krummungssehne <( mit der Achse von k gleiche Winkel bildet, 
findet sich ubrigens schon bei J5, Simson, Sectionum conicarum libri 
quinque, 2. Aufl. Edinburg 1750, S. 202. 
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74^ Nr. 220,1, S.409. Vgl. F.Joachimsthal J. reine angew. Math. 
36 (1848), S. 96 [1847]. 

75) Nr. 220 2, S. 409. Mehrere diese Sebne betreffende Aufgaben 
wurden gestelit und behandelt von E.Lemoine, Nouv. Ann. math. (2 11 
(1872\ S. 192, von L. Desmons ebenda S. 836, sowie (2) 12 (1873), 
S. 29 34, von Moret-Blanc ebenda S. 34 38, von A.Pellfesier ebenda 
S. 38-41. VgLferner R. de Paulis, Giorn. mat. (1) 10 (1872) S. 3~>0/4, 
A. del Ee ebenda, (1) 22 (1884), S. 107/9, J. Zimmermann, Archiv. Math. 
Phys. (1) 70 (1884), S. 38/o7, Adolf Schwarz, Monatsh. Math. Phys. 13 
(19()2), S. 205/40. Die Hftllkurve der Krummnngssehne 1st ein besonderer 
Fall einer anderen Hftllkurve, die von G. Salmon, Analy tische Geometrie der 
hSberen ebenen Kurven, deutsch bearb. von TT. Fiedler, 2. Aufl. Leipzig 
Is82, S. 89, bestimmb wird; vgl. daselbst auch S 90. 

Fur ein eingehenderes Studium der Konstruktionen des Kriimmungs- 
kreises bei Kegelschnitten sei verwiesen auf C. Cranz* Synth etisch-geo- 
metrische Theorie der Krummung von Kurven und Flachen 2. Ordnung, 
Stuttgart 1886, S. 8 20 und C. Pelts, Sitzungsb. bShm. Ges , Jahrg. 1879, 
S. 205 246. Vgl. auch K. Rohn, Jahresb. deutsch. Math -Ver. 18 (1909), 
S. 402/fi. 

76) Nr. 220, 4 S. 409. Vgl. J. Steiner, J. reine angew. Math. 32 
(J846), S. 300 [1845] oder Ges Werke, Bd 2 Berlin 1882. S. 377, sowie 
F. Joachimsthal, J. reine angew. Math. 36 (1848), S 95 [1847]. 

77) Nr. 220, 6, S. 410. Wenn die Ellipse gezeichnet vorliegt, k5nnen 
die FuBpunkte der vier Normalen mit Zirkel und Lineal gefunden werden; 
vgl. K Stibitz, Sitzungsb. d.Kais. Akad. d.Wiesenscbaften in Wien, math.- 
naturw. Klasse, Bd. 115, Abilla, Jabrg. 1906, S, 13 *0. 

78) Nr. 229, 6, S.4'21, Der Satz 1st von W.8. Burnside. 

79) Nr. 230, 6, S. 426. Ein schflnes Ergebnis der Untersuchungen 
von J. JS. St. Smith f Proceedings of the London math. Soc. 2 (1866/9), 
S, 2tlf. [1869] odor Coll. math, papers, hrsgg. von J. W. L. Grlaisher, 
Bd. 1, Oxford 1894, S. 561f. 

80) Nr.243, S 437. Diese Untersuchung riihrtvon E. Townsendhm. 

81) Nr. 246, S. 440. Dieser Satz ist von CJi. Graves. Er findet sich 
in dcBHen Bemerkungen zu einer Cbersetzung zweier Abhandlungen von 
M. Chasles die unter dem Titel Two geometrical memoirs on the general 
properties of cones of the second degree and on the spherical conies, 
Dublin 1841 von Ch. Graves herausgegeben wurden; vgl. daselbst S. 77. 
Bin weit allgemeinerer Satz ist in einem am 3. Januar 1704 geschriebenen 
Briefe von G. W* Leibniz an Johannes Bernoulli enthalten; vgl. Leibnizens 
Ges. Werke, hrsgg. von G. H. Pertz, math. Schriffcen hrsgg. von C.J.Gerhardt, 
Bd. 3, Halle 1856, S. 733 und 734/6. 

82) Nr. 247, S. 440. Dieser allgemeinere Satz wurde von J. Mac 
Cullagh gegeben, Examination papers Dublin 1841, S. 41 und 83; vgl. 
auch Proc. Irish acad. (Dublin), (1) 2 (1840/4), hrsgg. 1844, S.508 [1843] 
oder Works, Dublin und London 1880, S. 19f. Ein elementarer Beweis 
der Satze von Grave$ und Mac Cullagh findet sich bei J. Griffiths, Proc. 
London math Soc. (1) 13 (1881/2), S. 177/9. Geschichtliche Bemerkungen 
gibt M. Chasles, J. math, pures appl. (1) 11 (1846), S. 123. Vgl. ferner 
M. Chasks. Comptes rendns de Tacad. de Paris 17 (1843), S. 843, so- 
wie F. Klein, Vorlesungen flber hOhere Geometrie (autogr ) Bd. 1, GOt- 
tin#en 1892/3, S, 67 7$ t wo besonders auf die entsprechende, von 
0, Staude herrQhrende Fadenkonstruktion der Flachen 2. Ordnung ein- 
gegangen wird. 

83) Nr. 247> S. 441. Der Satz von G. C. <K Fagnano findet sich im 
Giorn. de' letterati d'ltalia (Venedig) 26 (1716), S. 266 oder Produzioni 
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matematiche Bd. 2, Pesarol760, S. 336/42 oder Opere matematiche del 
marcheee Giulio Carlo de' Toschi di Fagnano, hrsgg. yon V. Volterra, 
G. Loria, D. Gambioli, Bd. 2, Mailand-Rom-Neapel 1911, S 287/02. 
Vgl ferner M Chasles, Comptes rendus de Tacad de Paris, 17 (1843), 
S. 838 844: E. de Jonquieres, Melanges de ge'om^trie pure, Pa- is 186G, 
S.65ff ; Th.Eeye, Viertelj. Naturf, Ges Zurich 41 (1896), S. 70/6 und 
n Die Geometrie der Lage a , 5. Aufl. Bd. 1, Leipzig 1909, S 241 f. Zur 
Ausdehnung des Satzes von Fagnano auf Hyperbe 1 und Farabel vgl. 
M. As&ardli, Atti accad. pontif. Nuovi Lincei 24 (1870/1), S. 339847. 
84) Nr. 248, S. 442. Diesen Beweis gab A. 8. Hart, The Cambridge 
and Dublin math. Journal 4 ^1849), S. 193f. 



Berichtigung. 

In Figur 113, S. 411 mufi der Punkt Q auf der Abszissenachse 
etwas weiter rechts liegen; die jzur Abszisse OQ gehGrige Ordinate QC 
wird alsdann grOfier. 



T)ruok von B. G, Teubncr in Dresden. 



Wissenschaft und Hypotihtesq 

Sammlung von Einzeldarstellungen ; ' . 

LUS dem Gesamtgebiete der Wissenschaften mit besonderer 
Jerttcksichtigung ihrer Grundlagen und Methoden, ihrer 
Endziele und Anwendungen 

rtfissenschaft und Hypothese. Von Henri Poincari - Paris, 
Dentsch von F. u. L. Lindemann-Miinchen. 3. Aufl. 1914, 
Geb. M 4.80, [Band L] . " 

Dies Bach behandelt in den HanptstUcken: Zahl und Grtt&e, Raum, Kraft, Natur, Mathe- 
latik, Geometric, Mechanik und einige Kapitel der Physik. Zahlreiche Anmerkungen des 
ierausgobera kommen dem allgemeinen Verstandnis noch mehr entgegen und gebn deip 
<sr wertvolle literarische Angaben zu weiterem Studium. Die dritte Auflage ist dferfcit 
i&ige Bemerkungen des Verfasaers ilber die nicbtarchimedische Geometrie und fiber djto 
.eueren elektrbdynatnischen Theorien erweitert. >: 

Der Wert der Wissenschaft Von Henri Poincard- Paris. 
, Deutech von E. und H. Weber-Strafiburg. Mit einem Bildnis des 
: A.ufl, 1910. Geb. M 3.60. [Band IL] 

^ tWb^k per den beutigen Standpunkt dw 

v _ &ml^n W *l tow^l Uit f etrt vor ricb ) 

*t wie er ftich ibre awkilnftigcn Fdrtdiritt* defifct, JO*A 'We^c kt fto i 
r,*tfello* von grffitem Interesftb; dutch sei0e zahlreicheu Beiiptelft dad 1 
it abor auQh jedem modenjen Gobildeten yugaagllch gemacaC 




?^issenschaft\ind Methode, Von H. Poinciri-Patis. 
F.und L. Lindemann-Mtochen. x gi 4. Geb. Jf$j , 



4 getraaa Dorttellnng 
ihrer Methodea und Tendenen t der einige bl*toris6he B< 



Ifit vieueiobt better alt abstra^te Aboaadlungen Terctehen, was 
ITnitbittiQg man nick von der 'Wiiaenschaft ma 



arf. 



. 
machen oll, und was man fikgji&h i 



Das Wissen der Gegenwart in Mathematik und Naturwissc 
schaft Von^.Picard-Paris. Deutsch von F.vind L.Lin dein^ii^ 
Mflnchen. 1013* Geb. Jt 6. . [Band XVI.l 

dfotem, Buob* < 



C^;|fe^/ 4 G^lling-Mtochn r , 3^ T^Le,- 
41 - - - Dftatt una j^i^ '- J ' 




